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Editorial

De la infiintarea sa in 1910, unul dintre principalele obiective ale societatii
noastre a fost raspandirea gustului pentru studiul stiintelor matematice. Pana
in 1949, principalul instrument de realizare a acestei misiuni a fost Gazeta
Matematica. Aceasta publicatie apare fara intrerupere din 1895, ramanand si
astazi punctul de intalnire al iubitorilor de matematica, de la elevi pana la
profesori universitari gi cercetatori gtiintifici.

Realitatile lumii dinamice in care traim dovedesc ca matematica ramane
un pilon important al stiintelor si ocupa un rol fundamental in toate domeniile
activitatii umane, de la viata de zi cu zi pana la tehnologiile avansate. De
aceea este important ca ea sa fie accesibila unor cercuri cat mai largi. Mate-
matica are insa reputatia de a fi abstracta si inaccesibila, si multi elevi intra
la ore cu aceasta idee preconceputa. Stiinta noastra este intr—adevar abstracta
dar profesorii de matematica sunt cei care au rolul de a o apropia de mintile
deschise spre nou ale tinerilor. Gustul pentru matematica se formeaza cel mai
usor in anii de scoala iar lectiile si activitatile complementare sunt esentiale
in deprinderea modului de gandire matematic si dezvoltarea unor abilitati de
calcul si rationament.

Toate acestea pot fi realizate eficient prin munca creativa a invatatorilor
si a profesorilor. SSMR gi—a propus de ceva timp sa editeze o revista care sa
ii ajute pe colegii care predau matematica in scoli sau licee. Acest deziderat a
devenit realizabil financiar prin proiectul comun RAF-SSMR numit ,,Educatia
Matematica Altfel”.

e

Revista pe care o lansam se numeste ,,Didactica Matematica” si isi pro-
pune sa ofere metode eficiente de predare a matematicii. Se adreseaza in
primul rand profesorilor, dar gi tuturor celor interesati de educatia matemati-
ca. Principalul nostru obiectiv este de a pune la dispozitia profesorilor resurse
metodologice utile activitatilor didactice: modele de lectii, exemple de teme
aplicative in cotidian din programa scolara, metode de prezentare si rezolvare
a problemelor, sfaturi practice privind activitatile matematice extragcolare,
aplicatii ale matematicii in economie, arta sau sport, jocuri.

Speram ca toti cei care predau matematica sa gaseasca In revista sugestii
si modele utile, pe baza carora sa—si imbunatateasca modul de predare iar
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orele lor sa devina mai atractive. Cititorii sunt Incurajati sa reflecteze asupra
continutului revistei, sa Incerce sa aplice ideile prezentate in paginile ei la
orele de curs si In cadrul altor activitati cu elevii, sa—si asume responsabilita-
tea Imbunatatirii procedeelor pedagogice si a autodezvoltarii profesionale. Ne
asteptam ca, pe baza modelelor, profesorii sa produca materiale pe care sa le
foloseasca la clasa, sa elaboreze si sa propuna probleme si articole care, odata
publicate, sa contribuie la portofoliile lor profesionale.

Alte probleme legate de educatia matematica vor fi gazduite de site—ul
revistei http://rms.unibuc.ro/didactica. Orice opinii si sugestii privind
continutul publicatiei vor fi binevenite gi va invitdm célduros sa ni le trimiteti
la adresa de e-mail:didactica@rms.unibuc.ro.

Doru Stefanescu

MODELE DE LECTII
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Lectia de matematica

Lectia de la clasa ocupa rolul central in educatia matematica a elevilor.
Fa poate fi prilejul deschiderii mintilor tinere spre tezaurul stiintei noastre,
dar — organizata rau — poate provoca frustrari si repulsie. Revista noastra
igi propune sa ofere cateva modele de lectii de matematica. Unele dintre ele vor
fi lectii obisnuite, altele vor fi neconformiste si vor miza pe atragerea elevilor
prin spectaculozitate ori prin expunerea accesibila a unor rezultate profunde.
Planul unei lectii depinde mult de elevii cu care lucram. Exista insa
cateva principii generale care pot ajuta la reusita orei de matematica. Lectia
este o aparitie publica, care se rezuma uneori la un discurs dar care ar fi ideal
sa fie o reprezentatie la care sa participe toti spectatorii. O posibila structura
a unei lectii obignuite ar putea fi urmatoarea:
e captarea atentiei
precizarea temei si a obiectivelor
verificarea cunostintelor elevilor
predarea cunostintelor noi
implicarea elevilor in predare si rezolvarea de probleme
aprecierea elevilor
asigurarea feed-back-ului
propunerea unor teme si anuntarea temei urmatoarei lectii
concluzii

Pe parcursul lectiei vor fi avute In vedere competentele generale gi speci-
fice, precum i obiectivele operationale. O lectie poate sa atinga doar unii din
pasii de mai sus, cum poate include si altii. Uneori avem doua ore succesive
cu aceeasi clasa si putem desfasura o lectie mai ampla. Alteori suntem presati
de incheierea unui capitol sau de apropierea unei teze.
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Invitam colegii din scoli si licee sa ne trimita modele ale unor lectii reusite,
pe care sa le facem cunoscute celorlalti educatori de matematica in paginile sau
pe site—ul revistei.

Editorii

Aplicatii ale teoremei Cayley—Hamilton

Prezentam un model de lectie de algebra pentru clasa a XI-a, in care
vom discuta cateva aplicatii ale ecuatiei caracteristice asociate unei matrice de
ordin 2 sau 3.

Ca introducere, este util sa le cerem elevilor sa verifice relatia

A? —(a+d)- A+ (ad —be) - Iy = Oo, (1)
a b
unde A = ( e d
ciatd unei matrice pitratice de ordinul 2 (consecint a teoremei Cayley'-Hamilton?.
Verificarea ei ocupa putin timp si permite recapitularea unor cunostinte despre
calculul matricial. Din punct de vedere metodic, relatia se dovedeste a fi un
instrument de lucru extrem de eficient, util in rezolvarea unor probleme diverse
atat ca tematica precum si ca nivel de dificultate.

> € M3(C). Recunoastem aici ecuatia caracteristica aso-

Pentru familiarizarea elevilor cu terminologia, definim in acest moment

“ 2 ) € M3 (C) matricea caracteristica A — X 1o,

urma tr(A) = a + d si polinomul caracteristic X2—tr(A)X + det A - I, dupa
care cerem sa se determine aceste elemente pentru cateva matrici concrete.

pentru o matrice A =

Putem trece apoi la exemple care sa puna in evidenta eficienta relatiei

Cayley—Hamilton:

. a b
Exemplul 1. Fie A = < ¢ d

ci matricea B € Ma(R) comuta cu A, daci si numai dacd B comuta cu A2

> din Ms(R) cu a+d # 0. Sa se arate

Solutie: Scriind ecuatia caracteristica a lui A si Inmultind la stanga si
respectiv la dreapta cu B vom obtine:

A2.B—(a+d)-A-B+(ad—bc) - B= 0y, si
B-A%?—(a+d)-B-A+ (ad—bc)- B = Oy,
ceea ce permite scrierea:
A’B — BA? = (a+d) - (AB — BA),

relatie care asigura concluzia din enuntul problemei.
Relatia (1) se dovedeste foarte utila in calculul puterilor A™, atat pentru
n natural cat si pentrun = —1.

LArthur Cayley (1821-1895) — matematician englez.
2William Rowan Hamilton (1805-1865) — matematician scotian.
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1 2
2 4
Ecuatia caracteristica este A2 —5A4 — 0 - I = 0y, adica A? = 5- A si, inductiv,
deducem A™ = 5"~ . A pentru oricare n > 1.

6 5

-3 -2

Solutie: Ecuatia caracteristica se scrie A2 — 4 - A 4 3Iy, = Oy de unde

A% =4A-3I,. Cum A% = A-A? = 4-A2—3A = 4 (4A — 315)—3A = 13-A—121,
ne gandim ca putem demonstra existenta a doua siruri de numere reale (a,),,~,
si (bn),~; care verifica relatia A™ = a,, - A + b, - I, pentru oricare n > 1. -

Evident, a; =1, by =0, ap = 4 §i by = —3. Dar A" = 4. A" =
A-(anA+byls) = an A2 +b,- A = a, (4A — 315) + b, A = (4a, + b,) A—3a, L.
Utilizand din nou inductia matematica, obtinem relatiile de recurenta a, 11 =
day, + by §i b1 = —3ay.

Acum avem o legatura extrem de interesanta cu lectiile de analiza, siruri
recurente, care, exploatata corespunzator, poate conduce la o atractivitate
sporita a lectiei. Din relatiile de mai sus obtinem a,; = 4a, — 3an,+1 si,
utilizand formula termenului general pentru astfel de recurente, deducem

Exemplul 2. Fie A = ( ) Sa se calculeze A™, n > 1. Solutie:

Exemplul 3. Fie A = < ) Sa se calculeze A", n > 1.

31 . -3"+3
an = 9 81 Op = T
deci
5-3"—-3 5-3"=5
2 2
A" =
_3n+1 +3 _3n+1 +5
2 2
2 1 1
Exemplul 4. Fie A= | 1 2 3 |. Sa se determine A~'.
3 1 2

Exemplul este si un pretext pentru a pune in evidenta aspectul ecuatiei
caracteristice in situatia matricilor de ordin 3. Totusi, daca timpul o permite,
este recomandabil sa cerem mai intai elevilor calculul inversei cu metoda deja
stiuta, pentru a compara eficienta metodelor. Prezentam apoi ecuatia carac-
teristica pentru matricile de ordin 3:

Pentru

ail a2 a3
A= | axn ax ay |,
azy az2 ass

matricea caracteristica se scrie A — X I3, iar polinomul caracteristic

p(X) = det (A— X1I3) = (-1)*- (X3—01X2+02X—03) ,
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unde:
01 = a1 + aze + a3z (urma lui A, notata de obicei tr(A)),

oy = | 011 012 azy a3 ail a3
a1 an azy ass azr aszz |’
o3 = det(A).

Desigur, putem solicita sa se verifice prin calcul direct ca avem relatia
A3 — 01 A% 4 09A — 0313 = Os, sau, in functie de nivelul de generalizare, putem
prezenta teorema Cayley—Hamilton.
Solutia problemei din exemplul 4: Relatia precedenta se poate rescrie:

det(A)-I3 = A3—0'1A2—|—0'2A =A (A2 — 0'1A+O'2[3) = (A2 —O'1A—|—O'2]3)'A,

1
adica A~ = det(A) . (A2 —01A+ 0213). Pentru matricea noastra concreta,
o1 =6,
2 1 2 3 2 1

02:‘1 2‘+‘1 2'+‘3 2‘:3+1+1:5,

o3 =det(A) =8+1+9—6—6—2=4.
Prin urmare, ecuatia caracteristica este: A3 — 642 + 5A — 413 = O3, iar

A—lzl-(A2—6A+513) =

1
. 8 5 7 2 1 1 5 0 0
—- |l 138 13|-6{123]|+[050]]=
4\\ 13 7 10 31 2 00 5
1 -1 1
| =7 1 =5
5 1 3

La tema pentru acasa, vom avea grija sa cerem si calculul inversei unei
matrici de ordin 2 folosind ecuatia caracteristica.

Sigur, prin discutii purtate cu elevii, in functie de nivelul de interes al
acestora, putem extinde prezentarea facand, de exemplu, trimiteri catre teo-
rema Frobenius'

Nicolae Angelescu

O lectie de teoria invariantilor

Chiar daca prezinta uneori aspecte sofisticate, rationamentele care folo-
sesc invarianti au de fapt originea in concretul cotidian si o solida baza intuitiva:
Nu e un secret pentru nimeni faptul ca nu poti sa ajungi de la numarul 12 la
numarul 37 fara sa treci strada! Numim de obicei invarianti anumite obiecte
matematice (dintre cele mai diverse: puncte, numere, grupuri, etc.) care raman

IFerdinand Georg Frobenius (1849-1917) — matematician german.



