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Abstract

The aim of this paper is to give some rational approximation of the function
Arctan in the interval (0,00). These approximations are obtained by using homo-
graphic functions.
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1. Introducere

In lucrarea de fatd ne propunem si indicim aproximiri de tip rational ale
functiei arctg pe intervalul (0,00). Aproximairile respective sunt obtinute prin con-
siderarea succesiva a unor incadrari optime de tip omografic. Inegalitétile respective
pot servi determinarii unor majoranti si minoranti convenabili ai functiilor trigono-
metrice tg, sin si cos.

Definitia 1. Prin functie omograficd intelegem o functie rationald w de tipul:

()_ozm—i—ﬁ
wiz oz 48]

unde o, 3,7,8 € R, cu ad # Br.

Vom preciza notiunile de majorant omografic, minorant omografic gi respectiv
incadrare omograficd. Pentru un interval I si functiile f,¢g : I — R, vom nota
f(z) < g(x), orice z € I, prin f < g, subintelegand faptul ci intervalul I este fixat.

Definitia 2. Fie I = (a,b) un interval deschis de numere reale, unde —oo <
<a<b< oo Consideram o functie f: 1 — R.

1. Numim majorant omografic al functiei f pe intervalul I o functie omografica
w, definita pe I, cu proprietatea f < w.

2. Numim minorant omografic al functiei f pe intervalul I o functie omo-
graficad w, definitd pe I, cu proprietatea w < f.

3. O incadrare omograficd a functiei f pe intervalul I se ob{ine prin considera-
rea simultand a unui minorant omografic si a unui majorant omografic pe intervalul
respectiv.

reR, yx+4+9#0,

1) Rezultatele din prezenta lucrare au fost prezentate, partial, in cadrul celei de a XXXIII-a
Sesiuni de comunicdri metodico-gtiintifice desfigurate la Sinaia in 21 octombrie 2006. (N.R.)



Desigur cd ne preocupd determinarea ,.celei mai bune* incadrari omografice
a unei functii pe un interval deschis. Evident, prezenta celui mai mic majorant
omografic, respectiv a celui mai mare minorant omografic, ar conferi optimalitate
majorarii, respectiv minorarii, de acest tip. De regula insa, existenta acestor margini
omografice nu este asiguratd. Din acest motiv vom defini acceptiuni noi ale concep-
tului de marginire omografica optimala. Astfel, este rezonabil sa preferam majoranti
sau minoranti omografici care au aceleagi limite in capetele intervalului ca si functia
aproximatd. De asemenea, vom considera optime acele borne omografice care mi-
nimizeazd distanta (misuratid cu ajutorul integralei) la functia considerata. Pentru
doua functii f si g, continue pe I, vom nota:

17 =gl = sw [ 1f) - gla)lde € [0,00) U foc).
Iu

[u,v]C

Mentiondm ci marimea definitd mai sus extinde notiunea de distanta dintre functii,
consideratd de regula in spatiul vectorial £!(I) al functiilor absolut integrabile pe I.
Definitia 3. Fie I = (a,b) un interval deschis de numere reale gi f: I — R.
1. Spunem cd functia omografici w este un majorant (respectiv minorant)
omografic conditionat al functiei f pe intervalul I dacd f < w (respectiv w < f) si
existd urmdtoarele limite laterale:
lim (f(2) —w(z)) =0, lim(f(z) —w(x)) =0.
r>a izf
Functia f va admite o cea mai bunda majorare omograficad conditionatd dacd
exista un cel mai mic majorant omografic conditionat W al functiei f pe intervalul
1, deci existd o functie W care satisface conditiile urmdatoare:

e W este functie omografica, definitd pe I,

o f<W;
¢ xh—%,(f(x) —w(z)) = xlgrg (f(z) —@(x)) = 0;
r>a x<g

e pentru oricare majorant omografic conditionat w al functiei f pe I avem w < w.

In mod similar, f va admite o cea mai bund minorare omografici conditio-
nata dacd existd un cel mai mare minorant omografic conditionat w al functiei f pe
intervalul I.

In cazul cand functiile w $i T exista (si vor fi evident unice), spunem cd dubla
inegalitate:

w(w) < f(z) <T(@), Ve (a,b),

reprezintd cea mai bund incadrare omografica conditionatd a functiei f pe intervalul
I=(a,b).

2. Spunem cd majorantul omografic W al functiei f, continud pe I, realizeazd
cea mai find majorare omografica daca |@ — f|| < oo si pentru oricare alt majorant
omografic w al functiei f avem [|w — f|| < [|w — f||. Similar definim cea mai fina
minorare (respectiv incadrare) de tip omografic.



Mentiondm ci pe parcursul lucririi vom considera I = (0, c0).

Argumentul principal in favoarea studiului aproximirii functiei arctg prin
functii rationale il constituie derivata sa rationald. De asemenea existenta asimp-
totei orizontale spre infinit, monotonia si respectiv convexitatea functiei constituie
premize ale obtinerii unor incadriri fine de tip rational. Utilizarea unui procedeu ite-
rativ de incadrari omografice optimale reprezinta o alternativa la aproximarea clasica
de tip taylorian. Pe de alta parte, incadrarea de tip rational a functiei arctg permite
obtinerea unor incadriri comode ale functiilor trigonometrice sin, cos, tg. Metoda
pe care o propunem in lucrarea de fata se inscrie printre numeroasele preocupari
recente pe plan international privind evidentierea unor inegalitati trigonometrice.
In finalul articolului vom face scurte referiri la rezultate de actualitate in domeniu.

2. Aproximarea omografica de ordinul 1
Consemnam la inceput cateva rezultate utile.
Lema 1. Au loc inegalitatile:

2
T
t - v 1 1
arctgz > 21 xz € (0,1) (1)
2
T o
t —- v 1 2
arctgr < o poaE x € (1,00) (2)
1
arctgx'arctg; < g%ﬂ, Yz € (0,00). (3)

Demonstratie. Pentru obtinerea primelor doud inegalititi, consideram func-

tia f : [0,00) — R definitd prin f(z) = arctgz — x > 0. Derivata

X
222 + 1)’

22 —mx+1 T =2 -4

functiei, f'(z) = CEER admite radicinile pozitive 11 = ———— < 1 i
x

2
o
Hf“ > 1. Avem f(0) = f(1) = lim f(z) = 0. Atunci, analizand

semnul derivatei, deducem ca functia f este strict pozitivd pe intervalul (0,1) si
respectiv strict negativd pe intervalul (1,00). Astfel, inegalitatile (1) si (2) sunt
dovedite.

Fie acum functia ¢ : (0,00) — R definita prin:

To =

_7T X
22241

9()

— tg tg —1 = tg2 + = — tg >0
arctg x arc arc X arctgx X .
X 2 1‘2 + 1 ’

Avem ¢/(x) = 2(x? + 1)1 f(z), 2 > 0. Din inegalitatile (1) si (2) rezulta ci functia
g este strict crescitoare pe (0, 1) si respectiv strict descrescitoare pe (1,00). Cum

11{1%) g(z) = lim, .~ g(x) = 0, obtinem g(x) > 0, pentru orice z > 0, deci inegalitatea
xr
(3) este satisficuti. W

Lema 2. Functia 0 : (0.00) — R definitd prin:

(5~ metes)
— —ar
z\5 arctgx

arctgx

0(x) = , x>0,



. . . . 27 A
este strict descrescdatoare, convexd si are ca imagine intervalul (—, 5 ) In plus:
s

lim 6#'(z)=-1; lim #'(z) =0. 4)

x—0,2>0 T— 00
Demonstratie. Utilizim rezultatul (3) al lemei precedente. Astfel, avem:

9 0 T
arctg“x + ) x2——|—1 —arctgx

o’ = —
(z) arcthm

<0, Vz>0. (5)

Atunci functia 6 este strict descresciatoare pe intervalul (0,00). Aplicand

regula lui I'Hospital, obtinem lim 6(z) = T gi lim #(z) = —. Ca urmare, avem
z\,0 2 T—00 T

2 @ . . - - C e
—<f(z) < 5 pentru orice x > 0. Din continuitatea functiei 6 rezultd cd imaginea
71'

. 27 .
sa este intervalul | —, 5 ) Avem, apoi:
e

7(x — arctg x)

9// — ,
() (2 4 1)2arctg®x

x> 0.

Din inegalitatea binecunoscutd arctgx < =z, pentru orice x > 0, obtinem
0" (z) > 0, oricare ar fi 2 > 0, deci functia 6 este convexa pe (0, 00). In sfarsit, prima
limita de la (4) se calculeazd pornind de la relatia (5) prin regula lui I’Hospital, iar
cea de a doua limita se obtine in mod direct. W

Teorema urmitoare evidentiaza faptul remarcabil ca functia arctg admite o
cea mai bund incadrare omograficd conditionatd si un cel mai fin majorant omografic
pe intervalul (0, c0).

Teorema 1. 1. Urmdtoarele inegalitati asigurd cea mai bund incadrare omo-
grafica conditionatd a functiei arctg pe intervalul (0,00):

7r 7
—x —x
2 T <arctg:v<—2,

Yz >0. (6)

2. Functia @ : (0,00) — R, definitd prin:

reprezintd cel mai fin majorant omografic al functiei arctg pe (0,00).
3. Functia arctg nu admite un cel mai mic majorant omografic pe (0,00).
2
Demonstratie. 1. Conform lemei 2 avem — < 0(z) < g, oricare ar fi z > 0.
T
Dar:
x

|

arctgx = x> 0.

z+60(z)’



Astfel, inegalititile (6) sunt demonstrate. Fie w un majorant (respectiv minorant)
omografic conditionat al functjiei arctg pe intevalul I = (0, c0). Din conditionarea la
extremititi impusa prin definitia 3, deducem ca w este de forma urmaitoare:
™
—z
w(z) = 2 , x>0,
xr+c

unde c¢ este o constantd strict pozitivd. Atunci w > arctg dacid si numai daci

¢ < 6(zx), pentru orice z > 0, ceea ce este echivalent cu ¢ < — si respectiv w < arctg,
m

. . o . . m
daca si numai dacd ¢ > 6(z), oricare ar fi © > 0, ceea ce este echivalent cu ¢ > 5"

Atunci marginile omografice indicate de relatia (6) reprezinta cel mai mare minorant
omografic conditionat si respectiv cel mai mic majorant omografic conditionat pentru
functia arctg pe intervalul (0, c0).

2. Pentru t > 0 avem:

t

- t2+1 2
/(w(x) —arctgx)de =t (E - arctgt) +In Vet +In —.
2 2 s
5 t+=
T
Dar:
t2+1
lim ¢ (E — arctgt) =1 i lim In veEtrl 0.
t—o00 2 t—o00 2
t+ —
Atunci:

¢
~ . ~ 2
| — arctgz| = lim /(w(a:) —arctgz)dz = In —e,
t—o0 ™
0

deci avem || — arctg|| < oco. Fie w un majorant omografic arbitrar al functiei arctg,
ar+ 0
w(z) = )

T+ 6

x>0,

unde o, 3,7,6 € R, astfel incat ad # By, v6 > 0 si v2 + 62 > 0. Este necesar si
analizam trei situatii.
Cazul i) v = 0. Atunci ad # 0 = (v. Din conditia w(x) > arctgx, pentru
orice z > 0, rezultd % > 0. in acest caz obtinem lim (w(x)—arctgx) = 0o, de unde
Tr—00

rezultd ||w — arctgz|| = co.

Cazul ii) v # 0 g1 o/y > 7/2. Atunci xlingo(w(x) —arctgr) = a/y— /2> 0.
Obtinem de asemenea ||jw — arctg| = oco.

Cazul iii) v # 0 i o/y < /2. Trecand la limitd la co in inegalitatea w(x) >
> arctg x, pentru orice x > 0, obtinem «/y > 7 /2. Rezultd a/y = 7/2, deci functia
w poate fi reprezentatd sub forma:

s
—x+a

W("E)ZZJ/‘?, x>0,



cub>0gia# g b. Din ipoteza obtinem ;1{% w(z) > ;1{% arctg x, de unde a > 0. De

2
asemenea, vom arita, prin reducere la absurd, ci are loc inegalitatea b < —(a + 1).
™
2
S& presupunem b > —(a + 1). Fie A: (0,00) = R, A(z) = w(x) — arctgz. Avem:
T

Eb—a—l)xQ—be—i—(gb—a—bQ)

/ _(2
A(z) = @O 1) , x>0.

™ . .
Cum B b—a—1>0, existd xg > 0 astfel ca A’(x) > 0, pentru orice z € (g, 00),
deci A este strict crescitoare pe intervalul (zg,00). Dar lim A(z) = 0. Rezulta
r—00
A(z) < 0, oricare ar fi > xg, sau w(x) < arctg(z), pentru orice x > g, ceea ce

constituie o contradictie. Avem deci b < —(a + 1). Atunci:
T

3

—x+a
arctgz < w(x) < 2 <w(z), VYz>0.

— 1
vt =(a+1)

[\

Rezultd || — arctg|| < |jw — arctg||. Astfel, © este cel mai fin majorant
omografic al functiei arctg pe R .

3. Presupunem, prin reducere la absurd, ca arctg ar admite un cel mai mic
majorant omografic w. Atunci arctg <@ < &. Daca existd xg > 0 astfel ca W(xg) <
< W(zo), atunci obtinem ||@ —arctg|| < || —arctg||, ceea ce constituie o contradictie.
Avem deci w = w. Consideram functia:

2z

R > 0.
rz+1 .

wo(x) =

Constatam cu usurinta cd wp este un majorant al functiei arctg. Atunci, prin
presupunerea, facutd, avem w < wg. Dar:

wo(z) <B(x), Vae (o, %) :

ceea ce constituie o contradictie. W

Remarca. Din monotonia functiei § deducem ca are loc inegalitatea dubla:

T T
Zx T

_ 3T 327

x4+ 0(u+0) < arctgr < x4 0(v) , Vo€ (u,v) C (0,00) (7)

Imparitatea functiei arctg permite extinderea inegalititilor (6) la intervalul (—o0, 0).
Corolarul 1. Are loc inegalitatea dubla:

T T
—x —x
2 carctga < 7r2 , Yo <O. (8)

Z_z ——
T 2




. . . . 71'
De asemenea, pe baza monotoniei stricte a functiei tg pe intervalul (0, 5),
relatia (1) conduce, prin ,inversare®, la incadrarea functiei tg pe (0, —|. Apoi, prin
. . . . . ™
imparitate, se obtine incadrarea functiei tg pe (—5, 0).

Corolarul 2. Functia tg admite urmdtoarele incadrari omografice:

(9)
T 2
—t

(10)
Pornind de la inegalitatile evidentiate anterior, obtinem majoranti si mino-
ranti rationali ai functiilor trigonometrice sin gi cos.

Propozitia 1. Au loc urmadatoarele inegalitati trigonometrice:

U(m —t
snt> =1

T
wogrre telog]
) 2t(m —t)
sin t <

™
, Vte {O, 7} (12)
—(7r—t)2+gt2 1+m/2
T

2 m
_(Tr—t)2—_t2 _t2—t2
72T 72r SCOStS%, Vite {O,g}. (13)
—(Tr—t)2+5t2 (7‘(’—) +
7r

Demonstratie. Constatim, pentru inceput, ci avem 6(1) = 1. Atunci, din
inegalitatea (7) rezulta:

7r 7
—x —x
xi T < arctgx < x2—|—1’ VY €10,1].
2

Ca urmare, utilizand monotonia functiei tg, obtinem:

™
—1
t 4 2 s
el 2 Vte{o,—}. 14
Tt 2 ¢ 2 (14)
- - . . 2z
Sd observdm insi ci functia h(z) = ——
1+2

5 este strict crescitoare pe [0, 1].

Atunci din inegalitatile (14), conform relatiei trigonometrice sin t =

obtinem inegalitatile (11) gi (12). Din relatia (14)
2

2tgt/2
. 1-
a functiei k(z) =

1+tg?t/2’
, pe baza monotoniei descrescitoare

e . 1 —tg?t/2

0, dentitati t t t=— o 1%
T2 be [0,00) si a identitatii trigonometrice cos T+ 1g%,2
obtinem relatia (13). W



3. Aproximarea omograficia de ordinul 2

Pentru a rafina incadrarea (6) a functiei arctg, vom proceda la incadrarea
omograficd optimald conditionati a functiei 6 pe intervalul (0, c0).

Teorema 2. Urmdtoarea dubld inegalitate reprezintd cea mai bund incadrare
omograficd conditionatd a functiei 6 pe intervalul (0,00):

w2 —4 +7T x—i—w
x — ) S
#w@%%, Yz > 0. (15)
T —
R 1
8 v+l 7T2—4x+

Relatia (15) este echivalentd cu urmitoarea incadrare de ordin 2 a functiei
arctg pe intervalul (0, 00):

T o 2 —4 -4 7 9
—x°+ 1 x 1 §x +x
2 - 7T2_4<arctgm<7r2_4 - , x> 0. (16)
e 2?4 s+l
2 4 4 2

Demonstratie. Pentru comoditatea redactarii demonstratiei, vom conveni
s notdm r = ~. Vom observa la inceput ca r € (1,2) si r? € (2,3). Definim functia
61 : (0,00) — R prin
r—0(x)
01(z) = ——, x>0. 17
1(@) z(rf(z) — 1)’ (17)
Conform lemei 2, 11{1% O(x) =, lim O(z) = r~! gi 0 este strict descrescitoare,
x Tr—00
deci functia 6, este corect definitd si strict pozitiva pe (0,00). Apoi, prin aplicarea
regulii lui I’"Hospital si a relatiilor (4) si (5), obtinem:

-0
im 200 i (o)) = 1
\0 x z\,0
si:
. . rf(z)—1 . 0 (2)
IILIEOJ: (rf(z) = 1) = xlingo — = rxlingo — 2=
i () 9 1 —z tarctgx 1
=7 lim =7 lim T— = —.
z—o0 2x~ e—oo (1 4+ x72)%arctg’ s r
Rezulta:
) . or—0(x) . 1 1
| =1 -1 =
20 b1(x) 0 @ BN r(z)—1 r2-1
si respectiv:
: : 1 _r=0)
2w =t w1 Tk

Vom demonstra acum inegalitatea dubla:

1

r2 —

1<91(x)<r2—1, V>0, (18)



ceea ce este echivalent cu afirmatia ca functia continui #; are imaginea:

1 2
<7“2—1’T —1).

x01(x) +r . . xz+r
- >0 f = —
2l (@) 117 x , iar functia ¢(z) m——g c

x > 0 fixat, este strict descrescitoare in variabila z € (0,00), relatia (18) este
echivalenta cu incadrarea (15) din enuntul teoremei. Insa, pe baza relatiei arctga =

Intrucat avem 6(z) = u

T
= 100 x > 0, incadrarea (15) a functiei 6 este echivalentd cu incadrarea (16)
x x
a functiei arctg, pe care o scriem conventional:
2 2 1 2 1 2
ra”+ (r o <arctgx < rr Jom Vz>0.

2+re+r2—1 (r2 =12 +rz+1’

Pentru a dovedi inegalititile de mai sus, consideram functiile f,g : (0,00) — R
definite prin:

re? + (r? — 1)
224+rr+r2 -1’

r(r? —1)a? + o
(r2=Daz?2+rz+1

—arctgx.

f(z) = arctgz — g(x) =

Avem:
b x? [(7“2 —1)(4—=7r?) = 2r(r? - 2)3:]
F)= (2 4+ 1) (22 +rx+12-1)2
§'(x) = T [2r(r —2)—(r*=1)4-r )x} .

(@2 + 1) [(r2 = a2 + rz + 1]°
2 1)(4—r?
w si strict descrescdtoare
2r(r? — 2)
(-2 )
P -D@-r) *

Rezultd ca f este strict crescitoare pe <O,

(r* =1 =%

,00 |, iar g este strict crescatoare pe | 0,
2r(r? — 2) ) g P (

2r(r? — 2
%,w). Cum insd f si g au limite nule in

origine si la infinit, deducem f(z), g(x) > 0, pentru orice x > 0. Astfel, inegalitatile
(16), (15) si (18) sunt dovedite.

Ramaéane sa probam optimalitatea in sens conditionat a incadrarii omografice
(r?=1)"te+r
r(r2 — 1)1z 4+ 1’
conditionat dat de relatia (15). Fie w un alt majorant omografic conditionat al

functiei 0. Atunci lim w(z) = 7 i lim w(z) = r~!. Rezultd cd w este de forma
0 T—00

strict descrescéitoare pe [

(15). Notidm @ : (0,00) — R, W(x) =

majorantul omografic

cr+r

crx+1
6 in raport cu 61, a relatiei (18) si a monotoniei functiei ¢, obtinem:

w(x) = , unde ¢ este o constantd pozitivid. Atunci, conform reprezentarii lui

w>0 & c<; & c< S w>w.

r2 —1

Rezulta ca w este cel mai bun majorant omografic conditionat al functiei 6. Analog
demonstrdm ci minorarea lui 6 datd de relatia (15) este cea mai buni minorare
omograficd conditionata a functiei 6.



Astfel teorema este demonstrati. W

Corolar. Din (16) se obfine urmdtoarea incadrare a functiei tg:

rt—1+4/(rt —1)2 +4t(r2 = 1)(r — t)
2(r2 —1)(r —t)
- rt+1—r2+/(rt+1—7r2)2+4¢(r2 —1)(r — t)
2(r—1t)

< tgt <

, Vte(0,r), (19)

unde r = E.
2

Aproximarea omografici optimala a functiei 61, functie a cirei imagine este

intervalul
r2 —1

arctg. Procedelul indicat in lucrare poate astfel continua.

2 — 1> va conduce la o aproximare de ordinul 3 pentru functia

4. Comentarii bibliografice. Trebuie remarcat faptul ci, in ultimii ani,
studiul inegalitatilor a luat o amploare deosebitd, stimulat mai ales de circulatia
informatiei matematice pe cale electronica. In legdturd cu problematica incadrarii
functiei tangenta, prezentam rezultatul remarcabil datorat lui M. Becker si E. I

Stark (1978):
2

T4t 7T
tgt ) t (7_)7
e Sl g Ve (05

sau, echivalent:

2 4 2 2
Ve oD Va2 41-1
1" 61 8 1 Va0,

<arctgr < —m,
T T

Remarcam faptul cd incadrarea de mai sus este mai find decit incadrarea
omografici (1), dar nu este mai bund decét incadrarea ,,de ordinul 2¢ data de relatia
(15). Aceastd ultimi observatie se bazeazd pe constatarea ci limita in origine a

majorantului Becker-Stark este — > 1, in timp ce limita in origine a majorantului

indicat de relatia (15) este 1. Mentiondm de asemenea ci, intr-o lucrare recentd,
C.-P. Chen i F. Qi (2004) amelioreazd (prin utilizarea rafinatd a numerelor lui
Bernoulli si Euler) rezultatul lui M. Becker si E. I. Stark.
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Constante de tip Euler generalizate
DE ANDREI VERNESCU

Abstract
In this note the author surveys some results about generalized Euler’s constants
and makes some historical remarks concerning this topic.

Key words: Euler’s (generalized) constants, Stieltjes constants.
M.S.C.: 01-99, 40A25

1. Fie un numir real s > 0, fixat. Considerand seria armonicé generalizata

(oo}
Z —, este binecunoscut ci:
nS
n=1
(a) dacd s € (1,00), atunci seria este convergental);
(b) daca s € (0,1], atunci seria are suma oo.
"1
Utilizind notatiile uzuale (,(s) = Z o si H,, = (,(1), reamintim ci au loc
k=1
relatiile:
Cn(s)
lim —% =1, lim —22 =1 (se(0,1)), 1
Jim o B ey T (s €(0,1)) (1)

cunoscute deja de Euler?) si care aratd echivalentele asimptotice:

nlfs

Hy~lnmg Guls) ~ 5

(s € (0,1)% (2)
Dar faptul ca limita raportului a doud siruri care tind cétre oo este egala cu 1

nu asigura ca limita diferentei, daca exista, este finitd, dupa cum se poate constata

n?+n

| n?

o n! B . _ oy

Stirling nli»ngo m =1, unde nlirrgo (n! —nle n,/27m) =00

Euler a aprofundat situatia legatd de relatiile (1) si (2), aratand ci limitele:

din exemple triviale de tipul lim =1, cat si din cel netrivial al formulei lui

n—oo

n— oo 3

1 1 1
lim <1+—+—+...+——lnn> (3)
2 n

1) Suma acestei serii convergente definegte functia zeta a lui Riemann de variabild reals, care,
extinsd la variabila complexd, joacd un rol important in teoria analitici a numerelor. (N.A.)

2) Astazi, obtinerea lor este imediatd, de exemplu, cu ajutorul lemei lui Stolz-Cesaro. Euler a
folosit altd metoda, bazatd pe ceea ce se numegte astdzi formula de insumare a lui Fuler-MacLaurin.
(N.A))

3)Reamintim c# (an)n si (bn)n sunt asimptotic echivalente (notat an ~ bp) dacd existd
nlew an /bn, finitd si nenuld. Desi primele definitii sistematice din domeniul analizei asimpto-
tice au fost introduse in 1886 de citre Stieltjes si Poincaré si completate de Landau, se admite in
mod unanim cd Fuler a fost un precursor (a se vedea monografiile lui Van der Corput, De Bruijn,
Copson, Erdély). (N.A.)

4) Relatia se obtine cu usurintd din partea stangd a inegalitatii:

V2mnnme " exp (1/(12n + 1)) < nl < v2rnn"e " exp (1/(12n)). (N.A.)
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si:

lim (1 +

n—00

1 1 1 nl-s
Y 4
25+35+ +n5 1—5) )

existd gi sunt finite; limita (3) se numeste constanta lui Euler (sau incd a lui Euler-
Mascheroni) i se noteaza v sau C. Mai mult, Euler a aratat ci, in anumite conditii,
pentru o functie f : (0,00) — R, limita:

n—00

lim | 1)+ F@)+ F(3) + ...+ f(n) - / f(@)dz (5)

exista si este finitd; limitele (4) si (5) se numesc constantele de tip Euler generalizate.

2. In secolul al XIX-lea s-a mers mai departe cu generalizarea constantelor
de tipul celor ale lui Euler, extinzdndu-se nu numai functia f, ci si intervalul de
integrare initial. Astfel, s-au definit constantele:

n—oo
k=no

A(n, f) = lim (Z f(k)> - [t | en) (6)

Cateva din aceste constante sunt prezentate in tabelul urmaitor.

Nr. crt | ng f(z) ~v(no, f)
1 1 1/z | 0,5772156649...= v = 7
2 2 1/Inx 0,8019254372. ..
3 2 | 1/(zlnx) | 0,4281657248. ..
4 1 1/z° C(s)+1/(1—s)
5 | 1| 1/vz |0,5306454011...=C(1/2) + 2
6 | 1| (nz)/z | —0,07238158454... = 71
7 | 1| (na)%/z | —0,0096903631... = 7
8§ | 1 | (Inz)°/z | 0,0020538344 ... = 73
9 T [ (nz)*/z | 0,0023253700 ... = 4
10 | 1 | (nz)®/z | 0,0007933238 ... = s

La cea de a patra constantd, ((s) este considerata in sensul prelungirii analitice
(prin intermediul functiei zeta a lui Riemann, de variabild complexa s — ((s), cu

s = o +it, Re(s) = o > 1, care, dupa definirea sa in semiplanul Re(s) > 1, prin
(oo}

1
egalitatea ((s) = Z —, se prelungegte analitic in tot planul complex, cu exceptia
n

n=1

polului de ordinul intai s = 1 si astfel capata sens ((s) cu s € (0,1) € R C C).
1 .
Se obtin astfel constantele {(s) + T (a se vedea si [4] pp. 55-56 si 249-257). In

. 1 . .
particular, ¢ <§ de la cea de a cincea constanta este, de asemenea, consideratd in

sensul explicat anterior.

12



(Inz)"

In cazul ng = 1si f(z) = (r=20,1,2,...) se obtin cele mai importante

constante de tip Euler generalizate, notate ~,., anume:

o= lim <Z (hl:y _ (mn)? ) (r=0,1,2,...). (1)

n— o0 1
k=1 T+

Acestea se numesc constantele lui Stieltjes gi importanta lor consta in faptul
ci ele intervin in expresiile coeficientilor dezvoltarii in serie Laurent a functiei ¢
intr-o vecinitate (din C) a polului simplu z¢ = 1, anume:

C(Z) = zi 1 + Z (_1)n7n(z - 1)n'
n=0

n!

Faptul cd aceste constante erau binecunoscute in secolul al XIX-lea se poate
constata gi consultand periodicul ,L’Intermédiaire des mathématiciens”, vol. IV,
unde, la pagina 27, este scris Il est facile de démontrer que ’expression:

loglogn — 1 + ! +...4+ L
&8 2log2  3log3 ' nlogn)’

croissante avec n, tend vers une limite finie et determinée lorsque n augumente
indéfiniment.“

De asemenea, convergenta constantelor lui Fuler generalizate a fost extinsa
i pentru functiile cu valori complexe, de citre Hardy (a se vedea [13], [14], pp.
517-518, [26], pag. 53, citat si in [29], pag, 107 precum si [18], pp. 64-67).

3. Prezentarea expunerii de panid acum, cat si a aprofundirii care va urma,
are, in afard de interesul propriu-zis al problemei, si o motivatie secundari, punc-
tuald. Anume, in monografia [29], reamintind pentru sirul de termen general a,, =

n
1 1 1
= — — 2¢/n inegalitatea originald —— < a, —a < ——=, cua = lim a
kzl\/E \/_ 2 g 2/—714-1 n 2\/57 e T

(din_[27], 1991), am mentionat ci, de fapt, convergentele de tipul (4) erau cunos-
cute mai demult, inaintea lui Toachimescu, care a considerat doar un caz particular,

1 .
anume cazul s = 3 In [5], [6], [6'], nedispunindu-se probabil de bibliografia nece-

sard si doar speculandu-se asupra varstei lui Hardy in 1895, precum si ca singurele
lucrari citate in aceastd problemd in [29] (ale lui Verley si Moisotte) erau ulterioare
lui Ioachimescu, se contestd cunoasterea convergentelor (4) anterior respectatului
autor roman.

Pentru a stabili cAt mai exact realitatea de istorie a matematicii in aceasta
privintd, am procurat cateva lucrari sau extrase care ne-au clarificat pe deplin situ-
atia. Redam, pe scurt, o selectiune din rezultatele obtinute pani in prezent.

a) Cartea [15], avand ca autor pe J. Hawil, profesor la Winchester (Marea
Britanie) este o monografie de peste 250 de pagini, consacratd exclusiv constantei
lui Euler si publicata in prestigioasa editurd Princeton University Press. La paginile
117 gi 118 este scris:
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»Fuler (naturally) embraced this idea of generalization and did so considering:

nli»ngo <z":% —1nn> as nlirrgo zn:f(r) - /f(x)dfc
r=1 1

r=1

1
with f(z) = — as just one particular positive decreasing function. From this gene-
x

1
ralized to f(z) = —, where 0 < a <1, to produce two divergent components that
x

combine to converge to finite sums — known us Fuler’s generalized constants®.
(A se vedea si originalul, L. Euler [8], [9], precum si [12].)
Tatd deci ca aceste convergente erau cunoscute nu numai din secolul al XIX-
lea, ci chiar de insusi Fuler! Deci afirmatia noastrd din [29] este corecti!
Binecunoscutul matematician francez Jean Dieudonné in [7], problema 27,
pag. 119, ca si profesorul german Karl Knopp in [18], pp. 64-69 si in [19] problema
n

11—«

— (ae(0.1),

1
135, pag. 312, trateaza echivalenta asimptoticad dintre Z T si
k=1
ca pe o problem& binecunoscuta.
b) Marele matematician indian S. Ramanujan, fost profesor la Universitatea
din Cambridge, unul dintre cei mai mari descoperitori de formule de dupa FEuler,

nu numai ca a luat in consideratie constanta definita ca limita a sirului de termen

1
eneral a,, = — — 24/n, dar a si stabilit formula:
8 ]; 7 avn §

Tim. (;%—2\/@ :—(\/§+1) (1—%4“.) = —1,46035...,  (8)

care transformd limita in suma unei serii alternate, convergente (pentru al cirei
calcul se pot aplica metodele clasice de accelerare a convergentei). A se vedea [23],
cat gi [24], pp. 47-49. Valoarea expresiei din membrul drept, deci a limitei din
membrul stang, coincide cu cea acceptatd astdzi gi este in concordatid cu valoarea
¢(1/2) mentionatd in tabel.

c) Dupa Ramanugjan, formula (8) a fost extinsa in mod corespunzitor pentru
celelalte valori ale exponentului o € (0,1) (prin intermediul prelungirii analitice
mentionate), anume:

. N —1 = (- !
nlinéo< k-_a_1—a>_ (0‘)_21%—1; ne

k=1

(a se vedea [4] si [11]).

d) Mai mentiondm ca in , Enciclopedy of Mathematics and its applications",
fondata de binecunoscutul matematician american Gian-Carlo Rota, in partea des-
tinatd constantelor matematice (vol. 94) [11], unde sunt prezentate peste 136 de
constante (iar uneori, familii de constante), singura constantd a cirei definire este
legata si de numele unui matematician roman este cea definitd de citre J. Ewing si
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1 n
C. Foias, introdusa in legatura cu relatia de recurenta neliniard z, 41 = [ 1 + —) ,
Ty

n > 1, cux; = a > 0. Existd o unici valoare x1 = a, pentru care sirul (z,), tinde la
oo; pentru toate celelalte valori ale lui a, girul are o limita finitd. Valoarea constantei
a fost calculatd de citre Clay C. Ross si este a = 1,1874523511 . .. (a se vedea [10]).

Totodati, in enciclopedia mentionata, in afara de indicele alfabetic de nume,
de 33 de pagini, in care nu apare numele lui loachimescu, existd si un indice de
constante agezate in ordinea marimii, de 24 de pagini, in care, in dreptul constantei
0,5396454911. . . este scris: ,,((1/2) + 2; with Euler-Mascheroni constants®.

Asadar, din nou se confirmi ci afirmatia din [29] este corectd; convergentele
in care se inscrie girul (a,,), erau de mult cunoscute — chiar de la Euler — iar numele
lui JToachimescu nu se citeazd in literatura de specialitate universala (striini).

Desigur, avem toatd determinarea si mandria de a evidentia rezultatele mate-
maticienilor roméani, iar nerecunoagterea (chiar temporara!) a unor prioritdti romé-
nesti nu poate decit si ne nemultumeascd (a se vedea controversa Pompeiu-Zoretti
din 1905, trangata definitiv in favoarea lui Pompeiu de abia in 1909 de catre Denjoy
(a se vedea [1], pag. 348).

A. G. Ioachimescu este apreciat ca matematician la justa lui importanta,
datd de valoarea corespunzitoare a operei sale matematice (v. [1], pp. 300-301). In
plus, el este respectat cu aleasd recunostintd ca fiind unul dintre creatorii Gazetei
Matematice, fiind, de asemenea, autorul unei celebre culegeri de probleme de algebra,
cat si pentru faptul ci a sprijinit din toata inima pe tinerii matematicieni din epoci,
atunci cand le era mai necesar (sunt cunoscute situatiile lui D. Pompeiu si D. V.
Ionescu). Dar, cum gi in probleme de istorie a matematicii nu se admite drept
principiu fundamental decit respectarea strictd a adevarului stiintific, trebuie s
recunoagtem ca, desi matematicianul nostru a propus in 1895 o problema foarte
frumoasd (asupra céreia a revenit cu o generalizare in [17]), totusi aceasta se incadra
intr-o gami de convergente definite inci de Euler!

Pentru indicarea sau procurarea unor valoroase resurse bibliografice legate de pro-
blematica acestui articol, adresez calde multumiri domnilor prof. dr. D. Andrica, prof. dr.
S. Gal, prof. dr. A. Lupas, prof. dr. C. P. Niculescu, prof. M. Trifu, prof. dr. B. Vernescu
(S.U.A.), prof. dr. M. Vuorinen (Finlanda).
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O metoda a lui Liouville de demonstrare a inegalitatilor

DE DORIN MARGHIDANU

Abstract

The author presents some proofs which are based on a method due to Liou-
ville for the arithmetic-geometric mean inequality, for a particular case of Cauchy-
Buniakowski-Schwarz inequality, for two inequalities of Weierstrass and for Hua’s
inequality.

Keywords: Liouville’s method, Liouville’s method associated with a inequality,
arithmetic-geometric mean inequality, Weierstrass’s inequality, Hua’s inequality.

M.S.C.: 26D15

1. Introducere. Vom desemna prin termenul de metoda lui Liouville o
metoda inductiv-analitici de demonstrare a unor inegalititi ce depind de n argu-
mente — numere reale. Propunem acestd denumire in memoria marelui matematician
Joseph Liouwille, care in 1839, publica in , Journal de mathématiques pures et ap-
pliquées” (numit i ,,Journal de Liouville®) , [8], o demonstratie eleganta a inegalitatii
mediilor. Aceasta metod&, de mare valoare euristica, va fi luatd drept prototip pen-
tru demonstrarea unor inegalitati. Mai precis, daci avem de demonstrat o inegalitate
de forma:

F(ay,ag,...,an) < (>)G(ay,az2,...,ay), (1)

unde aq,asg,...,a, €1 CR, iar F', G sunt functii de n argumente, F,G : [" — R,
atunci inegalitatii (1) i se asociazi o functie de o singurd variabild L : I — R, in care
unul din argumentele a; € I, kK = 1, n, se inlocuieste cu variabila z, ca de exemplu:

L(z) = F(ay,ag,...,an—1,2) — G(ay,ag,...,an_1, 1),

sau:
L(z) = F"(a1,a9,...,an—1,2) — G"(a1,a2,...,a,_1,x), etc.

Apoi, daca prin metode algebrico-analitice se dovedegte ca L(z) < (>)0, pen-
tru orice z € I, rezultd in particular si L(a,) < (>)0, adicd tocmai inegalitatea (1),
de demonstrat.

Functia L asociatd inegalitdtii o vom numi funcgie (de tip) Liouville.

2. Douia demonstratii pentru inegalitatea mediilor. Vom urmiri in
continuare doud demonstratii ale inegalitatii mediilor prin metoda lui Leiouville.
Prima dintre ele — de mare rafinament stiintific — este chiar demonstratia originala
a lui Liouville (cu ugoare adaptari i prelucrari).

Ea a urmat la relativ putin timp de la demonstratia prin inductie ,inainte -
inapoi“ a lui Cauchy [5] (cu bogate referinte in [2]- [4], [6], [11]).

In cele ce urmeaza utilizam notatiile: pentru a; > 0, ¢ =1, n:
ar+ag+...+ay

Ap(ay,ag,...,a,) = (media aritmetica);

n
Gnlai,az,...,a,) = Yaj -az - ... a, (media geometricd)

(sau atunci cand nu existd posibilitatea de confuzie, simplu 4,, sau G,).
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Propozitia 1 (inegalitatea mediilor, inegalitatea AM-GM, inegalitatea lui
Cauchy). Daca a1, as,...,a, € Ry, atunci are loc inegalitatea:

Ap(ar,ag,...,an) > Gylar,as, ..., ay), (2)

pentru orice n € N, n > 2, cu egalitate dacd si numai dacd a1 = az = ... = ay.
Demonstratia 1 (Liouville) ([8], [3], [4]). Pentru n = 2, evident. Pre-
supunem adeviratd inegalitatea (2), pentru cazul a n — 1 numere, cu egalitate daci
a1 = ay = ... = ap—1 (= a) si o vom demonstra pentru cazul a n numere, cu
egalitate dacd a1 = as = ... = a,.
Consideram urmitoarea functie Liouville, asociatd inegalititii (2):

L(J,‘) = AZ(G&,GQ, .. ,an_l,l‘) - GZ(CLl;GQa o 7an—17x) -
(al—i—ag—f—...—f—anl—i—x)n (3)
= —Qa;-ag ... QAp—-1-T.
n
Avem:
a1 +ax+...+a —+ x
L’(q;):n-<1 2 n-l1 ) ——a1 ag ... Qp—1 =
ZAZ_l(al,ag,.. yp—1,2 n al,ag,...,an_l):
n—1 21"t
= |: o .An_l(al,ag,...,an_l)—i—ﬁ] —GZ:}(al,ag,...,an_l). (4)
-1
Cum L"(z) = - A" 2(ay,az,...,a,_1,7) > 0, rezultd ci L este functie
n
convexa.
Ecuatia derivatd, L'(z) = 0, conform cu (4), are radicina:
' =n-Gn_1(ar,a9,...,an-1) — (n—1) - A,_1(a1,a2,...,an_1) =

=n-Gp1—(n—=1) - Ap_1,
care este abscisa punctului de minim pentru functia L. In urma unui calcul de
rutind, gasim ca acest minim este:

Luin = L(z') = (n = 1) - G721 (An—1 = Gna). (5)
Cu ipoteza de inductie avem:
L(z') > 0.
Deci L(z) > L(2') > 0, pentru orice z € Ry. In particular L(a,) > 0, adica tocmai
inegalitatea (2).

Cazul de egalitate in (5) (deci Lyin = 0) are loc atunci cand a; = as =
.= an—1 (= a), i este atins cand avem:

an=2"=n-Gp_1(a,a,...,a) — (n—1)- A,_1(a,a,...,a) = a,
———— ————
n—1 ori n—1 ori

ceea ce incheie complet argumentatia prin inductie.
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Observatia 1. In [10], D. P. Minassian (probabil fard si stie de demon-
stratia lui Liouville) si P. S. Bullen, in [4], considera ca functie (Liouville) asociati
inegalitatii mediilor, functia:

flz) =n"-[A(a1,a2,...,a4n-1,2) — Gr(a1,a2,...,an_1,2)] = n"L(z).

Observatia 2. In demonstratia lui Liouville, functia asociatd este de fapt
functia Liouville pentru inegalitatea A7 (aq,az,...,a,) > G (a1, az,...,a,), Minas-
sian [10] observd cd inegalitatea mediilor scrisd sub acesta forma este adeviratd
pentru orice numere reale aj,as,...,a, (nu doar pentru cele pozitive, — impuse de
existenta radicalului — in forma standard !), dupd cum se poate usor observa ur-
mirind demonstratia de mai sus.

Demonstratia 2 ([1], [9]) este de asemenea o demonstratie inductiv-analitics.

In aceeasi ipoteza de inductie, alegem acum urmitoarea functie Liouville,
asociatd inegalitatii (2): L : [0,00) — R, datd de:

L(z) =n-[Ay(a1,a9,...,an—1,2) — Gnla1,a2,...,an_1,)], (6)

care se mai poate scrie:

L(x):al+a2+---+an—1+l‘_7’l' Val-ag-...-an_la::

=n—-1)-Ay1+z—n-{YGr | 2

Avem:

L'(z)y=1-n-

1
n 1 n—1 "
(G o)
Deci, L'(xz) = 0 atunci si numai atunci cind z = G,,—1. Aceastd valoare este
abscisa punctului de minim al functiei L. Sintetizdm variatia functiei L in tabelul
de mai jos:

T 0 - - Gn_1 + 4+ +o©
L' (x) — - - 0 + + +
Lix) [(n=1)-Anr N\ (=DAn1—Gna) /  +00

Avem, intr-adevir:

L(Gno1)=(n—1) Ay +Gny—n- /G Gy = (n— 1) (Ap_y — Gp_y) >0

(conform ipotezei de inductie !). Prin urmare L este pozitivd pe [0, 00).

Rezultd ci si pentru a, > 0 avem L(ay,) > 0, deci (2).

Egalitate avem dacd a,, = Gp,—1 (in punctul de minim al functiei) echivalent
cu (folosind ipoteza de inductie asupra egalititii) a, = /a™, deci daci si numai
daca a, = a, ceea ce incheie definitiv demonstratia.

3. O aplicatie la o inegalitate cunoscuta. Urmaitoarea inegalitate este
foarte cunoscuta si se cunosc numeroase demonstratii ale sale. Prezentdm in contin-

uare — in scop exemplificativ — si o demonstratie prin metoda Liouville.

Propozitia 2. Dacd a1, az,...,a, € (0,00), atunci:

1 1 1
(al—l—ag—f—...—f—an)-<—+——|—...+—)an, (7)

a,  as an
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pentru orice n € N*| cu egalitate dacd st numai dacd a1 = az = ... = ay.
Demonstratie. Luand a,, = = (> 0), consideram urmétoarea functie Liou-
ville, asociata inegalitatii (7): L : (0,00) — R, data de:

1 1 1 1
L(x)—(a1+a2+...+an+x)~<a—+a——|—...—|—a +E>_
1 2 n—1

= (S +2)- (UM N 1) | (®)

1 1 1
unde am notat: Sy = a1 +as+...+ap, Uy = —+—+...+ —.
o ai a2 ag
In ipoteza de inductie S,,_1-U,_1 > (n—1)2, cu egalitate daci si numai daca
a1 =as =...= an—1, avem doud posibilititi de a finaliza demonstratia.

e Varianta inductiv - algebrici. Scriind (8) sub forma echivalenta:
1
L(J?) =S,-1-Up1+1+2U,_1+ ESn_l, (8/)

si folosind inegalitatea mediilor pentru doud numere plus ipoteza de inductie,

obtinem:
L(z) > Sp—1-Up1 +142y/Sp—1-Up1 =
2
= (\/Sn—l -Un_1+1)2 2 (‘/(n_ 1)2_|_1> :nQ.

Egalitatea se obtine atunci gi numai atunci cind avem a1 = as = ... = ap—1
9 Sn-1 (n—1)a 9

Ur  (m—1)ja &

. 1 .
(= a) si 2U,—1 = —Sp_1, ceea ce este echivalent cu x
T

deci cand avem si a,, = = a.
e Varianta inductiv - analiticd. Derivand in (8) sau (8'), obtinem,

1 £L'2Un,1 - An,1
L(z)=Up,.1 — =581 = ——m—""—.
(2) n 22 72
< 1<t A . . / Snfl ..
Radacina convenabild a derivatei, 2’ = , este punct de minim pentru
n—1

functia L. Avem deci:

Snfl Snfl Unfl
B fr— / = _— fr— . —_— fr—
Lin L(x ) L < n_1> (Sn1 + Un—l) (Un1 + 1/ Sn—l)
= (\/ Snfl : Unfl + 1)27

i ca mai sus, cu ipoteza de inductie, rezultd L(z) > Luyin > n?, (oricare ar fi
x € (0,00)), cu egalitate dacd a1 = az = ... = an_1 = an.

4. Doua inegalitati ale lui Weierstrass. Urmatoarele doua inegalitati
sunt datorate lui K. Weierstrass (v. [11]- p. 210, [2] - p. 92) si sunt demonstrate de
obicei prin inductia clasica. In continuare vor fi demonstrate prin metoda inductiv-
analitica specifica metodei lui Liouville.

Propozitia 3 (inegalitatile lui Weierstrass). a) Dacd aq,as,...,a, € [0,00),
atunci:

ﬁ(l—l—ak)zl—i—zn:ak 9);

k=1 k=1
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b) dacd aq,as, .. 1], atunci:

€[o,
H 1—ak >1—Zak. (10)
k=1 k=1

Demonstratie. Pentru n = 1, inegalitatile se verificd cu egalitate.
m m

a) Cu notatiile P, := H(l + ag), Sm = Zak si a, = x, consideram
k=1 k=1
urmitoarea functie Liouville asociatd inegalitatii (9):
L:[0,00) >R, L(z) = Ph—1-(1+2) — (Sp—1 + ).
Avem L'(z) = P,—1 — 1 > 0, deci functia L este cresciitoare, adicd pentru
orice z > 0, avem L(x) > L(0) = P,_1 — Sp—1 > 1 (cu ipoteza de inductie). In

particular si L(a,) > 1, deci are loc inegalitatea (9).

b) Cu notatiile, R,,, : = H(l —ag), Sm = Z ay si an, = x, considerim acum
k=1 k=1
urmatoarea functie Liouville asociatd inegalitatii (10):

L:[0,1] >R, L(z) =Rp—1- (1 —z) + (Sp-1 + 2),
pentru care avem L'(z) = —R,,—1 + 1 > 0. Rezultd ca functia L este cresciitoare,
deci pentru orice z > 0, avem L(z) > L(0) = Ry,—1 + Sp—1 > 1 (cu ipoteza de
inductie). In particular avem si L(a,) > 1, deci are loc inegalitatea (10).

5. O demonstratie pentru inegalitatea lui Hua. Foarte interesanta
inegalitate a lui Lo Keng Hua, descoperitd in 1959 (si cu multiple aplicatii in teo-
ria numerelor), a suscitat ulterior interesul matematicienilor, cunoscand mai multe
demonstratii si extinderi (v. [7], [11], [12]). In cele ce urmeaz vom oferi o demon-
stratie prin metoda lui Liouville.

Propozitia 4 (inegalitatea lui L. K. Hua). Daca o, 3>0 $i a1, as,...,a, €R,

atunci:
n n 2
2 2
a.z;aﬁ(ﬁ—z:ai) 2 (11)
1= =1
cu egalitate dacd gi numai dacd a1 =as = ... =a, = ﬂ/(a +n).

Demonstratie. Luand a,, = z §i notand S, := E ag, Tp == E ak, consi-
k=1

derdm functia Liouville asociata inegalitatii (11): L : R — R definitd prin:

L(z) = a(Ty-1 + 1'2) +(8—Sp-1— :L')2 =

=(a+1)2? =2(8 - Sp_1)x+aTh1 + (6 — Sn1)*. (12

Pentru cazul n = 1, avem L(x) = a-2?+(8—x)?, care are intr-adevir minimul

a o . .

egal cu - 3¢ si se realizeaza pentru x = a1 = .
a+1 a+1

Derivand in (12), obtinem: L'(z) = 2[(a+ 1)z — (8 — Sp—1)]. Ecuatia

L'(x) = 0 are solutia 2’ = %"1_1, care este si abscisa punctului de minim al

functiei L. Pentru aceasta valoare, avem dupa calcule simple:

L) = =5 - [(@+ DTt + (8= 50m1)?]. (13)
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«

Aplicand ipoteza de inductie, aT,,_1 + (8 — Sn_1)? > atn=i’ (32, cu ega-
a+n—
litate daca si numai dacd a; = a2 = ... = a,_1 = —— , dar inlocuind « cu
a —l—ln -1
o o+ «
a+11n (13), obtinem Ly, = L(2') > . (2% = -2, cu
(13), obt mn ( )*oz—l—l (oz—l—l)—l—(n—l)ﬂ a—l—nﬂ’
. . . . B
egalitate atunci si numai atunci cind a1 = as = ... = ap_1 = =
g 3 1 2 n—1 @t D+ (-1
_ P
a+n
In aceste conditii de egalitate, minimul este atins atunci si numai atunci cand
avem:
B

/:ﬂ—an _6_(n_1).a—|—n o B

at+1l a+1 Ca+n’
ceea ce incheie definitiv demonstratia prin inductie.

Intr-o maniera similari, se poate demonstra urmitoarea generalizare a ine-
galitdtii lui Hua, data de catre Wang in 1992 (vezi [13]).

ap =1

Propozitia 5 (inegalitatea lui Hua- Wang). a) Daca o, > 0 si

ai,az,...,a, € R, p>1, atunci:
p—1
> ( o ) 2 (14)

n p
aP~ L. Z |ai|p +
P a+n

B=>a
i=1

n
b) dacd o, > 0,0 < p <1, aq,as,...,a, >0, cu Zai < B, atunci sensul
i=1
in inegalitatea (14) este inversat.
In ambele cazuri, egalitatea in relagia (14) are loc dacd §i numai dacd

p

a+n’
Cititorul interesat este invitat sa incerce metoda lui Liouwille si pentru demon-

strarea altor inegalitat;i.

a1 = a2 = ... =0ap =
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Generalizari ale notiunii de punct de optim:
Puncte eficiente; puncte slab eficiente si puncte ideale

DE EUGENIA DucA st DoreL I. Duca

Abstract

The author presents a long list of results concerning some generalizations of the
notion of optim point (Pareto point, Slater point etc.).

Key words: optim point, Pareto point, Slater point.

M.S.C.: 58E17

1. Introducere

Daci dintr-o colectivitate de oameni putem spune imediat care este cel mai
inalt, cel mai varstnic etc., nu putem spune tot la fel de ,,convingi“, de exemplu, care
este cel mai bun. De ce? Pentru ca, in timp ce indltimea, ori varsta sunt caracterizate
de un numir real, bunatatea nu este caracterizata de un singur numar real; fiecare
dintre noi suntem buni in felul nostru, aceastd bunitate ne caracterizeaza, dar nu
este caracterizata de un singur numar real.

Intr-o situatie aseminitoare (din punct de vedere matematic) suntem pusi
atunci cand dorim s raspundem la intrebarea: Numarul complex i (i € C, i2 = —1)
este pozitiv sau negativ? Si ne amintim cd un numdir complex este caracterizat de
doud numere reale (partea reald si partea imaginari) si nu de un singur numdr real.

Sa analizam acum urmatorul exemplu:

Exemplul 1. Fie o un plan $i di si do doud drepte continute in planul a.
Sa se determine , cele mai apropiate puncte” P € «, simultan fata de dreptele dyi i
ds.
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In acest context, problema determinirii ,,celor mai apropiate puncte“ P € a,
simultan fata de dreptele d; si do, poate fi abordata in cel putin urmatoarele trei
moduri (interpretari):

1) Sa se determine punctele P € « cu proprietatea ci:

(d(Padl)vd(PadQ))é (d(del)ad(QadQ))7 VQEO‘-

2) Sa se determine punctele P € « cu proprietatea ca nu existd puncte @ € «
astfel incat:

d(Q,d1) <d(P,d1), d(Q,d2) <d(P,dz).

3) S se determine punctele P € « cu proprietatea ci nu existd puncte Q € «
astfel incat:

{ d (Qa dl)

d(Q,dz)
(d(P,d1) — noteazi distanta de la punctul P la dreapta d; etc.).

Aceste trei moduri de abordare se pot face pentru cd noi dorim punctele ,,cele
mai apropiate” simultan fatd de doua drepte; prin urmare ,functia“ pe care dorim
si o optimizdm (in acest caz s o minimizdm) are valori in R? (nu in R): distanta
lui P fata de d; si fatd de ds.

In lucrarea de fatd, dorim si lamurim aceste chestiuni, si facem legitura in-
tre sintagmele ,cele mai apropiate, ,,cei mai buni“ etc. gi notiunea de punct de
optim (extrem) al unei functii reale convenabil construite. Intr-o lucrare ulterioars
vom caracteriza punctele ,cele mai ... - numite puncte eficiente, puncte slab efi-

ciente, puncte ideale etc. — cu ajutorul derivatelor functiilor care apar in formularea
problemei.

<d(P,dy) d(Q,d1) < d(P,dy)
<apdy) 0" d(Q,dy) < d(P,ds).

2. Cateva notatii si definitii

Pe multimea numerelor reale R, relatia de ordine ,, <* este totald (completd),
adica oricare ar fi numerele reale x si y avem x < y sau y < . Aceastd proprietate a
numerelor reale (cunoscutd sub numele de trichotomie) este esentiald pentru definirea
notiunii de punct de optim (extrem) al unei functii reale.

Intr-adevir, dacd D este o multime nevidi, f : D — R este o functie reals si
S este o submultime nevida a lui D, atunci g € S se numeste punct de minim al
functiei f relativ la S, daca:

flxo) = f(x), Vazes (1)

Relatia (1) cere ca f(zo) si se poatd compara cu f(z) pentru fiecare z din S.

Relatia de ordine ,,pe componente care se introduce pe R? cu p € N, p = 2,
nu este o relatie de ordine totald. Prin urmare, afirmatia (1) nu poate fi folosita
pentru a defini un ,punct de minim“ al functiei vectoriale f = (f1,..., fp) : D — RP
cupeNcup22.

Scriem afirmatia (1) in forma echivalents:

nu existd x € S cu proprietatea cd f (x) < f (o). (2)
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Afirmatia (2) ne permite introducerea a cel putin doud notiuni distincte de
,punct de minim*“ ale unei functii vectoriale i aceasta deoarece relatia de ordine
strictd ,,<“ din R se poate generaliza la R? in cel putin doud moduri distincte
(generalizarea este inteleasd in sensul cd dacid p = 1, atunci relatia noud revine la
relatia ,,<* din R).

Fie u = (u1,...,up) si v = (v1,...,vp) doud puncte din spatiul R?. Atunci
vom scrie ca:

u = v dacd si numai daca pentru fiecare j € {1,...,p} avem u; = v;;

u < v dacd si numai daca pentru fiecare j € {1,...,p} avem u; < vj;

u < v dacd si numai dacd u < v §i u # v.

Evident u < v dac# gi numai dacd pentru fiecare j € {1,...,p} avem u; < v;
gi existd cel putin un indice k € {1,...,p} cu proprietatea ci uj < vy.

3. Generaliziri ale notiunii de punct de optim

Reamintim notiunile de punct de optim (extrem) de care avem nevoie in cele
ce urmeaza.

Definitia 2. Fie D o submultime nevida, f : D — R o functie, S o sub-
mulfime nevidd a lui D gi xg € S. Spunem ca xo este:

a) punct de minim al functiei f relativ la S, daca pentru orice x € S avem
f(z0) < F();

b) punct de mazim al functiei f relativ la S, dacd pentru orice x € S avem
f(@) £ flzo);

¢) punct de optim (extrem) al functiei f relativ la S, dacd xo este punct de
minim sau punct de mazim al functiei f relativ la S.

Evident, definitia 2 poate fi reformulata astfel:

Definitia 3. Fie D o submultime nevida, f : D — R o functie, S o sub-
mulfime nevidd a lui D gi xg € S. Spunem ca xo este:

a) punct de minim al functiei [ relativ la S, daca nu existd x € S astfel incat
f(@) < flxo);

b) punct de mazim al functiei f relativ la S, dacd nu existd x € S astfel incdt
f(wo) < f(a);

c) punct de optim al functiei [ relativ la S, dacd xo este punct de minim sau
punct de maxim al functiei f relativ la S.

Tinand seama de cele precizate mai sus, putem da urmétoarea definitie:

Definitia 4. Fie D o submul{ime nevida, f : D — RP o functie vectoriala, S
o submultime nevida a lui D gi xg € S. Spunem ca xq este:

a) punct eficient (sau punct Pareto, sau punct nedominat) de minim al functiei
f relativ la S, dacd nu existé x € S astfel tncit f(x) < f(zo);

b) punct slab eficient (sau punct Slater, sau punct nedominat strict) de minim
al functiei f relativ la S, dacd nu existda x € S astfel incit f(x) < f(xo);

¢) punct ideal de minim al functiei f relativ la S, dacd pentru orice x € S are
loc inegalitatea f (xo) < f(x);

d) punct eficient (sau punct Pareto, sau punct nedominat) de mazim al func-
tiei [ relativ la S, dacd nu existd x € S astfel incdt f(xo) < f(z);

e) punct slab eficient (sau punct Slater, sau punct nedominat strict) de mazim
al functiei [ relativ la S, dacd nu existd x € S astfel incit f(xo) < f(x);
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f) punct ideal de mazim al functiei f relativ la S, dacd pentru orice x € S
are loc inegalitatea f(x) £ f (xo);

g) punct eficient (sau punct Pareto, sau punct nedominat) al functiei f relativ
la S, daca este punct eficient de minim sau punct eficient de mazim al functiei f
relativ la S;

h) punct slab eficient (saw punct Slater sau nedominat strict) al functiei f
relativ la S, daca este punct slab eficient de minim sau punct slab eficient de mazxim
al functiei f relativ la S;

i) punct ideal al functiei [ relativ la S, daca este punct ideal de minim sau
punct ideal de mazxim al functiei f relativ la S.

Exemplul 5. Fie a un plan, di si do doud drepte distincte continute in planul
a si f:a— R? functia definitd prin:

f(P)=(d(P,dy),d(P,dg)), oricare ar fi P € .

(d(P,dy), respectiv d (P, d2) , noteazi distanta de la punctul P la dreapta dy, respectiv
la dreapta ds).

1) Dacd dreptele di $i do sunt concurente, atunci unicul punct eficient de
minim ol functiei f relativ la o este punctul de intersectie al dreptelor dy si do.

2) Daca dreptele di si do sunt paralele, atunci un punct P € « este eficient de
minim al functiei [ relativ la o dacd gi numai dacad P se afla in banda determinatd
de cele doua drepte.

3) Daca dreptele dy si da sunt concurente, atunci un punct P € « este slab
eficient de minim al functiei f relativ la o daca si numai dacd P € di U ds.

4) Dacd dreptele dy si do sunt paralele, atunci multimea punctelor slab eficiente
de minim ale functiei [ relative la o este egald cu multimea punctelor eficiente de
minim ale functiei [ relative la «.

5) Daca dreptele dy si da sunt concurente, atunci unicul punct ideal de minim
al functiei f relativ la o este punctul de intersectie al dreptelor dy si ds.

6) Daca dreptele dy si do sunt paralele, atunci functia f nu are puncte ideale
de minim relative la o.

Teorema 6. Fie D o submultime nevida, S o submultime nevida a lui D
si f: D — RP o functie vectoriald. Dacd xo € S este punct eficient de minim
(respectiv de mazim) al functiei f relativ la S, atunci xo este punct slab eficient de
minim (respectiv de mazim) al functiei [ relativ la S.

Demonstratie. Demonstratia este imediata. W

Observatia 7. Reciproca teoremei nu este adevirati asa cum ne arata
urmatorul exemplu:

Exemplul 8. Fie f: R — R functia definita prin:

f(x)= (m2,0), VreR,

si S =[-1,1]. Atunciz =0 este unicul punct eficient de minim al functiei [ relativ
la S, in timp ce orice x € S este punct slab eficient de minim al functiei [ relativ
la S.

Teorema 9. Fie D o submultime nevidd, S o submultime nevidd a lui D
st [ D — RP o functie vectoriala. Daca functia f are cel putin un punct ideal
de minim (respectiv de maxim) relativ la S, atunci multimea punctelor eficiente
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de minim (respectiv de mazim) ale functiei [ relative la S coincide cu mulfimea
punctelor ideale de minim (respectiv de mazim) ale functiei f relative la S.

Demonstratie. Vom demonstra teorema numai pentru minim, cazul maxim
fiind analog.

Evident orice punct ideal de minim al functiei f relativ la S este punct eficient
de minim al functiei f relativ la S.

Reciproc, sa ardtam ca orice punct eficient de minim al functiei f relativ la
S este punct ideal de minim al functiei f relativ la S. Fie xg € S un punct ideal de
minim al functiei f relativ la S (un astfel de punct existd prin ipotezd).

Presupunem, prin absurd, ca exista un punct u care este punct ideal de minim
al functiei f relativ la S si care nu este punct eficient de minim al functiei f relativ
la S. Din faptul ca u este punct ideal de minim al functiei f relativ la S, avem:

fu) = £ (o),

iar din faptul ca u nu este punct eficient de minim al functiei f relativ la .S deducem
ca exista cel putin un punct u; € S cu proprietatea ci:

flu) < f(u).

Din ultimele doua inegalitati rezulta inegalitatea:

[ (ur) < f (o),

care ne spune cd xo nu este punct ideal de minim al functiei f relativ la S; con-
tradictie. Teorema este demonstrata. B

Observatia 10. Daci functia f : D — RP nu posedi puncte ideale de minim
(respectiv de maxim) relative la multimea S C D, nu rezultd numaidecat ci ea nu
posedd puncte eficiente de minim (respectiv de maxim) relative la S. Existd functii
f: D — RP care nu poseda puncte ideale de minim relative la multimea S C D, dar
posedd puncte eficiente de minim relative la S (vezi exemplul 5, afirmatiile 2) si 6))

Definitia urmatoare precizeaza notiunea de eficienti locala:

Definitia 11. Fie D o submultime nevidd a mulfimii R™, f: D — RP o
functie vectoriala, S o submultime nevida a lui D gi xg € S. Spunem cd xq este:

a) punct eficient (sau punct Pareto, sau punct nedominat) de minim local al
functiei f relativ la S, daca exista o vecinatate V a punctului xog astfel incit xo sa
fie punct eficient de minim al functiei f relativla SNV,

b) punct slab eficient (sau punct Slater, sau punct nedominat strict) de minim
local al functiei [ relativ la S, daca existd o vecindtate V' a punctului xq astfel itncdt
xo sa fie punct slab eficient de minim al functiei f relativla SNV

c) punct ideal de minim local al functiei f relativ la S, daca existd o vecindatate
V' a punctului xqo astfel incit xo sa fie punct ideal de minim al functiei f relativ la
SNV,

d) punct eficient (sau punct Pareto, sau punct nedominat) de mazim local al
functiei f relativ la S, dacd ezistd o vecindatate V a punctului xy astfel incdt xg sa
fie punct eficient de mazim al functiei f relativ la SNV,

e) punct slab eficient (sau punct Slater, sau punct nedominat strict) de maxim
local al functiei f relativ la S, daca existd o vecindtate V a punctului xo astfel incdt
xo sa fie punct slab eficient de mazim al functiei f relativ la SNV
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f) punct ideal de mazim local al functiei f relativ la S, dacd existd o vecindatate
V' a punctului xq astfel incdt o sa fie punct ideal de mazim al functiei f relativ la
SNV,

g) punct eficient (sau punct Pareto, sau punct nedominat) local al functiei f
relativ la S, daca xq este punct eficient de minim local sau punct eficient de mazxim
local al functiei f relativ la S,

h) punct slab eficient (sau punct Slater sau punct nedominat strict) local al
functiei f relativ la S, daca xo este punct slab eficient de minim local sau punct slab
eficient de maxim local al functiei f relativ la S;

i) punct ideal local al functiei f relativ la S, dacd xo este punct ideal de minim
local sau punct ideal de maxim local al functiei f relativ la S.

Exemplul 12. Fie f = (f1, f2) : R — R? functia vectoriald definitd prin:

f(x) = (sinz,cosx), VzeR,

si S =[0,2n]. Atunci:

a) punctele x = m gi x = 3w/2 sunt puncte eficiente de minim gi puncte slab
eficiente de minim ale functiei f relative la S,

b) punctele x = 0, x = w/2 gi x = 27 sunt puncte eficiente de mazim gi
puncte slab eficiente de mazxim ale functiei f relative la S;

c) orice x € [0,7/2[ este punct eficient de minim local gi punct slab eficient
de minim local al functiei f relativ la S

d) orice x € [0,7/2] este punct eficient de maxim si punct slab eficient de
mazxim al functiei f relativ la S,

e) orice x© € [m,3m/2] este punct eficient de minim $i punct slab eficient de
minim ol functiei f relativ la S,

f) orice x € [7,37/2] este punct eficient de mazim local gi punct slab eficient
de mazim local al functiei f relativ la S;

g) punctul x = 27 este punct ideal de mazim local al funcgiei f relativ la S;

h) functia [ nu posedd puncte ideale de minim relative la S.

4. Conditii suficiente pentru punctele eficiente, punctele slab efici-
ente si punctele ideale

Fiind datd o multime nevidd D, o functie f : D — RP? si o submultime nevida
S a multimii D, determinarea punctelor eficiente (respectiv slab eficiente, ideale)
de maxim ale functiei f relative la S revine la determinarea punctelor eficiente
(respectiv slab eficiente, ideale) de minim ale functiei g = — f relative la S, deoarece
xog € S este punct eficient (respectiv slab eficient, ideal) de maxim al functiei f
relativ la S daci si numai dacd z( este eficient (respectiv slab eficient, ideal) de
minim al functiei g = — f relativ la S. De aceea este suficient si ne ocupam numai
de determinarea punctelor eficiente (respectiv slab eficiente, ideale) de minim ale
unei functii.

Teorema 13. Fie D o mulfime nevidd, S o submulfime nevida a lui D gi
f: D — RP o functie. Fie F: f(D) — R o functie cu proprietatea cd oricare ar fi
u,v € f(D) cuu <v avem F(u) < F(v).

Daca functia F o f: D — R are un singur punct de minim xo € S relativ la
S, atunci xy este punct eficient de minim al functiei f relativ la S.
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Demonstratie. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca punctul
de minim zq al functiei F o f relativ la S nu este punct eficient de minim al functiei
f relativ la S. Atunci existd un punct x; € S cu proprietatea ca f (x1) < f (xg). De
aici deducem ca x1 # o si F (f (1)) £ F (f (z0)) . Asadar existd un punct x; # xg
astfel incat (F o f)(z1) £ (F o f)(zg), ceea ce contrazice unicitatea punctului de
minim al functiei F o f relativla S. &

Teorema 14. Fie D o mulfime nevidd, S o submulfime nevida a lui D gi
f: D — RP o functie. Fie F: f (D) — R o functie cu proprietatea cd oricare ar fi
u,v € f(D) cuu<v avem F (u) £ F (v).

Daca functia F o f: D — R are un singur punct de minim xo € S relativ la
S, atunci xo este punct slab eficient de minim al funcgiei f relativ la S.

Demonstratie. Se aplica teoremele 13 gi 6. B

Teorema 15. Fie D o multime nevidd, S o submultime nevidd a lui D,
f="{(f1,., fp) : D — RP o functie vectoriald si a = (a1, ...,ap) € R’ cu a > 0.

Dacd functia ¢ = a1f1 + ... + apfp : D — R are un singur punct de minim
xg € S relativ la S, atunci xo este punct eficient de minim al functiei f relativ la S.

Demonstratie. Se aplicd teorema 13 alegand F' : RP — R functia definita
prin:

F (u) = a1uq + ... + apuy, oricare ar fi u = (u1,...,up) € RP. N

Teorema 16. Fie D o multime nevida, S o submulfime nevidd a lui D,
f=(f1,-, fp) : D — RP o functie vectoriald i a = (a1, ...,ap) € R? cu a > 0.

Dacd functia ¢ = a1f1 + ... +apfp : D — R are un singur punct de minim
xg € S relativ la S, atunci xo este punct slab eficient de minim al functiei f relativ
la S.

Demonstratie. Se aplica teoremele 15 gi 6. B

Teorema 17. Fie D o multime nevidd, S o submultime nevidd a lui D,
f="{(f1,., fp) : D — RP o functie vectoriala si k € {1, ...,p}.

Daca functia fr, : D — R are un singur punct de minim xo € S relativ la S,
atunci xo este punct eficient de minim al functiei f relativ la S.

Demonstratie. Se aplici teorema 15, cu a = (aq,...,ap) € RP ales astfel:

v — 1, daca j=k
7710, daca je{l,...,p}\{j} u

Teorema 18. Fie D o multime nevida, S o submulfime nevidd a lui D,
f=(f1,.., fp) : D — RP o functie vectoriali si k € {1, ...,p}.

Daca functia fr, : D — R are un singur punct de minim xog € S relativ la S,
atunci xg este punct slab eficient de minim al functiei f relativ la S.

Demonstratie. Se aplica teoremele 17 gi 6. B

Observatia 19. Unicitatea punctului de minim in teoremele 13 - 18 este
esentiald in sensul cd dacad punctul de minim xy nu este unic, atunci s-ar putea ca
xo sd nu fie punct eficient sau/si slab eficient de minim al functiei f relativ la S aga
cum ne aratd urmatorul exemplu:

Exemplul 20. Fie f: R — R? functia definitd prin:

f(x) = (x4—2x2,:c), Va eR.
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Punctul x = 1 este punct de minim al functiei f1 : R — R definite prin
fi(x) = a* =222, oricare ar fi x € R, dar nu este punct eficient de minim al functiei
f relativ la R deoarece:

f (_1) - (_17 _1) < (_17 1) =f (1)

Evident functia f1 are doud puncte de minim (v = —1 gi x = 1) relativ la R.

Exemplul 21. La o aplicatie militard, care se desfasoard in localitatile Ly gi
Lo participa 10 tancuri: 4 tancuri in localitatea Ly gi 6 tancuri in localitatea Lo. Cele
10 tancuri se afla in trei unitati militare UMy, U Mo, U Ms. Unitatea UM participa
la aplicatie cu 5 tancuri, unitatea U My participd la aplicatie cu 3 tancuri si unitatea
UMs3 participd la aplicatie cu 2 tancuri. Distantele di; (i € {1,2,3}, j € {1,2})
de la unitagile militare UM, UMs, UMs la localitatile L1, Lo unde se desfasoard
aplicatia sunt date in tabelul de mai jos:

Numarul de tancuri

Localitatea Ly Lo disponibile
UM, 10 20 X
UM, 40 60 3
UM, 10 40 2
Numdarul de tancuri 4 6
necesare

Punem problema determindrii numarului de tancuri cu care participd unitatea
militara UM; (j € {1,2,3}) in localitatea L; (i € {1,2}) astfel incdt urmdatoarele
conditii sa fie satisfacute:

a) costul total al deplasarii tancurilor de la unitatile militare UMy, UMs, U M3
la localitatile Ly, Lo unde se desfasoard aplicafia, sd fie minim (costul deplasarii este
a lei pe ord);

b) intervalul de timp, de la darea comenzii de plecare a tancurilor de la
unitdatile militare pand in momentul sosirii tuturor tancurilor in localitatile de des-
tinatie sd fie minim (toate tancurile se deplaseazd cu aceeagi vitezd §i anume b km
pe ord).

Fie z;;; € N numadrul de tancuri cu care participd unitatea militarda UM;
(7 € {1,2,3}) in localitatea L; (i € {1,2}) si:

T11  T12
X=| ma m22
r31 T32

Conditjiile problemei conduc la relatiile:

11+ 212 =5

T21 + T22 =3

231 +x32 = 2

11+ To1 +x31 =4

T12 + To2 + w32 = 4

Tij S N) (Za]) € {172a3} X {1’2}
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Fie S multimea matricelor X € Ms32(R) a céror elemente satisfac relatiile
(3) . Atunci costul total al deplasarii tancurilor este:

f1(X) = adiiz11 + adizziz + ada1x21 + adaozog + adsisr + adsexse =
=a (10%11 + 20212 + 40221 + 60292 + 10231 + 401‘32) ,

oricare ar fi X = (z;;) € S.
Intervalul de timp de la darea comenzii de plecare a tancurilor de la unitatea
militard pana in momentul sosirii tuturor tancurilor in localitatile de destinatie este:

fg(X)—max{%: (i,j)GK}, VX:(xij)eS,

unde:
K ={(,j5) €{1,2,3} x {1,2} : a;; > 0}.

In concluzie, problema pusi revine la determinarea punctelor eficiente de
minim ale functiei f = (fi1, f2) : Ms2(R) — R? relative la multimea S.
Functia f; are un singur punct de minim relativ la S gi anume:

0 5
Xt=1 2 1],
2 0
cu:
f1(X1) = 260a.
Functia f> are doud puncte de minim relative la S gi anume:
0 5 . 1 4
X2=13 o0 si X =3 0],
1 1 0 2
cu:

f2(X2) = fo (72) — 40b 1,
Avem:

£ (XY) = (260a,606") , £ (X2) = (270a,400™") , £ (X7) = (2900, 4001)

Evident X nu este punct eficient de minim al functiei f relativ la S. In baza
teoremelor 17 si 18, punctul X' este punct eficient de minim si punct slab eficient
de minim al functiei f relativ la S. De asemenea, usgor se poate constata cd punctul
X? este punct eficient de minim si punct slab eficient de minim al functiei f relativ
la S.

In teoremele urmitoare se renunti la ipoteza unicititii punctului de minim.

Teorema 22. Fie D o multime nevidd, S o submultime nevidd a lui D si
f: D —RP o functie. Fie F : f(D) — R o functie cu proprietatea cd oricare ar fi
u,v € f(D) cuu <v avem F(u) < F(v).
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Daca xg € S este punct de minim al functiei F o f : D — R relativ la S,
atunci xo este punct eficient de minim al functiei f relativ la S.

Demonstratie. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem c& punctul
de minim zq al functiei F o f relativ la S nu este punct eficient de minim al functiei
f relativ la S. Atunci existd un punct 27 € S cu proprietatea cd f (1) < f(zo) . De
aici deducem ca F' (f (z1)) < F (f (%0)) . Asadar existd un punct z = x; astfel incat
(Fof)(z1) < (Fof)(xg) ceea ce contrazice ipoteza cd xo este punct de minim al
functiei F o f relativ la S. Teorema este demonstrati. B

Teorema 23. Fie D o multime nevidd, S o submultime nevidd a lui D si
f: D — RP o functie. Fie F: f(D) — R o functie cu proprietatea cd oricare ar fi
u,v € f(D) cuu <v avem F(u) < F (v).

Daca xg € S este punct de minim al functiei F o f : D — R relativ la S,
atunci o este punct slab eficient de minim al functiei f relativ la S.

Demonstratie. Se aplica teoremele 22 gi 5. B

O consecintd importanta a teoremei 22 este urmitoarea afirmatie:

Teorema 24. Fie D o multime nevida, S o submulfime nevidd a lui D,
f=(f1,-., fp) : D — RP o functie vectoriald i a = (ai,...,ap) € RP cua > 0.

Dacd xo € S este punct de minim al functiei p =a1fi1+...+apfp: D =R
relativ la S, atunci xo este punct eficient de minim al functiei f relativ la S.

Demonstratie. Se aplicd teorema 22 alegand F' : R? — R functia definita
prin:

Fu) =aius + ...+ apup, Yu=(u1,...,up) € R°.H

Teorema 25. Fie D o multime nevidd, S o submultime nevidd a lui D,
f=(f1,., fp) : D — RP o functie vectoriald i a = (ai,...,ap) € RP cu a > 0.

Dacd xy € S este punct de minim al functiei ¢ = a1f1+ ... +apfp: D — R
relativ la S, atunci xo este punct slab eficient de minim al functiei f relativ la S.

Demonstratie. Se aplica teoremele 24 gi 6. B

Exemplul 26. Fie f: R — R functia definita prin:

f(@)=(z*—22°,2), VzeR.
Fie ¢ : R — R functia definita prin:
¢ (z) =a* — 222 + 24z, Yz cR.

Deoarece x = —2 este punct de minim al functiei @ relativ la R deducem, in
baza teoremelor 24 ¢i 25, ca x = —2 este punct eficient si punct slab eficient de
minim ol funcgiei [ relativ la R.

Teorema 27. Fie D o multime nevidd, S o submulfime nevidd a multimii D
si f=(f1,., fp) : D — RP o functie vectoriald cu proprietatea ci f (x) > 0, oricare
ar fi x € S.

Dacd 71, ...,7p sunt p numere reale strict pozitive si xo € S este punct de
minim ol functiei:

v=(f)" . (fp)":D—R,

relativ la S, atunci xo este punct eficient de minim al functiei f relativ la S.
Demonstratie. Se aplicd teorema 22 cu F' : (0, +00) — R definitd prin:

F(u) = (u1)"™ ... (up)™, oricare ar fi u = (u1,...,up) >0. W
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Dacd notdm cu E(f;S) multimea punctelor eficiente de minim ale functiei
f: D — Rrelative la S C D gi, pentru fiecare a = (a1, ...,ap) € R? cu M (f;a,S)
multimea punctelor de minim ale functiei ¢ = a1 fi1 + ... + apfp : D — R relative la
S, atunci in baza teoremei 24, avem:

U{M (f;a,5): a€eRP, a>0} CE(f;S). (4)

Incluziunea (4) poate fi strictd, aga cum ne aratd urmatorul exemplu:
Exemplul 28. Fie f : R — R? functia definitd prin:

f(x)= (—a:,acQ) , Vo eR.

Usor se poate constata ca:
E(f;R) = [0, +00)
$i
M (f;a,R) ={a1/(2a2)}, VYa= (a1, a2)>0.

Se observi cd 0 € E(f;R) i 0 ¢ U{M(f;a,S):a€R? a>0}, prin urmare
incluziunea (4) este strictd.

Relativ la punctele ideale putem da urmitoarea teorema:

Teorema 29. Fie D o multime nevidd, S o submultime nevidd a lui D,
f=(f1,., fp) : D — RP o functie vectoriald.

Dacd xy € S este punct de minim al functiei ¢ = a1f1+ ... +apfp: D — R
relativ la S, oricare ar fi a = (a1,---,ap) > 0, atunci xo este punct ideal de minim
al functiei f relativ la S.

Demonstratie. Fie k € {1,...,p} si a = (a1, - -, q,) dat de:

[ 1, daca j=k
%=1 0, daca Jje{l,..,pt\{j}

Intrucat zo este punct de minim al functiei ¢ = fi, deducem ca f, (zo) < fi (z),
oricare ar fi z € S. Cum k € {1, ...,p} a fost ales arbitrar, obtinem ci:

f(zo) £ f(z), Vzelbl.

Agadar z( este punct ideal de minim al fuctiei f relativ la S.

Reciproca teorema 29 este, de asemenea, adevirata; are loc afirmatia:

Teorema 30. Fie D o multime nevida, S o submulfime nevidd a lui D,
f="{(f1, fp) : D — RP o functie vectoriald.

Daca xg € S este punct ideal de minim al functiei f relativ la S, atunci zg
este punct de minim al functiei ¢ = a1 fi1 + ... +apfp : D — R relativ la S, oricare
ar fi a = (a1, -+, ap) > 0.

Demonstratie. Din faptul ci zy este punct ideal de minim al functiei f
relativ la S, deducem ca:

fk(xO) éfk(x)v VCIIES, Vke{lvvp}
De aici urmeaza c&, pentru orice a = (aq, - - -, a,) > 0, avem:

¢ (0) = arf1 (zo) + ... + apfp (20) = a1 f1 (x) + ... + apfy (x) = ¢ (2),
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oricare ar fi € S, ceea ce ne arata cd x( este punct de minim al functiei ¢ relativ
la S, oricare ar fi a = (a1, - - -,ap) > 0. Teorema este demonstratsi. W

Intr-o lucrare ulterioars vom da conditii necesare si suficiente pentru punctele
eficiente, slab eficiente si ideale ale functiilor derivabile.
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Cateva probleme cu siruri fira epsilon®

DE CRISTINEL MORTICI

Abstract

This note presents 10 problems (some of them proposed at mathematical contests)
concerning various aspects of sequences (periodicity, recursion relations, computation
of certain terms, monotony).

Key words: sequences, periodicity, recursion relation, monotony.

M.S.C.: 40-99.

1. Se considerd sirul (a,),~, cu termenul general a, = [(2 +V/3)"]. Sd se
determine o relatie de recurentd pentru sirul (an),>1 -

Cu formula binomului lui Newton, rezulta:

2+V3)"+(@2-V3)r=2. ) CF.on k3 eN

2k<n

De aici observam c#, adunand (2 + /3)" cu numarul subunitar, pozitiv
(2 —+/3)", se obtine un numir natural, deci rezulta c:

an=2+V3)"+(2-V3)" - 1.

Numerele z; = 2+ /3 si 23 = 2 — /3 sunt radicinile ecuatiei de gradul al
doilea 22 — 4x + 1 = 0. Sirul (8n),>; cu termenul general s, = 27 + z} satisface:

Snt2 — 48n41 + sn = 0.

DLucrare prezentatd de autor in cadrul celei de a XXXIII-a Sesiuni de comuniciri metodico-
stiintifice desfisuratd la Sinaia in 21 octombrie 2006. (N.R.)
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Intr-adevir:
Snta — 48np1 + 8 = (272 F20T2) — 42T+ ai T 4 (2] +2h) =
= (@77 = 42 o) + (25 — Ayt 4 ay) =
=22 — 4z + 1) + 23 (22 —day +1) =0,
deoarece expresiile din paranteze sunt nule. Cum a,, = s, — 1, obtinem:
(any2 —1) —4(ant1 — 1)+ (an — 1) = 0 & api2 = 4an11 — apn — 2.
2. Se considera girul de numere reale (an)n>1 cu termenul general dat prin

1 1 1
01 +—5 .+ Sa se determine o relatie de recurentd pentru sirul (an)n>1 ,

C2 cn

apoi sa se demonstreze ca girul (an)n>1 este descrescdtor.

ap =

Cu formula combinérilor, avem:

" kl(n — k) —kl(n—k =1 — )k + 1)
anzz<7 Z Py n!)( !

k=1 k=0 k=0

unde ultima suma este obtinuta din suma precedenta in care am inlocuit k cu n—1—k.
Rezulta prin adunare i dand factor comun:

2an:2+§ (k!(TL—k)! n (n—l—k)!(k+1)!> _

n! n!
k=0
n—1
kElln—1-k)! (n—k+/<:+1)
=27 Z n!
k=0

n+le=kl(n—1-k) n+les 1
L kz=o (n—1)! T kzz:OCk ’

n—1
1 1
ap, =1+ = (1+—>an1.
2 n
De aici:

1 n—1 1 n—1 1 " 1 n 1 n 1 0
Ay — Ap_1 = 1 — c _ - 0.
n Ol on ! on \CO_, T CL | T cn2 T ontl

deci:

IN

3. Se considerda girul lui Fibonacci, (fyn),~, definit prin relatia de recurentda
frnt2 = fox1 + fn, cu f1 = fo = 1. Sa se determine o relatie de recurentd pentru
sirul (an),~, cu termenul general a, = f2.

Avem:

ap = f72L = (fnfl + fn72)2 = fﬁ_1 + fg—Q + 2fn71fn72 -
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=ap-1+ apn_2+ (fnfl + f"*2)2 ; (fnfl - fn72)2 _

2 2
Jn = fa—s _ an — an—3
f = 0n-1 +an—2 + #7

=ap-1+ an_2+

deci:
Qn = 20p-1 + 20p_2 — Ap_3.

4. Fie a,b numere reale. Se considerd sirurile de numere reale (xy),~, §i

-1
(Yn),>, date de relatiile de recurentd x,41 = y—", Yntl = yn—l, x1 =a,y =b.
= T Ty —
Sa se demonstreze ca sirurile (xy,),~, §i (Yn),>; sunt periodice.
Avem: B B
Ynt1 — 1
T 3:yn+2:$n+1_1:yn+1_1' Tn+1 _
mr Tpqo Ynt1 Ynt1 Tny1 — 1
Tn+1
Yn — 1 Yn
-1 In
Yn —1 y_"_l Yn — 1 Yn —Tn Yo — 1
Ty — 1 Tn
de unde:
Yn
_ ZTp43 oy, —1
Yn+5 s — 1 " Yn ) Yn.
Yn — 1
Apoi:
Yn — 1
—1
y _ Y1 =1 oz, 1 __Tn
w2 Tyl — 1 Yn 4 Ty — 17
Tn
deci:
LTn
Yn+2 Ty, — 1
€T 5 = = = T».
n+ Yniz — 1 L 1 n
Ty, — 1

5. Se considerd sirul de numere reale (ay),~, cu termenul general dat prin

an = (—1)V". Si se demonstreze ca sirul (an),>1 nu este periodic.
Presupunem, prin absurd, ca sirul (ay),~, este T-periodic. Atunci, pentru

orice n > 1:
(_1)Wﬁ] - (_1)[vn+T]

si in particular pentru n = T2 + T + 1, rezulti:
(—)VTPHTH] — (_)VTPH2TH] o ()T = (—1)T*!, contradictie.
6. Fie k > 2 un numdr natural. Se considerd sirul de numere naturale

(an),>, cu termenul general a, = (1 +k+k? + ... + k™)> — k™. Sd se demonstreze
cd nici un termen al girului (ay),~, nu este numar prim. (Germania 2000)
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Avem:
kit -1\ 1 2
= —) k"= —— (" 1) k" (k-1)?| =
i ( k-1 ) k-1 [( ) ( )}
1
=[BT okt 1 — kM (R2 -2k + 1)) =
(k—1)2 [ + ( + )]
_k2n+2_kn+2_kn+1_kn+2_1 km 1
N (k—1)2 k-1 k-1"
deciap, = (1+k+k>+ .+ 1+ E+E2+ . + k1),
7. FExista siruri (an)n21 de numere naturale strict pozitive astfel incdt

a? + a3+ ...+ a? sd fie patrat perfect, oricare ar fi numdrul natural n > 1?7 (Spania
1999)

Rispunsul este afirmativ si vom construi inductiv un astfel de sir. Intai
definim a; = 3, aa = 4 i presupunem ca sunt definiti a;, as, ..., a, astfel incat
numerele a2, a? + a3, ..., a3 + a3 + ... + a sunt patrate perfecte. Dacd notim
k? = a? + a3 + ... + a2, atunci ciutdm a,; astfel incat:

ai + a5+ tap +ah, =p Sk +ap,, =p
De aici:
k= p2 - ai-i—l &k = (P — ang1)(P+ any1).
In cazul cand k este impar, putem alege:

2
P—Gny1 =1 _ k-1
{p+an+1=k2 :>an+1* 2 .

In cazul cand k este par, k = 2t, putem alege:

—a =2
{ pp+ gy =22 T =t 1.

8. Se considerd sirul de numere intregi (an)n21 cu termenul general dat prin
an, = 2™ — 3. Sad se demonstreze ca multimea numerelor prime care divid termeni ai
sirului (ay),~, este infinitd.

Sa presupunem, prin absurd, ca divizorii primi ai tuturor termenilor girului
(an),,~; sunt in numadr finit, sa zicem py, pa, ..., px. Fie an,,any, ..., an, termeni ai
sirului (an),~, care se divid cu p1, pa, ..., pr respectiv. Cum toti termenii sirului
nu se divid cu vreun alt numar prim, exceptand pi, ps, ..., Pk, rezultd ci orice alt
termen are factori primi comuni cu cel putin unul din termenii an,, @n,, ..., n,-
Vom construi insd un termen al sirului care este prim cu fiecare dintre termenii a,, ,
Gnys -y Oy, $1 aceastd contradictie rezolva problema. Notam, in acest sens:

q = Qp, Gy * ev Oy

Fie 27 si 2°, cu r > 2, doud puteri ale lui 2 care dau acelagi rest la impartirea
cu q. De aici rezulta ca:

112 -2 eq| 2@ 1)
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si cum ¢ este impar, rezultd ¢ divide 2"~° — 1. Daca h este astfel incat:
gh=2""°-1,

atunci:
Upgpo=2""T2_3=4.2""°_3=4(gh+1)—3

sau:
Apr_s12 = 4qh +1,

de unde rezulta evident cd a,_sy2 i ¢ nu pot avea factori primi comuni.

9. Se considerd sirul de numere reale (ay),~, cu termenul general dat prin

n n ) ) ) ) . .
an = Z [E] st definim girul (b")n21 prin b, = (—=1)". Sa se calculeze bagps.

k=1
Evident, b, este egal cu 1 sau cu —1, dupd cum n este par, respectiv impar.

. n . o .
Pentru orice k, [ﬂ reprezintd numdarul numerelor naturale m > 1 cu proprietatea

cd mk < n, deci a,, reprezintd numirul perechilor (m, k) de numere naturale nenule
cumk <n:
an, = card {(m, k) | mk <n, m,k € N*}.

Dintre aceste perechi, numarul acelora cu m # k este par, deoarece daci (m, k) este
admisibil, atunci gi (k,m) este admisibild. Din acest motiv, perechile de forma
(k,m) cu m # k nu influenteazi paritatea si astfel ne vor interesa doar perechile
de forma (m,m) avand proprietatea ci m - m < n. Evident, existd [\/n] astfel de
perechi, iar de aici:

baoos = (—1)[V20] = (_1)M =1,

10. Se considera sirul de numere reale (xy,),~, cu termenul general dat prin

n
1
Ty = Z—, unde pentru fiecare numar natural k > 1, ay, reprezinta cel mai apropiat
a
k=1
numar natural de k. Sa se calculeze x1980. (Rusia 1978, China 1980)
Pentru orice numar natural m > 1, avem:

1 1 1 1
ak:m¢>m—§S\/E<m+§<:>m2—m+1§k<m2+m+1,

deci:
ar=m& k€ {m2—m+1,m2—m—|—2,...,m2—|—m}.

Cum 1980 = 442 + 44, rezulta ca:

44 m24+m 1 44 1 1 1
e [ 3 L)y (Eadensl)
m=1 \ k=m2—-—m+1 m=1
2m termeni
2 b2
11. Fie k, a, b, c numere naturale astfel ca Lb_‘_c = k. Se considerda sirul
a

afLH +c

de numere reale (a,) definit prin relatia an42 = ,cuag=a,a; =b. Sa

neN
n
se arate cd toti termenii girului (an), cy sunt numere naturale. (Balcaniada 1986)
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Relatia data se scrie sub forma a,2a, — aiﬂ = c¢ si tinAnd seama ca prin
inlocuirea lui n cu n — 1, obtinem a,1a,-1 — a? = ¢, rezultd ci:

n =

2 2
Un20n — Gy ) = Gpi1ln—1 — Gy < Qp(Gni2 + Gn) = Qg1 (@Qny1 + Gno1)

sau:
Ap+2 + (079 o Ap+1 + Ap—1
Ap+41 Gnp
. . o Gnt2 T a .
De aici rezults ca sirul (b,), .y cu termenul general b, = —=2"—" este sir
Ap+1
constant, din moment ce egalitatea anterioari se scrie sub forma b,, = b,_1. Avem:
b2 +c
as + ag a ta a2+ v +¢c
bo = = = = I{j,
al b b
deci b,, = k. De aici:
Apiy2 + ap
—————— =k apy2 = kapy1 —ay
anJrl

si acum rezulta inductiv ca toti termenii sirului (a, ),y sunt numere naturale.

Catedra de Matematica
Universitatea Valahia din Targoviste

Premiul Henri Poincaré al Scolii Politehnice din Paris

Franta, Scoala Politehnica si ... matematica!

Ii cunoasteti, fird indoiald, pe Cauchy, Poincaré, Poisson, Chasles, Mandel-
brot etc. figuri emblematice din lectiile de matematicd. Poate va sunt mai putini
familiari Jacques-Louis Lions, Laurent Schwartz, Paul Gauduchon sau Jean Pierre
Bouriuignon? Totusi, toate aceste mari personalitati din lumea gtiintifica, mai vechi
sau contemporane, au cel putin doud elemente in comun: Franta si Scoala Po-
litehnica.

Mai intai sd vorbim despre Franta. Franta nu este doar tara artei sau a
modei, ci gi a inaltei tehnologii si a geniului matematic, recunoscut pe plan mondial.
De fapt, ar trebui spus: Parisul este, fara comparatie cu un alt orag al planetei, pe
primul loc in lume la matematici; aceasta este concluzia lui Marcel Berger, specialist
recunoscut unanim in lume in geometria diferentiala, si a revistei americane Science
Watch. Nu este o intamplare faptul ca un sfert dintre medaliile Fields au fost
decernate matematicienilor francezi sau celor care lucreazi in Franta.

Si Scoala Politehnica? Este cea mai prestigioasa si una dintre cele mai vechi
Mari Scoli de Ingineri din Franta. Se afld in regiunea pariziand, cu un campus
de aproape 200 de hectare, in vecinitatea marilor centre de cercetare. Inci de la
infiintarea sa de catre Monge, la sfargitul secolului al XVIII-lea, a format cercetatori
de reputatie internationald in domeniul stiintific. Profesorii si cercetatorii, de varf
in domeniul lor, contribuie la dezvoltarea stiintifica a Frantei. Majoritatea dintre ei
apartin centrului nostru de cercetare in care sunt grupate 21 de laboratoare ce dispun
de mijloacele tehnice cele mai avansate. Putem cita spre exemplu, departamentul
nostru de matematicd, fondat de citre Laurent Schwartz, care a primit medalia
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Fields in 1950 si care azi numara peste 40 de cercetatori; sau departamentul de
matematici aplicatd, recunoscut in mod special in domeniul matematicii financiare.
Fizica, gi in special fizica teoretica, se evidentiazi de asemenea in campusul nostru.
Absolventii Scolii Politehnice se disting gi in departamentele de conducere si de
administratie ale marilor intreprinderi (Renault, Alcatel etc.), in dezvoltarea marilor
proiecte tehnologice.

O intalnire importanti: Olimpiada de Matematica, Pitegti 2007

Scoala Politehnicd doresgte sa initieze o dinamicd de anvergura europeand
pentru a promova talentul exceptional al Frantei in domeniul stiintelor si al
educatiei. In acest context, incepand din acest an, vom veni in Romania pentru
a intalni elevi exceptionali care isi doresc o cariera stiintifica de inalt nivel. Pentru a
va cunoagte mai bine, va vom intalni la Pitesti, in cadrul organizarii Olimpiadei de
Matematici, in perioada 8 - 15 aprilie 2007; cu aceastd ocazie, am creat un premiu
care s recompenseze trei dintre elevii care vor obtine rezultate excelente la acest
concurs. Premiul nostru a primit numele Priz Henri Poincaré de I’Ecole Polytech-
nique si este adresat elevilor din clasele a XI-a gi a XII-a. Laureatii acestui premiu
vor putea vizita Parisul timp de o siptamani in perioada mai - iulie 2007 (trans-
portul si cazarea fiind asigurate). In timpul acestei caldtorii, laureatii vor putea
vizita Scoala Politehnicd (campusul, laboratoarele, putand si discute cu profesorii
gi cu alti elevi roméni), precum si alte mari gcoli pariziene, si viziteze laboratoare
de cercetare si mari intreprinderi si, bineinteles, si profite de curiozitatile turistice
si culturale din Paris.

Vreti sa fiti alaturi de noi la Scoala Politehnica?

Scoala Politehnica admite prin concurs unii dintre cei mai striluciti elevi
in domeniul gtiintific; in fiecare an, 500 de elevi intrd la Scoala Politehnicd: 400
de studenti francezi si 100 de studenti strdini (printre care intalnim in fiecare an
gi elevi romani). Dupd cum ati inteles, matematica are un rol preponderent la
Scoala Politehnicd; de aceea, selectia se face, in principal, pe baza cunogtintelor si
nivelului la matematica si, de asemenea, la fizica. Cunoagterea limbii franceze nu
este o conditie pentru candidati, caci probele de concurs pot avea loc gi in limba
engleza, iar dupa admitere Scoala va sustine cursurile de invatare a limbii franceze.
Studiile dureaza 3 ani gi indreaptd studentii spre specializare in una dintre cele
8 mari discipline predate: matematici, matematica aplicatd, fizica, informatica,
chimie, biologie, mecanica gi economie. Studentii urmeaza, de asemenea, cursuri de
stiinte umaniste si sociale, de limba i comunicare, isi pun in aplicare cunostintele in
cadrul stagiilor din intreprinderi si laboratoare si participa la proiecte in grup. Dupa
acegti 3 ani, studentii internationali au posibilitatea si-si continue formarea printr-o
specializare profesionala de 15 luni intr-una din marile gcoli aplicative sau sa continue
in domeniul cercetarii (al 2-lea an de master si apoi teza). La Scoala Politehnica,
viata de student este deosebita prin cazarea in campus, bogatia activitatilor sportive
si marea diversitate de activitdti de grup.

Pentru a ne cunoagte mai bine, vizitati situl http://www.polytechnique. edu,
iar pentru informatii privitoare la Premiul Poincaré puteti si ne contactati la adresa:
prixpoincare@polytechnique.fr.

Andrei Moroianu

40



SUGESTII PENTRU CURSURILE OPTIONALE

Matematica azi, Curs optional la clasa a VI-aV

DE DORINA HUMITA $1 MARITA MIRULESCU

Durata cursului: 36 de ore anual
Argumente pentru alegerea optionalului
Am ales acest optional pentru ci urméreste:
— sa largesc orizontul matematic al elevilor;

— sa mdresc paleta de aplicatii pe care elevii le pot rezolva utilizand baza

teoreticad adunatd panad acum;

— sd obtin un alt punct de vedere asupra matematicii, incerciAnd s-o prezint

intr-o form& cat mai accesibila si placuta.

Obiective cadru urmarite in alcituirea programei

I. Dezvoltarea interesului gi a motivatiei pentru studiul matematicii.

Obiective de referinta

Elevul va fi capabil:

— sa inteleagd importanta studiului
pentru dezvoltarea rationamentului;
— sd perceapd existenta aplicabilita-
tii practice a matematicii si impor-
tanta sa in viata de zi cu zi.

Activitati de invatare

— analizarea unor probleme a ciror
rezolvare are la bazd observatii si
rationamente imediate;

— prezentarea unor probleme cu con-
tinut practic.

IT. Crearea climatului stiintific

necesar dezvoltarii gandirii

Obiective de referinta

Elevul va fi capabil:

— sd se mobilizeze pentru a putea
intelege si participa la activitati de
probleme propuse gi de creare de
exercitii si probleme originale.

Activitati de invitare

— analizarea rezolvarii unor proble-
me date;

— propunerea de catre elevi a unor
exercitii gi probleme.

calcul specifice matematicii

ITI. Cunoasterea, intelegerea c

onceptelor, terminologiei si procedeelor de

Obiective de referinta

Elevul va fi capabil:

— sa-gi insugeasca noi concepte mate-
matice, terminologia aferenta gi pro-
cedeele de calcul specifice;

— s#-si formeze obignuinta de a re-
curge la concepte si metode mate-
matice in abordarea unor situatii
cotidiene sau rezolvarea unor pro-
bleme practice.

Activitati de invitare

— analizarea unor probleme;

— notarea prescurtati a datelor (ce
se di, ce se cere);

— exercitii de rezolvare a problemelor
tip;

— redactarea rezolvarii unor proble-
me.

) Programa optionalului a aparut in ,,Revista de matematica a elevilor si profesorilor din judetul

Carag Severin®, nr. 17, an VII-2006. (N.R.)
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IV. Dezvoltarea capacititilor de exploatare/investigare si rezolvare de

probleme

Obiective de referinta

Elevul va fi capabil:

— sa aleaga din multitudinea de actiuni
insugite §i metode studiate, pe acelea
care il vor duce la rezolvarea unei prob-
leme date.

Activitati de invitare

— rezolvarea unor probleme ce im-
plica utilizarea succesivd a mai mul-
tor metode gi procedee studiate.

V. Dezvoltarea capacitatii de a co

munica utilizind limbajul matematic

Obiective de referinta

Elevul va fi capabil:

— sd argumenteze rezolvirile facute uti-
lizand limbajul matematic adecvat;

— sa colaboreze in cadrul unei echipe la
activitati specifice disciplinei.

Activitati de invatare

— prezentarea in scris si oral a rezol-
varii unor probleme;

— elaborarea intr-un grup de lucru a
rezolvarilor unor probleme dificile.

Continuturi
Calculul unor sume.

Exemple si contraexemple in m

Lucrari de verificare.
Recapitulare.

XN ook W=

Modalititi de evaluare

Probleme de numarare §i combinatorica.
Problem deosebite de divizibilitate.

atematica.

Metoda reducerii la absurd in aritmetica.
Probleme de logica (distractiva)

1. Teste de evaluare a cunostintelor.
2. Efectuarea unor lucrari individuale sau pe grupe cu autoevaluare.
3. Chestionarea oralid pe tot parcursul anului.

4. Notarea in cadrul unor activita

SEMESTRUL I

ti practice prin observarea activitatii.

Nr. |Continuturi Obiective Nr. [Sapta- Observatii
crt. Operationale ore \méana
I. Calculul unor sume |Elevul va fi capabil: Se calcu-
1.  |Suma primelor n numere |- si recunoasca 2 [(1)si(2) [|leazd suma
naturale si aplicatii ale ei|tipul de problema primelor n
2. |Suma patratelor (cuburi-|si metoda de abor-{2 |(3) si (4) |numere pare
lor) primelor n numere|dare a rezolvarii impare)
naturale si aplicatii ale ei
3. |Sume in care intervin |- si generalizeze |2 | (5) si (6)
anumite numere ratio- |metoda invatata si
nale la calcularea altor
4. | Aplicatii sume 1 (7)
5. |Lucrare pentru verifica- 1 (8)
rea cunostintelor
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II. |Probleme de numaira- Se insista pe
re si combinatorica compunerea
6. |Principiul cutiei — s recunoasci 2 [(9) si (10) |de probleme
problemele in care care si se
7. Aplicatii se aplicd principiul|2  |(11) si (12) |incadreze in
cutiei metoda
8 Lucrare pentru verifica-|— si poatd rezolva|l (13) studiata
rea cunostintelor aceste probleme
III. |Recapitulare — si poatd propune|1l (14)
probleme de acest
tip
IV. |Probleme deosebite |- sa poatd utiliza
de divizibilitate criteriile de divizi-
9. Criteriul de divizibilitate | bilitate cu 7, 11 gi |2 [(15) si (16)
cu’? 13 in rezolvarea
10. |Criteriul de divizibilitate |unor exercitii 2 |(17)si(18)
cull
Semestrul al II-lea
11. |Criteriul de divizibilitate | Elevul va fi capabil |1 (1) Se
cu 13 — sd recunoasca calculeaza
12.  |Aplicatii numerele perfecte |1 (2) suma,
13.  |Numere perfecte gi numerele 1 (3) primelor n
14. |Numere amiabile amiabile 1 (4) numere pare
15. |Lucrare pentru verifica- 1 (5) (impare)
rea cunostintelor
V. |Exemple si contra- — sa poata construi Se insista pe
exemple in matema- |exemple gi contra- construirea
tica exemple pornind de de exemple
16. |Rolul exemplelor si la o notiune datd |2 [(6) si (7) |si contra-
contraexemplelor in exemple
matematica pentru
17.  |Aplicatii 1 (8) anumite
18. |Lucrare pentru verifica- 1 (9) probleme
rea cunostintelor date
VI. |Utilizarea metodei — s& recunoasca
reducerii la absurd problemele ce se
19. |Descrierea metodei pot rezolva folosind |1 (10)
20. |Aplicarea metodei in re- |metoda reducerii la|2 | (11) si (12)
zolvarea unor probleme |absurd
de aritmetica — sa poata utiliza
21. |Lucrare pentru verifica-|metoda reducerii la|1 (13)

rea cunostintelor

absurd
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VII. |Probleme de logica
(distractiva)
22. |Rezolvarea unor 2 |(14)si(15)
probleme de logica
VIII|Recapitulare finala 3 |(16),(17),
(18)

Standarde curriculare de performanta

Standarde minimale

1. S& recunoascd suma primelor n numere naturale si s o poatd calcula
pentru valori particulare ale lui n.

2. Sa recunoasci problemele care se pot rezolva utilizand principiul cutiei.

3. Sa congtientizeze existenta mai multor criterii de divizibilitate fata de cele
studiate la clasa.

4. Sa perceapi perfect ce inseamna exemplu si ce inseamna contraexemplu in
matematica.

5. S& cunoasca etapele ce trebuie parcurse in aplicarea metodei reducerii la
absurd.

6. Sa perceapa exact datele unei probleme de logica.

Standarde optime
In plus, fatd de standardele minimale, elevul trebuie:

1. Sa poatd calcula suma numerelor pare (impare) mai mici decAt un numar
dat.

2. Sa rezolve probleme simple de numérare.

3. Sa poata aplica criteriile de divizibilitate cu 7, 11, 13 in recunoagterea
numerelor divizibile cu ele.

4. Sa poata construi singur exemple si contraexemple pentru problemele date.

5. Sa recunoasca problemele ce pot fi rezolvate folosind metoda reducerii la
absurd.

6. Sd poatd rezolva problemele de logica (distractivd) cu grad de dificultate
mediu.

Standarde de performanti

In plus, fatd de standarde optime, elevul trebuie:

1. Sa poatd calcula gi alte sume in afard de cele relativ imediate.
2. Sa rezolve probleme folosind principiul cutiei.

3. Sa poata rezolva probleme in care intervin criteriile de divizibilitate cu 7,
11, 13.

4. Sa utilizeze contraexemple in rezolvarea unor probleme.
5. Sa opereze concret cu metoda reducerii la absurd.
6. Si rezolve probleme de logicd (distractivd) cu grad mai mare de dificultate.
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NOTE MATEMATICE

Unele serii divergente
DE GHEORGHE COSTOVICI

Abstract

This short note presents some conditions under which certain series is divergent.

Key words: divergent series
M.S.C.: 40A05

In propozitia 2 vom evidentia unele serii divergente.

1
Propozitia 1. Daci a > 0, k > 0 si ak > —, atunci avem Inx < kz?, cu
e

. . . 1 . 1
egalitate numai daca ak = — st x = -
e (ak)w
Demonstratie. Considerdm f(z) = Inz — kz® si avem:
1 1 ak 1 akz* 1
i :__kaflz__ _ - _ = (1 = akz®).
(@) P x xzlme gz x x( aka®)
Observam ca: )

1 a
(@) 1—akz® >0 akz <lez< <_k) , ceea ce implica f'(z) > 0, de
a

o <r((Z)) - ((Z)) -t (1) <o

1 1 - . «
(deoarece In — <1 & P < e, ceea ce este adevirat prin ipotezi).
a a

Apoi:

unde:

1/a
1
B) 1—dka"<0& ... x> (_k> , ceea ce implica:
a

f'(z) <0, deunde f(z)<f <<£>i> <0
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Q=

ak

(deoarece f <<a_1k>

1 1 )
) - a (hl P 1) < 0, cu egalitate numai daca ak = g)

1 1 a
Propozitia 2. Daci a > 0,k > 0,ak > -, 0<b<1,0< ¢ < (E) ,
e
an = k(0 (10 7)))" §i G = s, atunci seria:

1
1 ka —1

c© - __ ka-1

(5)—1 Iy 1 1
E Qn an® +ltb—cka an,"'> +14+b—ckk ,
n=3

Q=

este divergentd.
1
Demonstratie. Prin propozitia 1, £ > 0, a > 0 §i ka > — implica Inz < kz®

e
si deci In(Inn) < k(Inn)® pentru toti n > 1.
Atunci:

n>e=Ilnn>1= (Inn)°>1=n(lnn)°>n=

= In(n(lnn)°) > Inn = ¢, = k(In (n(lnn)%))* > k(lnn)* > In(lnn) =

= qﬁﬁ)_l In(lnn) < ¢
si:

(-1 (-1 z 1 o I
(Inn)i» =eln In(Inn) < e = F* mnn)®) — (5(Inp)e)** =

1 1 1 _ 1
= n(lnn)1+bn_1(lnn)_1_bnk"' (lnn)dm = a;lnk"’ 1(lnn)d”' LN

(L

al”
= (lnn)

1 1 1
+14+b—cka <a;1nka71:>

) (%>_1

1y
—Inn < a—l/(qfﬂ 1+1+b—ck%)n(k%—1)/(qn Fl4b—ck?) N
n
L -1/ bk ) (kF 1) /(0 T F1b—erk )
" .
n(lnn)?
Cu ajutorul criteriului comparatiei pentru serii cu termeni pozitivi, obtinem
concluzia propozitiei 2.
Observatie. Pentru b=c =k =1 gi a = 1/2 se obtine Exemplul din [1].

= aplnn =
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PROBLEME PROPUSE

. . . 7T .

233. Si se arate cd primitiva functiei f : (O, 5) — R, f(z) = sin’z, cu

p € R4, poate fi redusi la primitiva unei functii rationale in sinz daca si numai

daca p € N. Mai mult, in acest caz, primitiva nu poate contine decit o combinatie

liniard de monoame in puteri naturale ale lui sinx si cosx, precum gi un termen in
T.

Constantin P. Niculescu gi Andrei Vernescu

234. Fie G un grup aditiv abelian iar f : G — R o aplicatie cu proprietatea

flx4+y) + flx —y) <2f(x) +2f(y), Y,y <€ q.

Sa se arate cd oricare ar fi n € N, are loc inegalitatea:
f(nz) < n?f(x), Vzed.

In plus, dacd orice element al lui G are ordin finit, atunci f este o funtie
pozitiva.
Dan Radu
235. Sa se demonstreze ca: -
a) Polinomul minimal al lui cos = peste Q este:

1 1 1
= X3 - X% X+ -.
! 2 2* "3

2
b) Polinomul minimal al lui cos 77T peste Q este:

s 1 1 1
= X34 X2 - X — -,
9 *3 27 78

c) Polinomul minimal al lui cos 3777 coincide cu f.
d) Exista egalitatile:

m 27 n 3= 1 m 27 37 1
COS — — COS — + COS — = —; COS — COS — COS — = —.
7 7 7 2 7 7 7 8
Marcel Tena
236. Fie A un inel cu unitatea in care pentru orice doua elemente z si y
egalitatea binomiala:

(z+y)" = (g) "+ (711) "y o+ (nT_l 1) zy" !+ (Z) y"

este adeviratd pentru trei valori consecutive ale numarului natural nenul n (nu
neapirat acelasi pentru orice = gi y din A). Sa se arate cd A este comutativ.
Ramane concluzia adeviratd dacid A nu are element unitate?
Marian Tetiva
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237. In tetraedrul ortocentric [ABCD] se noteazi cu ha si ma lungimea
inaltimii, respectiv a medianei tetraedrului duse din varful A pe fata BCD (si ana-
loagele), iar cu r gi R razele sferelor inscrisa, respectiv circumscrisi tetraedrului.

Sa se arate ca au loc urmatoarele rafinari ale inegalitatii lui Durrande in
tetraedru (R > 3r):

11,1 111 R
42 — R4 h%  REL  REL T 324 67
9 1 1 1 1 _ 1 R!

B e e R R QU
4R2_m?4+m23+m%+m%_324 76

a)

b)

Marius Olteanu

SOLUTIILE PROBLEMELOR PROPUSE

Dupi intrarea la tipar a numirului 4/2006 al revistei, am primit — pentru problema 209
— incd doud solutii corecte de la domnii Nicusor Minculete — profesor la Colegiul National Mihai
Viteazul din Sfantu Gheorghe si Marius Olteanu — inginer la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti,
sucursala ,,Olt-Superior din Ramnicu-Valcea. Facem cuvenita mentiune in vederea completirii
listei rezolvitorilor de probleme din anul 2006.

212. In R[z] se considerd polinoamele:
n
Foz)y=z(z—1)...(x—mn+1)= ZSﬁxk
k=1

unde SL,...,S? € Z sunt numerele lui Stirling de ordinul n.
a) Sa se stabileasca o relatie intre ST’§+1,ST’§ §t S,]fl st apoi sd se dea o formuld generald
pentru calculul lui S,]i in functie de n si k.
b) Sd se arate ca orice polinom:
Pu(z) =2" +a1z" '+ ... +an

poate fi reprezentat sub forma Pp(x) = (—1)"Dy(x) unde Dy(x) este polinomul caracteristic al
unei matrici An € My (R) convenabil aleasd.
c) Sa se scrie matricea Ay de la punctul b) corespunzdtoare polinomului:

f(@) = (z - 1D)(z - 2)...(z = n),

sa se diagonalizeze aceastd matrice si apoi s se deducd o noud metodd pentru calculul numerelor

lui Stirling S’r11,+17 <oy Sy Caz particular: n = 4.
d) Se considera polinoamele:
—1)" x —1H"
en(z) = %(171)...(17@, m(z) =1— F+...+ ( n') z(x—1)...(x = n+1).

Sd se arate cd on = Ty, §i apPoi sa se exprime coeficientii lui @y, $i T, cu ajutorul numerelor
lui Stirling tn doud moduri diferite.
e) Folosind rezultatele de la punctul d), sa se stabileascd egalitatile:

o (=pnte ~ (=P
Sk =ntd" D™ g SpTr=(n -1y ——Sr T
+1 D> n —p—1
! = P g0 (n—p—DL"TF
Dan Radu

Solutia autorului. a) Deoarece:

Fri1(z) = (z — n)Fa(2),
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rezultd ca:

n+1 n n
Z S’;_ka = Z Skahtl _p Z Skok
k=1 k=1 k=1
si deci:
Sk =S8kl _nsk VEe{1,2,...,n},
iar:
Sptl=St=..=8 =1
Spre exemplu:
Si=1
Sl=-1, SZ=1,

Si=2 S2=951-282=-3 S3=1,

Deoarece Fy(p) = 0 pentru orice p € {1,...,n — 1}, iar Fi,(n) = nl, suntem condusi la
sistemul:
"8 4. 4 1kSE 4+ 418 =0
2nSE ... +2kSk 4+ 428l =0
m=1)"SP+...+(n—1DFSE+ ...+ (n-1)S. =0
n"S? 4 ... +nkFSE 4+ . +nSt=n!

Determinantul sistemului este:

m o 1 -t 1
2" 2 on—l 1 nln—1)
A= . .| =n! . Ll=CED)T 2 (=121
n™ ... n ntl 1
Rezolvand sistemul dupa regula lui Cramer, rezulta:
Sk = (=1)F~1n! Lk“ = (_1)@4%*1 . Lk“
" A 12 (n =1V
unde:
1" 1k+1 1kt sl
—k
AR = : : :
m=1D" ... (n=DFT (-1 . (n-1)

b) Se considerd matricea:

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 .. 0 0
0 0 0 e 0 1
—an —Aan—1 —Aan-—2 cee —az —ai

si fie Dp(z) = det(An — xln). Vom arita, prin inductie, cid P, (z) = (—1)" Dn(x).

Pentru n = 1, Pi(x) = = + a1; cum D1 (z) = —(z + Ry1), rezulti ci Pi(z) = (—1)' D1 ().
Presupunem proprietatea adevdratd pentru n = k, adicd faptul cd Py(z) = (—1)"Dy(z). Dez-
voltand dupd prima coloand determinanul Dy 1(x), vom obtine:

Dyyi1(x) = —xDy(x) + (—1)k+1ak+1
si deci:
Pry1(z) = 2Pp(2) + apy1 = (—1)*zDy(x) + apq1 =

= (—1)k+! (—;er(;r) + (—1)k+1ak+1) = (=1)**'Dpyq(2).

Conchidem c& proprietatea este adeviratd pentru orice n € N.
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c) Evident, zfn(z) = Fp41(x) si deci:
fa(@) =a™ + S a4+ Shy

Urmeazd ci matricea A, corespunzitoare dupd punctul b) polinomului f, este:

0 1 0 0
0 0 0 0
An = : : : :
0 0 0 1
_S’r11,+1 _S’r21,+1 e _S:;% _SZJrl

Deoarece fn(z) = (—1)"Dn(z), urmeazi cd Dy(xz) = 0 dacd gi numai dacd fn(z) = 0 si
deci valorile proprii ale lui A, sunt 1 = 1,...,2, = n. Urmeazi ci A,, este diagonalizabili, forma
sa diagonald fiind:

1 0 ... O
0 2 0
Ay =
0 0 ... n
Pentru valoarea proprie zp =p (p € {1..... n}), primele n — 1 ecuatii ale sistemului carac-
teristic sunt:
—pr1 + T2 =0
—px2 + T3 =0
—pTpn—1+xTn =0
Urmeaz4 atunci ci x; = pr;—1 = ... = p*~lx1, pentru orice i = {1,...,n}, deci putem
alege ca vector propriu, corespunzitor valorii proprii considerate, vectorul vy, = (1,p,...,p" ).

Deducem atunci, cd matricea de trecere de la baza canonicd la baza de diagonalizare va fi:

1 1 1
1 2 n
Sn =
1n.+1 2n.+1 L nn.—l

Tinand seama de faptul ci A, =S Ay, -S~1, rezultd o noud metodi de calcul a numerelor
lui Stirling prin identificarea ultimei linii din egalitatea matriciala anterioara.
In cazul n = 4, avem:

0 1 0 0 1 0 0 O
0 0 1 0 0 2 0 O

As= 0 0 0 1 ’ D=9 0 3 0|
-5t -8z -s52 -5t 0 0 0 4
1 1 1 1 24 -26 9 -1
o | 1 2 3 4 g-1_| =36 57 -2 3
=1 1 4 9 16 4 24 42 21 -3

1 8 27 64 —6 11 —6 1
Conform procedeului descris, rezulta:
S =-10, S2=35 S3=-50, Sp=24, SZ=1.

d) Evident, ¢(p) = 0 pentru orice p € {1,...,n}. De asemenea, se probeazi cu usurinti
cd mn(p) = 0 pentru p € {1,...,n}. (Se procedeazd, de exemplu, prin inductie). Pe de alti

="
!

parte, coeficientii conducatori ai lui ¢y si 7, coincid cu
Pn = Tn.
Sa observam acum ca:
=" =" 1
2on(@) = ) = (S}L+1x N sgilxnﬂ) ,

, ceea ce atrage dupa sine faptul ca
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de unde
=" 1)
<Pn(4r E Sfli% k. (1)
Pe de altd parte:

1
ﬂn(:v)fl—FFl( )+ ...+ i

si deci:
mn(z) = Z Z Sk k. 2
k=0p=~k !

e) Deoarece @, = 7y, rezultd ci in reprezentirile (1) si (2) coeficientii lui 2* trebuie si
coincidd pentru orice k € {0,...,n} si deci:

(D" ckr1 _ N~ (CDP
n! S"+1:Z p! Sp»
p=k
de unde:
o (—1)tP
s’;ﬁ:mz( ) Eh ©)

adicd tocmai prima dintre identititile solicitate.

in egalitatea de mai sus si facem schimbirile de indici n+1= N, k4+1 = N — R. Rezult}
n=N—1,n—k = R, iar cind p parcurge multimea {k,k + 1,...,n}, rezulti ci P parcurge
multimea {0,1,..., R}. Cu aceste schimbiri, egalitatea (3) devine:

R
SN=R _ (N~ 1)1 Z (=n* gN-R-1
N =  N-P 1) NP

adicd tocmai a doua identitate din enunt.
213. Sa se arate ca pentru orice n € N, n > 2, avem:

n—k—1

[Mei+y J[eGi+2 H Gi+1) [] Gi+2
i= i= =0 j=0 n
Tt z:: k!(nik)! =3

Roébert Szasz
Solutia autorului. Observim cd suma:

n—1 n—1 k—1 —k—

[[Gi+1) J]Gi+2 n_IH(32+1 H (35 +2)

i=0 i=0 i=0 =0
n! + n! * Z kl(n —k)!

este coeficientul lui ™ in produsul Cauchy al seriilor de puteri:

n—1 n—1
1_[0(31+1) . 1_[0(32+2)
? n H — = n
f(x—1+27:t si g(x)—l+z: " ™.
n=1 n=1
Cum:
n—1 n—1
[HGi+n J[EGi+2
an = =2 < =0 =3", neN,
n! n!
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1
rezultd cd seria de puteri f(x) este absolut convergentd pentru |z| < —. Seria de puteri f(z) poate
fi transcrisd in urméatoarea forma:

n

H(31'+1)

D=1t Y E
o n+1

si, dupd derivare, obtinem:

o ﬁ(3i+1) . (3n+1)ﬁ1(3i+1)
(=) nz_oiizo " =1+ Zl = 2" =
n—1 B n—1 "
[[Gi+1 [[Gi+1
71+21° (n+ 1)z —2210 2" =143 (f(z) = 1)) —2f(z) +2

Astfel rezultd problema Cauchy.

(1=32)f'(z) = f(z),  f(0)=1,
cu solutia unica:

1 1
lz] < =.

T == 5

Analog se arati ci:

1 1
g(z) = 7\3/m, lz| < 3

Din ultimele doud identitdti obtinem ca:

n—1 n—1
o [IGi+D L IIei+2 1 N
§ : =0 i=0
f(lt)g(:t) = 1“1’”:1T$n 1“1’7}:1Ta¢n = = § Snxn,

iar de aici, prin identificarea coeficientilor lui =", rezultd egalitatea dorita.

Solutie datd de Marian Tetiva, profesor la Colegiul National Gheorghe Rosgca-Codreanu
din Barlad. S& observiam cd putem scrie identitatea de demonstrat si in forma:

k—1 n—k—1
. [[Gi+1) J[ Gi+2

i=0 j=0
> =3,
= kl(n — k)!

dacd vom considera egal cu 1 un produs pentru care indicele de sumare variaza de la 0 la —1. in

aceste conditii, notand cu Sy, suma din membrul sting, putem calcula usor:

deci relatia S, = 3™ este adeviratd pentru n € {1,2} (nu avem de ce si evitdm valoarea n = 1).
Pe de altd parte, folosind recurenta coeficientilor binomiali (cu conventia ci (n) = 0 pentru

n < k sau k < 0), putem calcula:

n+1 n+1 k— —
(n+1)!Sn+1=Z< i )H 3i+ 1) H (3j+2) =
k=0 =0 7=0

k—1 n+1

i( )H(3z+1 H(3J+2 +Z( )Iﬁl(3i+1 li[ 3j +2)
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si deci, dacd facem o micid schimbare a indicelui de sumare in cea de-a doua sumi:

n k—1 n—k n k n—k—1
(4 DISpi1 =3 (Z) e+ [[Gi+2+3 (Z) [T+ J] Gi+2)-=
k=0 i=0 j=0 k=0 i=0 j=0
n n k—1 n—k—1
- (k>(3(n—k:)+2+3k+1)H(3i+1) 1 i+2|=
k=0 =0 =0
n n k—1 n—k—1
=3n+1)Y (k> [TGi+1 JI (3i+2) =30+ nSay;
k=0 i—0 j=0

agadar obtinem S,41 = 3Sn, pentru orice n > 1. Evident, impreund cu S1 = 3, aceastd relatie
duce la S, = 3™, oricare ar fi n > 1, ceea ce trebuia demonstrat.

Observatie. In exact acelasi fel putem demonstra ci, pentru orice siruri (an)n>0 st (bn)n>o0
cu proprietatea a,,_, 4+ by = p(n+ 1), pentru orice n > 0 si orice 0 < k < n (unde p este un numar
fixat, care nu depinde de n), avem:

k—1 n—k—1
. | Ioai s b;
i= = n
E —_— =D,
| — !
= kl(n — k)!

oricare ar fi n > 1 (conventia de mai sus pentru produse ramane valabild). Pentru an, = 3n+ 1 si
b, = 3n + 2 regdsim enuntul problemei 213. Din p&cate generalizarea nu ne duce prea departe de
enuntul original, sirurile considerate trebuind si fie de forma a, = pn+s, by, = pn+p—s, asa cum
usor se poate vedea, ca si verifice relatiile de mai sus (necesare obtinerii relatiei de recurents).

Solutie datd de IToan Ghitd, profesor la Colegiul National I. M. Clain din Blaj. Notdm cu
S suma din enunt. Desfacem sumele gi produsele pentru o buni observare:

147 (Bn—2)  (1-4-7-...-(3n—5))-(2) | (1-4-7-...-(3n—8))-(2-5)
5= 110! + (n—1)!-1! + (n—2)!-2!
(1-4)-(2-5-8-...-(3n—7))  (1)-(2-5-8-...-(3n—4))  2-5-8-...-(3n—1)
ot 2!(n — 2)! + 1!(n —1)! * 01! N
:i'[C,OL(l~4-7-...~(3n—2))+C,11(1-4-7-...~(3n—5))-(2)+
n:
+C2.(1-4-7-...-(30—8))-(2-5)+...+C72(1-4) - (2-5-8-...-(3n = T)+
+Cn7 1) -(2-5-8-...-(3n—4)) +C"(2-5-8-...- (3n —1))].
Fie functiile f,g : (0,00) — R, f(z) = xf%, g(z) = ;rfg, indefinit derivabile pe (0, c0).
Avem:
£ (2) = (71)"1'4'7"5;1' (3n—2) _sni1
g™ (z) = (1) 258 3n Gn-1) o5 , ceea ce se verificd ugor prin inductie.
Rezulta: ()( ()(
_rra@-st 5.8 .(3n—1)= 913"
1-4-7-...-(3n—2) = o 2.5-8...-(3n—1) = 1y

si apoi, folosind formula lui Lezibniz:

B 1 3n -f(”)(l) gn—1 -f(”_l)(l) 3. g/(l) 3n—2 -f(”_Q)(l) 32 -g”(l)
B e H e R = e
b eS8 g = ey

" (—=1)n (=1)nn! (=1)7n! ’

unde h(z)=f(z) - g(x) =z, este o functie indefinit derivabild pe (0, c0) cu derivata de ordinul n:

R (2) = (=1)" - n!- "L
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= -n!

Rezultd h(™ (1) = (-1)"

si apoi:
37l

g

(=" -nl=3"

214. Fie s > 0, fizrat. Fard utilizarea derivatelor, sa se determine:

1
2 (1 — (trigl - z) nsF2
L(s) = lim | lim

1 1
- (trig2 - ) (=12 (trign - z) 15F2 >

n—oo | z—0

unde trig € {cos, ch}.

x2 ’

(In legaturd cu problema 147 din G.M.-A, nr. 2/2003).

Nicolae Pavelescu

Solutia autorului. Si ne ocupdm pentru inceput cu calculul limitei:

1 — (triga - x)b»

- (trigag - )bn-1 .. ...

tri L)l
Ln:Ln(a17~~-7an§b17-~~vbn): lim (rlgan x) )
xz—0 x2
n € N*.
Folosim succesiv o limitd cu caracter teoretic, formalizatd prin:
. Inu Cou—1
lim — = lim
u—1 u—1 v
v—0 v—0
Avem:
n n
1 Grigora)’-or =1 n ( I1 <trigakx>”n—k+1>
. k=1 . k=1
L,=-—1 =—1 =
TN 22 o0 2
n .
. In trlgakx i 1 — trigarx
=— Z bp—k4+1 - lim Z bp—k41 - lim e D
x—0 x—0 x
k=1
akT L oagpT\ 2
n € - 2cotrig? cotrlgT a2
= Z bp—k+t1 ilg}) 22 =2- Z bpn—k+1 - lm —apx i
k=1
2
B n
=3 Z ibn—k+17
k=1
unde:
e +1, trig = cos cotrie = sin, trig = cos
1 -1, trig=ch &= sh, trig =ch
in cazul problemei propuse, avem:
. 1 1 1
L(s):nleOOQ-Ln(lJ .,n,m,m,...,@>_
n n
k2 (n—Fk+1)2
=¢- lim — = ¢- lim - =
n n n
1 1 1 1 1
:5~lim(n+1)2- -2 . + — —
A A T S i Y
_ _J +oo, trig=cos
= E(+OO) - { —00, trig —ch

Comentariu. Problema face parte, in mod evident, din aceeasi categorie cu problema nr.
147 din G.M.-A nr. 2/2003, propusd de Andrei Vernescu.
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Exceptand regula lui [’Hospital, care in enunt, este declaratd prohibitd, niciuna din metodele
expuse pe larg in G.M.-A nr. 1/2004, pp. 75-79, nu poate fi folositd aici.

Solutie datd de Ioan Ghitd, profesor la Colegiul National I. M. Clain din Blaj. a) Calculim
mai intai urmdtoarele limite:
kx “k 11)5-%-2
2(1(12sm27> (o >

S
2 <1 — (cos kx) ("*k“)”z)
= lim =

a) lim

z—0 2 —0 2
1
k n— sF2
2| (1= 2sin2 22 ) TRy o kz
2 —2sin® T 22 k2
= lim . . =
z—0 —9sin? kx k222 4 22 (n—k+1)st2
2 4
o\ T
-1 T\ (n—k+1)s
_ nkt1)sT2 21— (142sh2==
. 2 <1 (ch(kx)) (n—k+1) ) ' { < + 2 > }
b) Jim, P = tim, P =
1
kz\ (n—k+1)sF2 2
2 — k k
2 <1+25h 2 ) 1 28h2§ . Shg
= — lim . = . lim =
z—0 2sh2k—x x? (n—k+1)5t2 z—0 x
2
_ —4k?
T (n— k4 1)st2’
unde s-a folosit faptul ca:
kx
sh—~ ka _ka —kz o k
2 — 2 e 2 (e -1 x -1
lim —2 = lim - % " — Jim ( T k= k.
x—0 xT z—0 xT x—0 €T x—0 kx

De asemenea, s-a utilizat faptul ci ch2z = 1 4 sh2z.
In continuare, presupunem ci trigz = cosx gi notdm cu Ly (s) limita dupd z.

1 — 1 1
2 {1 — (cos ) n=FZ - (cos 2x) (n+ D2 .. (cosnx) 15‘*'2}
L =1 =
n(s) = lim 22
1 1 1 % 1

2 {1 — (cos x) n* T2 + (cosx) n*T2 — (cosx)n*T2Z - (cos2x) (n+D*F> . . (cosnz) 15‘*'2}

— li —
20 22
1 %2 1
2 {1 — (cos ) "S+2] 1 1 — (cos 2z) (n=1"F2 . . (cos nx) 1S+2} a)
= i i e FT 2
i, 2 i (cos @) 22
1 1 1 1
a) 12 2 {1 — (cos 2x) n=DF2 4 (cos 2z) (=D _ (cos2z) (n=D*F2 . . (cosnx) 15‘*'2}
= pet2 +1-91er10 22
1
Daci se scade si se adaugi pe rand cite un (cos kx) (n=k+D*~2 | obtinem:
12 22 n?
Ln(s) = etz —+ 7(”4 — 1)S+2 +...4+ lst2°
Daca trige = chz, atunci:
1 1 1 —Ll 1
2 |1 — (cha) »"F2 + (chz)n"F2 — (chz)7»F2 . (ch2z) »—DF2 . . (chnz)1°+2
L =1 =
n(s) = lim 22
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1 1 -1 1
2 {1 — (chz) 'rﬁ*z} (chz)nst2 .2 {1 — (ch2z) n=DF2 .. (chnz) 15+2}

— 1' 1' E)
=t = + Jim = =
1 1
_ (n—1)s+2 | . 52
b) —4.12 ‘ 2 {1 (ch2z) ...+ (chnz)1 }
= + lim
’FLQ z—0 12

1
Analog, daci se scade si se aduna cate un (chkx) (n—k+D+2 " rezulta:

12 22 n?
Ln(s) =4 (771,5"’2 =+ 7(7117 1)s+2 +...+ 1s+2> .

12 22 n? o
Dar o T e T T e 2 s deck
. 12 22 nZ \
ni»moo ns+2 + (TL — 1)S+2 ot 1s5+2 -

Urmeaza ca:

e oo, dacd trig = cos
L(s>fn£mooL”(S)*{ 00, daca  trig = ch

Nota redactiei. O solutie corectd a problemei a dat si domnul inginer Marius Olteanu de
la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-Superior* din Ramnicu-Valcea.

215. Fie x1,x2,...,xn numere reale pozitive astfel incdt x1x2 ...z, = 1. Sa se arate ca

n+1
pentru Ee—) <r<1, avem:

M + = ot o > 1.
i t+x2+...+xn T1tTHL+ ...+ Tn r1+...+Tn—1+ ]

Vasile Cirtoaje

Solutia autorului. Aplicind inegalitatea Cauchy-Schwarz, avem:

Z 1 S (1 + 2+ ... +xp)?
ezt T Y m@] + a2+t 2n)
Prin urmare, raméane si ardtam ca:

(x1+ 224+ ... +24)?
211(x1+x2+...+xn)

>1

- k)
adica:
el a2 >l el el

Aceastd inegalitate se obtine pe baza inegalitdtii lui Cebdsev si a inegalitatii mediilor. Astfel,
pentru —1 <r < 1, avem:

Z z3 > 1 ( :v}_r> (Z xi""r) > (z1x2 ... Tp) e Z x%""r = Z :v}"'r,

n

. n+1
iar pentru _Ll <r< -1, avem:
n—

v

2 2
ngzz%y%zz(m.m.mn%: :
- n—1
Ty

1 1 1 1 1 i1
2 n Z e (Z x—r—l) 2 N s Z o1 :le :
:1/_1 n—1 1 \/(le2 N :I/ln) n—1 1
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Cu aceasta, inegalitatea este demonstratd. Avem egalitate dacd si numai dacd z; = zg =
=...=xzp=1.

Nota redactiei. O solutie partiald a problemei a dat si domnul inginer Marius Olteanu
de la S.C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-Superior” din Ramnicu Vilcea.

216. Sa se arate cd eristd giruri de functis (fn)p>1, fn @ [0,1] — [0,1], continue, care
satisfac simultan urmdtoarele proprietati:

1
a) /fn(;r)dx converge la zero;
0 n>1
b) sirul (fn(x))n>1 sd nu conveargd pentru nici un x € (0,1);
¢) fiecare functie sa ia fiecare valoare strict pozitivd de cel mult doud ori (i.e. |fn*({a})| <
< 2 pentru orice o € (0,1] si orice n € N*).
Razvan Iagar

Solutie datd de Marian Tetiva, profesor la Colegiul National Gheorghe Rosgca-Codreanu
din Barlad. Fie (an),>1 0 enumerare standard a numerelor rationale din intervalul (0, 1):
1 1 2 1 2 3 1 2 3
ap = 57(12 = g,as = 57(14 = 1705 = Z,GS = Zﬂ? = 370‘8 = E,GQ = g
(desigur, unele numere se repetd, dar acest lucru nu ne deranjeazi). Dacs, pentru un n € N*, avem

an = g, unde p §i g sunt intregi pozitivi, p < ¢, definim functia f, prin:
q

Cp—1
0, pentru z € |0, ——

L q

-1 [p—1
q(;th), pentru x € L’B}
q L 4 q

T) = c

fn(=) <p+1 > P p+1}
q| —— —x), pentru z€ |-, ——

q Lq q

[ 1
0, pentru = € Ii,l}

L 4

Continuitatea fiecdrei functii f, se verificd imediat, de asemenea faptul ca:

1
/fn(x)da: = 1
q

0

(de fapt, acestea se vid foarte bine geometric: graficul lui f, este linia frantd OABCD, unde O este
originea, iar punctele A, B, C, D au respectiv coordonatele ((p — 1)/g¢,0), (p/q,1), ((p +1)/q,0) si
(1,0); atunci integrala functiei f, pe [0, 1] este egald cu aria triunghiului ABC, cu baza de lungime
2/q si indlgimea 1). Cum girul numitorilor numerelor a, are limita co rezultd cd este indeplinita
prima conditie:
1
lim fn(z)dz = 0.
n— 00
0

De asemenea, graficul fiecdrei functii f, fiind format din doud segmente ,orizontale* (OA
si CD, agezate pe axa Oz) si doud ,oblice* (AB si BC), este clar ci f, ia fiecare valoare pozitivi
de cel mult doud ori; de fapt, ia valoarea 1 doar o datd, in p/q, si orice altd valoare din (0,1)
exact de doud ori (si, bineinteles, ia valoarea 0 de o infinitate de ori). Ne mai riméne s verificim
conditia b).

Fie, pentru aceasta, z € (0,1). Dac# an este un numir de forma 1/g, cu ¢ suficient de mare
incat sd avem 2/q < z, rezultd ci z este in afara intervalului (0,2/q), in care fy, ia valori nenule.
Altfel spus, existd o infinitate de indici n astfel incat fn(z) = 0.

Pe de altd parte, pentru fiecare intreg pozitiv ¢ putem considera partea intreagd s a numaru-
lui 2qz, adicd s este acel numair intreg pentru care avem s < 2gx < s + 1; iar dacd g este destul de
mare, avem s > 1. Dacd s este par, s = 2p, avem:
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2p—1<2p < 2qx < 2p+1,
iar pentru s = 2p — 1 (impar):
2p—1<2qx <2p<2p+1;
oricum, vedem ci pentru orice intreg pozitiv ¢ (suficient de mare) gasim un numar natural 1 <p < ¢q
astfel incat:
p 1 p 1
2p—1<2qx <2p+1& - - —<zx <-4 —.
q 2q q 2
O verificare simplad prin calcul (sau o scurtd privire asupra graficului) aratd cd pentru n
astfel incat a, si fie egal cu un asemenea p/q avem fn(x) > 1/2. Prin urmare girul (fn())n>1
are atat un subsgir cu toti termenii 0, cat si un subsgir cu toti termenii mai mari sau egali cu 1/2,
deci nu are cum si fie convergent (iar asta se intampld pentru un x € (0,1) ales arbitrar); astfel si
conditia b) este indeplinitd de sirul de functii pe care l-am construit si problema este rezolvati.

217. Fie x, y, z numere reale astfel incdt S = x +y + z > 0. Sda se arate ca are loc
inegalitatea:

9(z 4y + 2)(wy + yz + 2z) — 9zyz) < ()2((x +y + 2)3 — 27xy2),
S
sensul inegalitatii fiind dupa cum doud dintre numerele x, y, z sunt mai mici sau egale cu 3

. o . . S
(respectiv doud dintre numerele x, y, z sunt mai mari sau egale cu g)
Marian Tetiva
S S
(SanUZ gayZ g:

), atunci, in mod necesar, x = y = z (= —) si intre cei doi membri ai inegalititilor din

S
g:zé

w|

S
Solutia autorului. Este clar cd, dacd avem z < 3 y <

z 2

enunt avem semnul egal. De aceea, singurele cazuri interesante raman cele doud din enunt; vom

wl|

S S
considera unul dintre ele, de pildd si presupunem cid x < 3 y < 3 siz < 3 si sd ardtdm ca:

9((z+y+2)(zy + 22+ yz) — 9zyz) <2((z+y+ z)% — 27wyz).

S& notam:
3 3 3

a:—x, b:—y7 c:—z. Atunci a+b+c=3, a<1,b<1 s c¢<1.
S S S

Inegalitatea de demonstrat este atunci echivalentd cu:

9 ﬁ i ﬁ " ﬁ abS? " acS? i beS? _9 abeS? <
3 3 3 9 9 9 27 -

<2((ﬁ+§+§> 727-“bcsg),
- 3 3 3 27
deci cu (5% nu uitdm cd S >0sia+b+c=23):
ab + ac + be — 3abe < 2(1 — abe) < ab + ac + be < 2 4 abe.
Acum fie A=a—1, B=b—1si C =c—1; rezulti ci:
A+B+C=0 si A<0,B<0, C>0,

iar inegalitatea de demonstrat se transforma in:
A+ DB+DHA+DC+D+B+DC+D) <24+ (A+1D)(B+1)(C+1) <
& AB+AC+BC+2(A+B+C)+3<24ABC+AC+BC+A+B+C+1<0<ABC.
Inegalitatea la care am ajuns fiind evidentd, demonstratia este incheiata in acest caz; dacad
doud dintre numere sunt > § (si al treilea < E) vom avea doud dinte numerele A, B, C pozitive

si al treilea negativ, deci produsul ABC < 0 si sensul se schimba peste tot.

Solutie datd de Nicusor Minculete, profesor la Colegiul National Mihai Viteazul din Sf.
Gheorghe. Fie:

E(x,y,2) = 2((x +y + 2)° — 2Tayz) = 9 (¢ +y + 2)(ay + y= + 22) — 9ay2).
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Cum z +u + 2 = S, avem E(z,y,2) = 253 — 9S(zy + yz + 2z) + 27zyz, deci:
E(z,y,2) = =52+ 35% — 9S(zy + yz + 2z) + 2Txyz =

B [ Ty AT .

S S S
=-27T|—=-—x — -y ——z]).
3 3 3
« . 1 L S . . o
Dacd doud dintre numerele z, y, z sunt mai mici sau egale cu 3 atunci E(z,y,z) > 0, iar daci

S

dou# dintre numerele x, y, z sunt mai mari sau egale cu 3 atunci E(z,y,z) <O0.

Observatii. a) Conditia S =z + y + z > 0 este inutilJ.

S
b) Egalitatea are loc cand unul dintre numerele z, y, z este egal cu 3
I((x +y+ 2)(xy + yz + 22) — 9zyz) < (2)2((z +y + 2)° — 27wyz),

Nota redactiei. O solutie aseminitoare cu cea de mai sus a dat Ioan Ghitd, profesor

la Colegiul National I. M. Clain din Blaj. De asemenea, o solutie corectd, dar calculatorie, a

dat domnul inginer Marius Olteanu de la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-
Superior* din Ramnicu-Valcea.

ISTORIA MATEMATICII

Tiberiu Popoviciu (1906-1975)"
DE MARIOARA COSTACHESCU

Tiberiu Popoviciu este un savant de renume mondial. Prin lucrérile sale, prin lectiile si
seminariile stiintifice pe care le-a condus, a creat o gcoald roméaneasci de Analizd numerici.

A fost un mare specialist in Analiza matematicd, Teoria aproximadrii, Teoria convexitatii,
Analiza numericd, Teoria ecuatiilor functionale, Aritmetici, Teoria numerelor si Teoria calculului.

Teza sa de doctorat, elaboratd sub indrumarea profesorului Paul Montel, la Paris, contine
bazele Teoriei functiilor convexe de ordin superior. Notiunea de functie convexid de ordin superior,
apare in teoria lui Tiberiu Popoviciu ca rezultat al studierii comportirii fati de o clasi speciald de
functii, cea a polinoamelor de un grad dat. Acest concept std la baza cercetdrilor pe care le-a facut
Tiberiu Popoviciu in:

o studiul reprezentarii unei functii liniare A : Cla,b] — R de grad de exactitate n care nu
se anuleazid pe nici o functie f € Cla,b], convexd de ordinul n pe [a, b];

e studiul comportdrii polinoamelor de cea mai bund aproximare ale functiilor din Cla, b]
convexe sau concave de un ordin precizat;

e studiul restului in procedeele liniare de aproximare.

Scoala intemeiatd de Tiberiu Popoviciu a devenit cunoscutd gi dincolo de hotarele Romaniei,
nu numai prin numeroasele lucrari publicate de el gi de elevii sdi, ci gi prin cele 6 colocvii gi doud
seminarii cu participare internationald organizate intre anii 1957 si 1975 in cadrul Institutului de
Calcul din Cluj al Academiei Romane, al cidrui fondator a fost.

De numele lui Tiberiu Popoviciu se leagd prima monografie de teoria convexititii, cunoscuta
carte ,Les Fonctions Convexes“. Deosebit de valoroase pentru invitiméantul roménesc au fost:
cartea de Analizd numericd si cursurile de Analiza reald, de Matematici superioare, de Algebra si
de Analizd matematici scrise de Tiberiu Popoviciu.

1) Prezentul material ar fi trebuit si apars in mod normal in cadrul rubricii noastre din nr.
4/2006, cand a avut loc centenarul nagterii regretatului academician Tiberiu Popoviciu. Din p#cate,
ne-a parvenit tarziu, dupd intrarea la tipar a revistei. Ne facem, totusi, o datorie de onoare in a-1
publica, chiar cu intarziere.

Profitim de aceastd notd de subsol pentru a-i adresa doamnei profesoare Marioara Constanti-
nescu multumirile noastre, pentru frumoasele cuvinte de apreciere a Cursurilor de varad organizate
de S.S.M.R. la Bugteni continute in scrisoarea de trisurd a prezentului material. (N.R.)

59



Cea mai lungd perioadd din activitatea sa didacticd si de cercetare, Tiberiu Popoviciu a
petrecut-o la Cluj. Aici s-a ocupat de cresterea, din randul tineretului, a unor valorosi cercetatori,
un rol important jucandu-l ,Seminarul de Teoria Aproximdrii cu aplicatii la Analiza Numericd“,
infiintat de el, in 1946, anul venirii sale la Cluj.

Institutul de Calcul din Cluj a luat fiintd in 1957, in baza Hotararii Sesiunii Generale a
Academiei, ca urmare a demersurilor ficute de Tiberiu Popoviciu, pe care l-a avut ca director pana
la desfiintare, in 1975, prin decretul care punea capat activitatii celor trei institute de matematica
din tard ale Academiei.

Activitatea sa la Institutul de Calcul a avut o puternica influenta si asupra muncii didactice.
Acest lucru s-a concretizat prin predarea primelor cursuri de Limbaje de programare si Magini de
Calcul din tara.

in legatura cu rezultatele deosebite obtinute sub conducerea lui Tiberiu Popoviciu in dome-
niul tehnicii de calcul si informaticii se pot mention urmitoarele:

o In anul 1961, la Institutul de Calcul din Cluj, se termini calculatorul DACICC-1 (Dispo-
zitiv Automat de Calcul al Institutului de Calcul din Cluj) care devine un nume cunoscut al primei
generatii de calculatoare romanesti. DACICC-1 facea parte din generatia a doua de calculatoare
complet tranzistorizate.

e In 1969 s-a realizat la Cluj cel mai performant calculator de conceptie roméneascd din
perioada anilor 1960-1970.

DACICC-200 realiza 200.000 operatii aritmetice/secundi, ceea ce era o performanti la
vremea respectivd. Din punct de vedere tehnologic DACICC-200 apartinea generatiei a doua de
calculatoare, dar el continea multe elemente i concepte ale generatiei a treia (lungimea cuvantului
era de 32 biti, memoria era organizatd in octeti adresabili cu control de paritate, dispunea de
un sistem hardware de tratare a intreruperilor, de o serie de mecanisme de executie paraleld a
operatiilor printre care pregitirea si executia instructiunilor etc.). Din punct de vedere software,
la DACICC-200 apare pentru prima datd la noi in tard, notiunea de sistem de operare pentru un
calculator de conceptie proprie. Sistemul de operare al calculatorului DACICC-200, continea un
monitor care realiza gestiunea perifericelor, tratarea intreruperilor precum si gestiunea regimului de
lucru multitasking. Sistemul cuprindea de asemenea un compilator FORTRAN, doud asambloare
pentru doud limbaje de programare (PAS si MOL), un incdrcitor si un bibliotecar.

Un aport deosebit de important in dezvoltarea matematicii clujene l-au avut seminariile de
cercetare ale Institutului, seminarii care si-au continuat activitatea si dupd desfiintarea Institutului.

Altad realizare remarcabild a lui Tiberiu Popoviciu a fost reactivarea, in 1958, a revis-
tei ,Mathematica®“ si infiintarea in 1972 a revistei ,Revue d’analyse numerique et la Théorie de
L’approximation®.

A infiintat, in 1967, ,Seminarul Itinerant de ecuatii functionale transformat apoi in ,,Semi-
narul Itinerant de ecuatii functionale, aproximare gi convexitate* ale cdrui sesiuni anuale se des-
figoard si astizi.

A organizat, in calitatea sa de presedinte al filialei din Cluj a Societatii de Stiinte Mate-
matice, consfituiri cu profesorii de liceu, in mai multe orage din Transilvania (Bragov, Cluj, Arad,
Satu Mare), pentru introducerea elementelor de tehnicd de calcul in invitdmantul preuniversitar.

A fost un matematician activ si creator pana la brusca sa disparitie, in 1975, la nici jumatate
de an de la desfiintarea Institutului pe care l-a creat si condus.

Bibliografie
[1] www.c.s.ubbcluj.ro.
[2] www.atic.ora.ro.
[3] www.academieromana.ro.

Liceul cu Program Sportiv din Roman
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DIN VIATA SOCIETATII

A XXXIII-a Sesiune de comunicari metodico-stiintifice
a Filialei Prahova a S.S.M.R.

Sambatd 21 octombrie 2006 a avut loc a XXXIII-a Sesiune de comunicdri metodico-stiintifice
a Filialei Prahova a S.S.M.R. Ea s-a desfigurat, ca si in precedentii trei ani, pe doui sectiuni, fiind
gdzduitad la hotelul Mara din localitate, in cele doud sili de conferinte ale sale.

Sesiunea a avut un caracter comemorativ, marcand — cu acest prilej — un an de la disparitia
profesorului Adrian Ghioca — cel ce a fost, de-a lungul timpului, animatorul entuziast si neobosit
al acesteia.

Lucrarile au debutat cu o gsedintd in plen, dedicatd comemordarii, in cadrul cdreia au fost
rostite alocutiuni menite si evoce personalitatea profesorului Adrian Ghioca. Printre cei care au
vorbit, cu acest prilej, se numird prof. Nicolae Angelescu — inspector de specialitate gi vice-
presedinte al filialei, prof. Petre Nachild — vicepresedinte al filialei, prof. Mariana Cojoianu —
directoare adjunctd a Colegiului Mihail Cantacuzino din localitate, prof. univ. dr. Miron Oprea,
prof. Olimpia Popescu si semnatarul acestor randuri.

in final i-au fost decernate, post mortem, profesorului Adrian Ghioca doud diplome: o
diplomé de excelentd pentru sprijinul acordat in ultimii 10 ani la organizarea Cursurilor la Busteni
pentru perfectionarea profesorilor de matematicd — diploma acordatd de conducerea centrald a
S.S.M.R. —, precum si o diploméa pentru activitatea depusd in cadrul Filialei S.S.M.R. Prahova —
diploma acordatd de conducerea filialei. Diplomele au fost inméanate atat familiei cat si conducerii
Colegiului Mihail Cantacuzino al cdrui director a fost — un mare numir de ani — profesorul Adrian
Ghioca.

in continuare au fost prezentate, in plen, urmstoarele comuniciri, dedicate memoriei dece-
datului:

1. prof. univ. dr. Horea Banea (Universitatea Transilvania din Bragov): ,Asupra unei
probleme a lui Adrian P. Ghioca®;

2. prof. univ. dr. Miron Oprea (Universitatea Petrol si Gaze din Ploiesti): ,Sectiunea de
aur intre mit si realitate’;

3. conf. univ. dr. Eugen Pdltanea (Universitatea Transilvania din Bragov): ,,Asupra unor
inegalitdti trigonometrice®;

4. conf. univ. dr. Andrei Vernescu (Universitatea Valahia din Targoviste): ,Asupra unor
integrale®.

Lucririle, apoi, s-au desfigurat (din cauza numdirului mare) pe doud sectiuni.

Prima sectiune a avut ca moderatori pe prof. univ. dr. fon D. Ion, prof. univ. dr. Miron
Oprea gi conf. univ. dr. Fugen Pdaltanea; ea a reunit urméitoarele comunicari:

1. prof. univ. dr. Ion D. Ion (Universitatea din Bucuresti): ,Monoidul endomorfismelor
unei S-multimi libere®;

2. prof. univ. dr. Miron Oprea (Universitatea Petrol si Gaze din Ploiesti): ,Asupra unor
clase de probleme de geometrie combinatoricd®;

3. prof. univ. dr. Constantin Marinescu (Universitatea Transilvania din Bragov): ,,Pro-
bleme de extrem in geometrie®;

4. conf. univ. dr. Cristinel Mortici (Universitatea Valahia din Targovigte): ,Cateva
probleme cu siruri fira epsilon‘;

5. prof. Mircea Trifu (secretar general al S.S.M.R, Bucuresti): ,Centenar Dumitru
Mangeron®;

6. prof. Mihai Gavriluf (Roman): ,Observatii asupra unei inegalitdti din culegerea lui
Adrian P. Ghioca®;

7. prof. Alezandru Popescu-Zorica (Bucuresti): ,Diverse si altele®;

8. prof. Anghel Dafina (Colegiul National Nicolae Iorga din Vilenii de Munte): ,Imaginatia
in problemele de loc geometric®;

9. prof. Cristina Dumitrescu (Colegiul Mihail Cantacuzino din Sinaia): ,Proiectarea
didacticd — rigoare si flexibilitate in atingerea idealului educational®;

10. prof. Awvram Corneliu Manescu (Liceul teoretic din Azuga): ,Asupra formulelor lui
Stirling si Wallis“;
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11. prof. Radu Visinescu (Colegiul National I. L. Caragiale din Ploiesi): ,,Consideratii
privind teorema lui Lagrange®;

12. prof. Mihaela Alexandra Ghidu (Liceul Pedagocic din Ploiesti), prof. Maria Ionescu
(Colegiul Tehnic Lazir Edeleanu din Ploiesti): ,Descentralizarea — o provocare a invitimantului
preuniversitar romanesc®;

13. prof. Ion Nedelcu (Colegiul National Mihai Viteazul din Ploiegti): ,Posibilitdti de
determinare a unor grupuri izomorfe®;

14. Gheorghe Bumbicea (Scoala generald nr. 1 din Busteni): ,,Geometria patrulaterului
circumscriptibil gi inscriptibil®.

Profesorul Al. Popescu-Zorica
sustindndu-gi comunicarea prezentatd la sesiune.

Cea de a doua sectiune a avut ca moderatori pe prof. univ. dr. Constantin Popovici,
conf. univ. dr. Cristinel Mortici si conf. univ. dr. Andrei Vernescu. in cadrul ei s-au prezentat
urmitoarele comunicari:

1. prof. univ. dr. Constantin Popovici (Universitatea din Bucuresti): ,,Algoritm pentru
determinarea numerelor perfecte®;

2. lector univ. dr. Dinu Teodorescu (Universitatea Valahia din Targoviste): ,Inegalititi
elementare in probleme de convergentd®;

3. prof. Olimpia Popescu (Ploiesti): ,Notiunea de modul in matematica gimnaziald;

4. prof. Adrian Lungu (Grupul scolar energetic din Campina): ,,O aplicatie a matematicii
existentiale®;

5. prof. Silvia Berbeceanu (Grupul Scolar din Plopeni), prof. Ion Berbeceanu (Scoala
generald Carol I din Plopeni): ,Curriculum de decizia scolii — un model de curs optional pentru
clasa a XI-a%;

6. prof. Florin Smeureanu (Inspector Scolar al judetului Valcea): ,Progresii aritmetice
formate din numere prime*;

7. prof. Adrian Stroe (Liceul Mihai Viteazul din Caracal): ,,Asupra unui gir remarcabil®;

8. prof. Ioana Craciun, prof. Gheorghe Craciun (Scoala generald Carol I din Plopeni)):
»Revista ,Axioma — supliment matematic* in peisajul publicistic romanesc*;

9. prof Radu Simion (Colegiul National Mihai Viteazul din Ploiegti): ,Relatia lui Sylvester
in plan, in spatiu si generalizare in R™;

10. prof. Rozana Soare (Liceul Nichita Stinescu din Ploiegti): ,,Structuri algebrice deter-
minate pe submultimi ale lui C*;

11. prof. Constantin Soare (Liceul Nichita Stdnescu din Ploiesti): ,,Aplicatii ale numerelor
complexe in studiul polinoamelor regulate®;

12. prof. drd. Maria Stoica (Liceul Nichita Stinescu din Ploiegti): ,Seria armonici.
Proprietati;

13. prof. Rozana Lici (Grupul scolar energetic din Ploiegti): , Aplicarea metodelor de
predare centrate pe elev in matematicad®;

14. prof. Adelina Apostol (Scoala generald Nicolae Iorga din Ploeigti): ,Aplicatii ale
relatiilor metrice in triunghi si patrulater.
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Lucrérile sesiunii au reunit un numir foarte mare de participanti — credem, peste 120 —
care au audiat cu deosebit interes comunicarile, luaAnd parte activa la discutii si avAnd interventii
pertinente.

Organizatorii sesiunii au fost, ca de obicei, Inspectoratul Scolar Judetean Prahova si Filiala
S. S. M. R. Prahova. Din partea conducerii centrale a S.S.M.R. au participat prof. Mircea Trifu —
secretar general si semnatarul acestor randuri.

In fine, un ultim cuvant de multumire trebuie si adresim profesorului Constantin Bucur,
directorul Colegiului Mihail Cantacuzino din Sinaia, care s-a dovedit a fi o gazdd deosebit de
amabild gi primitoare.

Dan Radu

Diplomele de excelentd ale S. S. M. R. pe anul 2006

Biroul Consiliului S.S.M.R. a instituit acordarea Diplomei de excelenta in fiecare an,
incepand cu anul 2006. Aceasta reprezintd, potrivit Regulamentului de acordare a diplomei, re-
cunoasterea de citre Societatea de Stiinte Matematice din Romania (S.S.M.R.) a meritului acelor
cadre didactice care, cu talent si perseverentd, si-au daruit intreaga viatd cultivdrii invatdmantu-
lui matematic roméanesc gi ale ciror cariere de exceptie constituie modele demne de urmat pentru
generatiile urméatoare.

Comisia, formatd din patru membri (prof. univ. dr. Dan Brdnzei, conf. univ. dr Fugen
Paltanea, prof. Nicolae Sanda si prof. dr. Marcel Tena) si avind ca presedinte pe prof. univ. dr.
Dorin Popescu, a analizat propunerile primite si a decis prin consens ca, pentru anul 2006, diploma
sd fie acordatd urmétorilor: acad. Petru T. Mocanu, prof. univ. dr. Horea Banea, prof. univ. dr.
Alezandru Lupag, prof. univ. dr. Mirela Stefanescu, prof. Laura Constantinescu, prof. Liliana
Niculescu si prof. Gheorghe Szdlldsy.

Se cuvine o scurtd prezentare a activitatii laureatilor.

Acad. dr. PETRU T. MOCANU
Universitatea Babeg-Bolyai din Cluj-Napoca

S-a nascut la 1 iunie 1931, la Briila, oras in
care urmeazi cursurile preuniversitare. Incepand cu
anul 1950 se inscrie la Facultatea de Matematicd a
Universitatii din Cluj, pe care o absolvd in 1953. De
aceastd cetate culturald si stiintifica a Ardealului isi
leagd definitiv viata si activitatea. Ocupd, pe rand,
toate functiile unei cariere universitare de exceptie:
asistent (1953-1957), lector (1957-1962), conferentiar
(1962-1970) si, dupd 1970, profesor universitar.

La sugestia si sub indrumarea maestrului sau,
acad. Gh. Calugdreanu, isi sustine, in anul 1958, teza
de doctorat cu titlul ,Metoda variationald in studiul
functiilor univalente“. Acestui domeniu al analizei
complexe 1i dedicd cea mai mare parte din activitatea
sa gtiintificd, devenind specialist de prim rang in dome-
niu. in perioada 1966-1984 si 1999-2000 este seful ca-
tedrei de teoria functiilor, urmasg de drept al ilustrului
sdu inaintag, profesorul Cilugireanu.

A predat Analizi complexd (curs de bazd), dar si alte cursuri speciale (Functii univalente,
Teoria geometricd a functiilor, Spatii Hardy etc.).

A fost profesor vizitator la Institutul Politehnic din Conakry (Guineea) si la Bowling Green
State University, Ohio, S.U.A.

A indeplinit intre anii 1968-1976 si 1984-1987, functia de decan al Facultitii de Matematica,
iar apoi, in perioada 1990-1992 pe aceea de prorector al universititii clujene.

Este Doctor Honoris Causa al Universititilor din Sibiu gi Oradea, este membru corespondent
al Academiei Romane din 1992, membru al Societatii Americane de Matematicd (A.M.S.) si membru
al Societ#tii de Stiinte Matematice din Roménia (chiar de la infiintarea Filialei Cluj a Societitii
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in 1964). A fost presedintele acestei filiale si apoi, timp de doud legislaturi, intre 1996-2003, a fost
presedintele S.S.M.R.

Este redactor gef al revistei clujene Mathematica si membru in comitetele de redactie ale
revistelor Studia UBB gi Bulletin Mathématique de la Société des Sciences Mathématiques de
Roumanie.

S-a ingrijit de aparitia volumului ,,Gheorghe Cilugdreanu, Opere alese, Editura Academiei,
1992. Din anul 1972 a fost coordonator a peste 35 lucriri de doctorat. In reviste internationale de
prestigiu a publicat un numadr de 50 de articole, iar in reviste roméanesti, 125 de articole. Multe din
rezultatele proprii sunt citate, utilizate sau extinse in peste 500 de articole sau teze de doctorat de
peste 250 de autori.

A riamas legat si de matematicile elementare. Exemplificdim prin articolul ,Observatii
privind calculul unor integrale“ — in Revista de matematicd a elevilor din Transilvania (1994)
si, mai ales, prin materialele prezentate la seminarul de Didactica Matematicii.

in Gazeta Matematici a publicat ,Despre o teoremi de acoperire in clasa functiilor uni-
valente®, pecum si articole comemorative (Gh. Cdlugireanu) sau aniversare (Cabiria Andreian-
Cazacu).

Om de o vastd culturd in domenii incluzand: matematica, literatura, muzica (este un
reputat violonist), profesorul Petru Mocanu este un om de o mare modestie si bunitate.

in vara anului 2006 a fost sirbitorit la cei 75 de ani de viati. Au fost de fati persoane
reprezentative din conducerea Universitdtii si a Facultétii clujene, delegati ai altor universitdti din
tard, reprezentanti ai Academiei Romane. Cu aceastid ocazie i s-a inméanat Diploma de excelenta
a S.S.M.R.

Prof. univ. dr. HOREA BANEA
Universitatea Transilvania din Bragsov

S-a nadscut la 27 septembrie 1934 in orasul
Cluj. Studiile universitare le urmeaza la Facultatea
de Matematicd si Fizicd a Universitdtii din Bucu-
regti (1952-1957), iar dupd absolvire functioneazi ca
preparator la Catedra de Matematicd a Institutului
Politehnic din Bragov (1957-1958). O perioadd este
profesor la Scoala tehnicd postliceald Steagul Rosu si
la Liceul teoretic Andrei Saguna din Bragov (pani in
1970), apoi lector la I.C.P.P.D., filiala Bragov (1970-
1979), lector (1979-1990) si conferentiar (1990-2003)
la Universitatea Transilvania din acelasi orag. In anul
2003 este numit, prin ordin al ministrului, profesor
universitar onorific. La 11 septembrie 2004, Catedra
de ecuatii a Facultidtii de Matematicd-Informaticd a
universitdtii bragovene il sdrbitoreste pe prof. univ.
dr. Horea Banea, printr-o sesiune gtiintificid jubiliara,
cu prilejul implinirii varstei de 70 de ani si a iegirii la
pensie (1 octombrie 2004).

in anul 1974 sustine teza de doctorat cu titlul
wEcuatii diferentiale de ordin neintreg®. in referatul asupra lucririi, conduc#torul stiintific, acad.
Miron Nicolescu, scria ,,... Curentul general al cercetdrii matematice apare ca un suvoi puternic
care duce cu el aproape intreaga incdrcaturd a gandirii matematice. Din loc in loc, totusi, de-a
lungul albiei principale a acestui suvoi apar incercari de evadare. Unele sunt repede abandonate.
Altele sunt continuate, pe linii secundare, intretinute de convingerea celor care le efectueazi ca
va veni vremea in care astfel de cercetdri vor fi integrate in curentul general al cercetarii“. Atat
intuitia autorului privind alegerea subiectului, cit si aprecierile profesorului Miron Nicolescu au
fost confirmate chiar in anul sustinerii tezei (coincidenti!) de Conferinta internationald ,Fractional
Calculus and its applications desfiguratd la New York, dar gi de lucriri de mai tarziu (a se vedea,
de exemplu, monografiile ,Integrale si derivate de ordin fractionar si unele aplicatii ale lor“, S.G.
Samco, A.A. Kilbas, O. I. Maricev, 688 pag, 1987, ,Fractional differential equation®, 1998).

Sd mentiondm aici, ca ,incident“ amuzant-amar, referatul facut articolului ,,Sur I’interpre-
tation de ’operateur de dérivation d’ordre fractionnaire” trimis Bulletin-ului editat de S.S.M.R. in
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anul 1978: ... Tinand seama cd observatia cuprinsi in articol poate prezenta interes, fie si ca o
curiozitate, recomandim publicarea ...

Pe langd aceastd temd, activitatea stiintificd a domnului profesor s-a realizat pe alte doud
directii: Ecuatii diferentiale cu parametru mic pe langid derivatele de ordin superior si Metodica
predarii matematicii. O bund parte a activitdtii este legatd de unele aspecte ale invatdmantului
matematic, fie ele cercetdri de naturd metodicd, fie de pregitire a elevilor pentru matematica de
performantd, fie de perfectionarea profesorilor din invdtdmaéantul preuniversitar. A condus peste
100 de lucrari pentru obtinerea gradului didactic I, unele dintre acestea transformandu-se in carti
tipdrite (mentiondm aici doar lucririle regretatilor profesori Oliver Konnerth, ,,Gresgeli tipice in
invatarea analizei matematice®, 1982 si Florin Cdrjan, ,,54 invatdm geometrie®, 1984, la cel din urma
fiind cooptat gi in comisia de doctorat). A organizat conferinte de matematici pentru profesori,
avand invitati de seamd: Florica Cdmpan, Ciprian Foias, Solomon Marcus, N. N. Mihdileanu,
Alezandru Popescu-Zorica. A ficut parte din comisiile pentru realizarea programelor in vederea
obtinerii gradelor didactice si din cele de examen.

in vederea pregatirii elevilor pentru concursurile de matematicd a tradus doud carti de
referintd: ,,Probleme de matematicd din revista sovieticd Kvant®, 1983 si ,,Olimpiadele matematice
rusesti“, 1993-2002, 2004. De mentionat cd volumul al doilea al primei lucrdri nu a mai vizut lumina
tiparului. El a circulat pe foi dactilografiate in cadrul taberelor de pregitire a elevilor pentru etapa
finali a olimpiadei. in prezent este presedintele concursului ,,Laurentiu Duican®, dincolo de functie
ascuzandu-se de fapt (chiar dacd nu este singur) responsabilitatea selection#rii problemelor propuse.

A sprijinit publicatiile Societitii, realizand, sub redactia filialei Bragov a S.S.M.R., mai
multe numere ale Gazetei Matematice, seria B (fiind pans in 1996, membru in Comitetul de redactie
al acestei reviste), sau propunand articole metodice pentru Gazeta Matematici, seria A.

Este autorul unor lucrdri legate de problemele propuse intre anii 1976-1995 la examenele
profesorilor de matematici sau de metodici (,Metodica pred#rii matematicii®, 1998).

A participat cu lucriri (referate, comuniciri) la activititile organizate de filialele S.S.M.R.
Brasov, Sibiu, Sf. Gheorghe, Ramnicu Sarat, Prahova, Tulcea. Pana in 1991, timp de 15 ani, a
detinut functia de vicepresedinte al Filialei Bragov a S.S.M.R., iar timp de trei ani (1995-1998) a
facut parte din Consiliul Societitii. In prezent este pregedinte de onoare al Filialei Bragov.

Jintrucat ... am avut mai multe activititi cu profesorii gi studentii (unii au ajuns profesori
remarcabili), as putea, fortand lucrurile, si-mi atribui o infim# pirticicd din succesele avute de
elevii lor, despre care unii m-au informat, dar aceastd tranzitivitate de merite reprezinti doar firul
de legiturd intre generatiile succesive de dascili“, noteazd undeva, domnul profesor cu finete si
modestie.

Diploma de excelenta a S.S.M.R. i-a fost inmanati la Sinaia, in cadrul celei de-a XXXIII-
a Sesiune metodico-gtiintificd organizatd de Filiala Prahova a Societatii.

Prof. univ. dr. ALEXANDRU LUPAS
Universitatea Lucian Blaga din Sibiu

S-a ndscut la 5 ianuarie 1942 in orasul Arad.
Dupé absolvirea Facultdtii de Matematicd a Univer-
sitaii din Cluj (1964), functioneazi ca cercetdtor sti-
intific principal la Institutul de Calcul al Academiei
Romane, Filiala Cluj, si la Institutul de Tehnicd de
Calcul din aceeasi localitate panid in 1976. Devine
lector la Institutul de Invitimant Superior din Sibiu,
Facultatea de Mecanicad (1976-1980), apoi conferentiar
(1980-1990) si profesor la Universitatea Lucian Blaga,
Facultatea de Stiinte, Catedra de Matematicd. De-a
lungul anilor, acoperd prin preocupdrile domniei sale
domenii de interes ca: Analizi matematicd, Mate-
matici economice, Matematici financiare si actuariale,
Teoria aproximairii, Analizd matematicd, Functii spe-
ciale, Securizarea datelor.

Primegte titlul de doctor in stiintele naturii,
specializarea matematicd (cu distinctie) la Universi-
tatea din Stuttgart, in 1972, iar, in anul 1976, titlul
de doctor in matematici la Universitatea Babes-Bolyai
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din Cluj, cu lucrarea ,,Contributii la teoria aproximarii prin operatori liniari®.

A absolvit Institutul Goethe (1971) si a fost bursier Humboldt la Universitatile din Stuttgart
si Dortmundt. Activitatea gtiintificd se concretizeazi in peste 100 de articole publicate in reviste
de prestigiu din tara si straindtate, citate de peste 250 de autori, a sase monografii si a zece cursuri
universitare. Din anul 1994 este conducidtor de lucriri de doctorat (8 doctori si 5 doctoranzi). A
fost invitat sd conferentieze in Germania, Bulgaria, Suedia. A participat cu lucrari la Congresul
International al Matematicienilor din 1968 de la Moscova. Este referent stiintific la prestigioasele
reviste Mathematical Reviews si Zentralblatt fiir Mathematik. A organizat Simpozionul National
de Inegalitati (4 editii, incepand din 1981), a initiat si organizat Ro Ger-Seminar (6 editii).

Activitatea domnului profesor a fost apreciatd cu distinctii ca: Medalia jubiliard a S.S.M.R.
(Centenarul Gazetei Matematice 1995), Ordinul Meritul pentru invitimant in grad de ofiter (2004),
Medalia de argint pentru merite in invitdmant a Rectoratului Universitatii Lucian Blaga din Sibiu
(2005).

Impitimit filatelist si bibliofil, are importante semnaliri la revistele Curierul Filatelic si
Filatelia. A indeplinit importante functii: rector interimar al Universititii din Sibiu (1990), Decan
al Facultatii de Stiinte de la aceeasi universitate (1990-1992).

A ramas un pasionat al matematicilor elementare, dovadi fiind numeroasele note, articole
si probleme publicate in Gazeta Matematicd (ambele serii), RMT. Este deja foarte cunoscutd nota
»Asupra problemei 579 din Gazeta Matematicd* (GMB-8/1976) in care di o elegantd solutie pro-
blemei lui Traian Lalescu. Mai amintim ,Asupra numdirului ¢ (GMB-1976), ,Cateva probleme
deosebite (GMA-1999), ,,Cum apreciem unele solutii (GMA-1/2001). A mai publicat in revis-
tele Astra din Sibiu si Octogon (fostd Gamma), Arhimede, dar si in Mat. Vesnik i American
Mathematical Monthly.

A fost pregedintele Filialei Sibiu a S.S.M.R. (1977-1991).

Diploma de excelenta a S.S.M.R. i-a fost inméanatd la Universitatea Lucian Blaga din
Sibiu in cadrul unei activititi festive.

Prof. univ. dr. MIRELA STEFANESCU
Universitatea Ovidius din Constanta

S-a ndscut pe 8 decembrie 1941, in com. Ghir-
doveni, jud. Dambovita.

Studiile preuniversitare le urmeaza la Campulung
Muscel si Campina. In clasele a [X-a si a X-a participi la
faza pe tard a Olimpiadei de Matematicd, ca reprezentanta -

a regiunii Ploiesti.

Este absolventd a Facultdtii de Matematicd a Uni- T
versitdtii din Iagi, promotia 1964, cu diplom& de merit, ¥
ceea ce a ficut si fie retinutd in facultate, ca preparator. (.

Devine, pe rand, asistent (1966-1968), lector (1968-1990) .
§i conferentiar (1990-1993) la aceeasi facultate. in 1985

beneficiazd de o bursi la Universitatea din Tiibingen. Din !

1993 este profesor universitar la Universitatea Ovidius din

Constanta.

in 1977 isi sustine teza de doctorat cu tema ,,Co-
respondente intre structuri algebrice. A tinut cursuri si
seminarii de Teoria grupurilor, Aritmetica si teoria nu-
merelor, Teoria categoriilor, Algebre universale, etc.

Din 1991 este conducdtor de doctorat, cu 10 doctori si 6 doctoranzi.

Publica unsprezece carti: Teoria lui Galois, Ex Ponto, 2002, Introducere in teoria grupurilor,
Algebre Jordan, 2001 s.a. si peste 50 de articole in reviste de prestigiu din tard si stridinidtate.
Participa la peste 40 de conferinte internationale.

Este membru in colectivele de redactie ale revistelor ,,Analele Stiintifice ale Universititii
Ovidius* din Constanta, Mathematical Reports, ROMAI Journal. Este organizator al unor impor-
tante conferinte de algebri la Tasi si Constanta.

A condus, incepand cu 1970, peste 125 de lucrdri pentru obtinerea gradului I in invatimant
pentru profesori din judetele Moldovei si Dobrogei. A indeplinit functia de inspector gcolar gene-
ral la Inspectoratul Scolar Constanta (1997-1999) si de pregedinte al Consiliului National pentru
Aprobarea Manualelor (1999-2001).
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Pregedintele Emil Constantinescu ii acordd medalia ,,Pentru Merit in grad de comandor*
(dec. 2000).

Este membru al S.S.M.R. din 1964. A ficut parte din Comitetul Filialei Iagi a Societitii
(presedinte prof. univ. Adolf Haimovici), ocupandu-se de organizarea cursurilor de vard pentru
profesorii din invitdméntul preuniversitar, la Piatra Neamt (1997, 1998), precum si din Consi-
liul Societatii, iar, in mai multe randuri, din Comisia de organizare a Olimpiadei Nationale de
Matematica.

Diploma de excelenta a S.S.M.R. i-a fost acordatid la Universitatea ,Ovidius* din Con-
stanta, cu ocazia deschiderii Scolii Nationale de Algebri, septembrie 2006.

Prof. LAURA CONSTANTINESCU
Liceul Teoretic Octavian Goga din Sibiu

S-a niscut la 1 martie 1935, la Sibiu, parintii fiind profesori in acelasi orag. A urmat scoala
primard pe langa Scoala Normald de fete, trei clase gimnaziale la Liceul Domnita Ileana, iar liceul
la Scoala Medie nr. 3 (actualul Liceu teoretic Octavian Goga) din Sibiu.

Pasiunea pentru matematicd i-a fost insuflati in liceu de citre profesoara de exceptie care a
fost Maria Vasu. Ca urmare, intre 1952-1957, urmeazi cursurile Facultitii de Matematici-Fizici,
sectia matematicad a Universitatii din Bucuresti. Aici are ca profesori pe toti marii matematicieni ai
timpului Cabiria Andreian-Cazacu, Dan Barbilian, Alezandru Froda, Aristide Halanay, Constantin
Tonescu-Tulcea, Mihai Neculce, Octav Onicescu, Miron Nicolescu, Grigore Mosil, Caius Iacob,
Nicolae Teodorescu, Victor Vdalcovici, Gheorghe Vranceanu. Examenul de stat il sustine la acad.
Nicolae Teodorescu cu lucrarea ,Metode functionale in studiul ecuatiilor cu derivate partiale
de tip eliptic®, apreciatd cu calificativul ,foarte bine‘.

Dupéd absolvire, functioneazi ca dascil, la
Sibiu, la liceul pe care l-a urmat, de unde se pen-
sioneazd in anul 1990. Pentru scurt timp functioneazi
si ca asistent la catedra de matematica la Scoala Mili-
tard Superioard de Ofiteri Nicolae Bilcescu din Sibiu.

Obtine gradul I in invdtdmant in anul 1973,
presedinte de comisie fiind acad. Gheorghe Mihoc.

Are o preocupare constantd in pregitirea

% B
elevilor cu aptitudini deosebite pentru matematica;

astfel elevii Radu Magda, Dumitru Zagan, Petru
Sténgescu vor face parte din laureatii olimpiade- L
lor nationale, iar elevul Ilie Bdrza este cooptat in
lotul pentru ,internationald“. Aldaturi de alti dis-
tingi profesori de matematici din liceu (Ilie Stanescu, i
Harald Miiller, Oliver Konnerth, ca si dim numai v
cateva exemple) a ficut ca aceastd unitate scolard si
fie mentionata cu rezultate deosebite in activitatea cer-
curilor de elevi, iar rubrica rezolvitorilor din Gazeta
Matematicd in care se nominalizeazd elevi sibieni si

fie constant substantiali.
A prezentat la cercurile pedagogice, la activitidtile S.S.M.R. sau la consfituri nationale

materiale legate de teme noi care urmau si fie introduse in programele gcolare (Notiuni de teoria
grupurilor, 1958, Transformari geometrice, 1962, Bazele programairii linaire, 1963, Elemente de teo-
ria probabilitétilor, 1964, Structuri algebrice, elemente de logicd matematica, 1966, Cateva notiuni
de lingvisticad matematicd, 1968, Calculatorul si prelucrarea datelor, 1971). Tot in acelasi cadru
a prezentat si multe materiale de metodicd (observatii asupra proiectelor de programi de mate-
maticd in liceu, 1963, Asupra manualului de geometrie, 1966, Rolul contraexemplelor in predarea
matematicii, 1978).

A facut parte din comisiile pentru obtinerea gradelor didactice si a olimpiadelor nationale
de matematicd (Bucuresti, Constanta, Galati).

Este autor (in colaborare) a manualului de geometrie pentru clasa a IX-a, apirut in 1964
si folosit, cu revizuiri, pand in 1978.

De-a lungul anilor a colaborat cu probleme propuse la diferite publicatii, in special la
Gazeta Matematici, seria B, unde a publicat peste 200 de probleme. in anul centenarului acestei
reviste este premiatd pentru cea mai bund problema propusd. Colaborarea cu Gazeta Matematicad
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a continuat si dupd pensionare, cu regretul cd geometria pland, domeniu predilect, pierde din ce in
ce mai mult teren.

A primit, prin decret prezidential, titlul de Profesor Emerit, in 1974. A fost distinsi, de
asemenea, cu Diploma de onoare a S.S.M.R., precum si cu diplomele Liceului Octavian Goga,
respectiv Inspectoratului Scolar Sibiu (2001).

Diploma de excelenta a S.S.M.R. i-a fost inméanata in cadrul unei actiuni a Filialei Sibiu
a Societatii.

Profesor LILIANA NICULESCU
Colegiul National Carol I din Craiova

S-a nadscut la 29 ianuarie 1947 la Sibiu, oragul in care urmeazi toate cursurile preuniver-
sitare. Este absolventd a Facultatii de Matematicd-Mecanica, Universitatea din Bucuresti, promotia
1970. Functioneazi ca profesor de matematicd, la inceput la Liceul Pedagogic din Bucuresti, apoi,
cea mai mare parte a timpului, la Colegiul Carol I din Craiova, de unde se pensioneazd in anul
2004.

Ca elevd a Scolii medii nr. 3 din Sibiu (actualul Liceu Teoretic Octavian Goga) este menti-
onatd in Gazeta Matematicd in anul 1964 ca avand o activitate deosebitd la rubrica rezolvitorilor.
Un an mai tarziu, ii apare in revistd prima problemd propusd. Anul 1965 se pare ci ii este favorabil:
este cooptatd in urma barajelor succesive in lotul ldrgit si apoi in echipa Romaniei, care participa
cu 8 elevi la cea de-a VII-a Olimpiadd Internationald de Matematicd de la Berlin (devine prima
elevd selectatd in lotul pentru ,internationale”, performantd care va fi reeditatid peste multi ani de
eleva Ana Caraiani). Rezultatul la Berlin este pe misura agteptirilor: o medalie de argint (din cele
patru ale Romaniei, care ocupd un merituos loc trei, dupd U.R.S.S. si Ungaria), totodata realizand

cel mai bun punctaj din lotul roméanesc si cel mai mare punctaj dintre toate elevele participante!
A fost desemnatd si rosteascd, din partea elevilor, cu-

vantul de inchidere la olimpiada.

Pasiunea pentru activitatea matematicd de
perfomantd a rdmas o constantd in preocupdrile de
mai tarziu ale doamnei profesoare. Se poate méandri,
in acest sens, cu elevul Mugurel A. Barciu (medalie de
aur la Balcaniada de la Sofia, 1985, medalie de argint,
respectiv de aur, la Olimpiadele Internationale de la
Helsinki, 1985 si Havana, 1987), dar si cu incd 13 pre-
mianti la fazele finale ale concursului de matematica
care, in prezent, sunt doctori sau doctoranzi in ma-
tematicd. In ultimii cinci ani are sapte premianti la
faza nationald a concursului de matematicd si doi pre-
mianti la Concursul National de Matematicd din Bul-
garia. A fiacut parte din Comisia centrald a olimpiade-
lor nationale de matematicd de la Ramnicu Valcea,
Arad, Botosani, Constanta, Sibiu, Bistrita; a insotit
echipa Roméniei la Balcaniadele de matematicd din
Cipru (1980) si Iugoslavia (1989), a ficut parte din
comisiile de coordonare a Balcaniadei de la Constanta
(1991) si a Balcaniadei de juniori de la Targu Mures
(2002).

Este autor sau coautor la 3 manuale si 16 culegeri de probleme destinate elevilor din in-
vitdmantul preuniversitar si peste 10 note si articole publicate in revistele Gazeta Matematici,
Cardinal, Titeica, unde face parte si din colegiile redactionale. De asemenea a ficut parte din
Comisia de evaluare a manualelor gcolare (2001).

in prestigiosul Colegiu National Carol I din Craiova a participat la pregatirea elevilor in
cadrul grupelor de excelentd, a contribuit la organizarea celor sase editii ale Concursului de mate-
maticd ,lon Ciolac, 2001-2006, iar prin Programul Socrates, a participat la programele Fundatiei
»N. Vasilescu-Karpen*.

A primit titlul de profesor evidentiat in anii 1982, 1983.

Este membru al S.S.M.R. din anul 1970.

Diploma de excelenta a S.S.M.R.i-a fost acordatd in ambientul deosebit al Casei Uni-
versitarilor din Craiova, in cadrul unei activitdti organizate de Filiala Craiova a Societatii.
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Prof. GHEORGHE SZOLLOSY
Colegiul National Dragos Voda din Sighetu Marmatiei

S-a ndscut la 17 septembrie 1939, in Oradea. A ab-
solvit Liceul I. Ranghet (in prezent liceul Farcag Bolyai)
din Targu Mures in anul 1954, apoi Universitatea din
Cluj, in anul 1958. in continuare functioneazi ca pro-
fesor de matematicd la mai multe unitdti de invatdmant
din Sighetu Marmatiei, pensionandu-se in anul 1998 de la
Colegiul National Dragos Vodd din localitate.

In cei 40 de activitate didactici a pregitit sute
de absolventi care sunt in prezent profesori, economisti,
ingineri. Printre acestia, un loc deosebit il ocupd Bog-
dan si Orest Bucichovski, primul, castigator al Olimpiadei
Nationale, clasa a X-a (1979), cel de-al doilea, medaliat cu
argint la olimpiadele internationale de matematica de la
Washington (1981), Budapesta (1982) si Paris (1983).

O activitate cu adevdrat remarcabild a domnului
profesor este aceea de propunitor de probleme. A inceput si publice probleme din anul 1964,
in Gazeta Matematicd, Revista Matematicid din Timigoara (in limba romand), Matlap (in limba
maghiard) si Octogon (in limba englezi). Recent, dupd o munci sustinuti, a reusit sistematizarea
pe teme a problemelor (peste 4500, dintre care 1300 publicate), in vederea realizirii unui volum
aflat deja in atentia unei edituri. S& mentiondm ci mai mult de juméitate dintre problemele propuse
au fost ,nidscocite dupid pensionare...

Este membru al filialei Maramures a S.S.M.R., incd de la infiintare.

Este un reputat jucdtor de tenis de masd (a fost finalist la campionatul republican din
1959) si de gah (finalist la campionatul republican pe echipe), dar si un cunoscut jucitor de bridge
(campion al Transilvaniei in 1975 la perechi, obtinand si doud medalii de bronz la campionatul
national pe echipe).

Diploma de excelenta a S.S.M.R. i-a fost inmanatd in cadrul unei sedinte festive a filialei
Maramures a Societdtii, organizatd cu aceastd ocazie.

Mircea Trifu

REVISTA REVISTELOR

R. M. M. — revista de matematicd mehedinteana

Domnul profesor Gheorghe Ciiniceanu din Turnu Severin — redactorul sef al publicatiei —
ne-a expediat ultimul numair aparut al revistei, anume nr. 6 din decembrie 2006.

Revista dedicd un mare numér de pagini Concursului interjudetean ,Petre Sergescu®, pre-
zentand programul simpoziomului national organizat cu aceastd ocazie (39 de comuniciri), subi-
ectele de concurs (clasle IV-XII), lista completd de laureati ai concursului, precum si o selectie de
referate prezentate cu aceastd ocazie. De asemenea, in acest numdr se inaugureazd si o rubricd noud
destinatid prezentirii unor scurte biografii ale elevilor mehedinteni care s-au realizat profesional cu
ajutorul matematicii, fie in tard, fie pe alte meleaguri. Ni se pare beneficd si interesantd aceastd
initiativd , care ar fi bine si fie preluatd si de alte publicatii locale, deoarece realizare — pe plan
profesional — a unor membrii ai comunititii locale poate constitui un real indemn pentru elevi si
se dedice studiului matematicii.

in fine, trebuie si mentionim numeroasele materiale grupate sub genericul ,Cercul de
matematicd®, precum si iardgi — ca un fapt pozitiv si cu caracter emulator — publicarea unor liste
complete a tuturor laureatilor din judet ai diverselor concursuri locale si nationale.

Oricum, R. M. M. sparge tiparele obisnuite in care sunt concepute publicatiile locale de
profil (si care calchiazi, in genere, Gazeta Matematici) dovedindu-se, in continuare, o aparitie
proaspitd si interesantd. Si fie aceasta explicabil si prin caracterul prea putin mercantil (reflectat
si printr-o listd redusd de rezolvitori) impus publicatiei de Colegiul Redactional?

Dan Radu
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Sinus — revisti de matematici pentru invatamantul preuniversitar

Prin bundvointa domnului dr. ing. D. Bditan, ne-au parvenit la redactie primele sase
numere (anii 2005 si 2006) ale revistei editate de Societatea stiintifici ,Cyganus® de pe langd
Centrul UNESCO din Suceava. Vom aminti ci revista il are ca director pe prof. V. Monacu.

Editata in conditii grafice deosebite, publicatia suceveand se adreseazi elevilor de gimnaziu
si de liceu, ,oferind acestora si profesorilor lor un mijloc de a comunica prin limbajul complex si
atat de fascinant al matematicii (prof. V. Sutac in ,La inceput de drum®).

Ca un element pozitiv trebuie si mentiondm faptul cd fiecare numdir contine 5-6 note
matematice, pastrandu-se, astfel, un bun echilibru intre materialele teoretice publicate gi problemele
propuse elevilor spre rezolvare. Vom mentiona cate un titlu din fiecare cele sase numere ce ne-au fost
puse la dispozitie, subliniind faptul ca selectia este destul de aleatorie si subiectivd: ,,Generalizari
ale formulei a doua de medie pentru integrala definitd“ (I. Bursuc), ,Metoda reducerii la absurd“
(D. Isopescu, L. Lupasteanu), ,Asupra unor recurente de tip functie* (A. Tigderu, M. David),
,Preciziri la unele relatii de evaluare in triunghi“ (D. Bdaitan), ,Structura grupurilor matriciale
abeliene de ordin finit“ (C. Tigderu), ,Demonstratii ale unei inegalitdti geometrice in triunghi (D.
Bditan).

Dan Radu

Creatii matematice

La Suceava a fost lansatd o noud publicatie matematicad intitulatd ,,Creatii matematice®,
conceputd si apard in doud serii: seria A (cu doud aparitii anuale), si seria B (cu patru aparitii
anuale), ambele sub directia profesorului Ton Bursuc din localitate. Mentiondm ci la redactie ne-au
parvenit numerele 1 si 2 din seria A (2006) si numirul 1 din seria B (2006).

De la bun inceput trebuie si ne manifestim nedumerirea in ce constd diferenta dintre cele
doud serii, intrucat ambele sunt subintitulate ,Revistd de culturd matematicd pentru invatadmantul
preuniversitar, beneficiazi de aceeasi prezentare grafici si — in principiu — abordeazi cam aceeasi
problematicd. Mai mult, in prezentarea la lansare a ambelor serii — ficutd de prof. univ. univ.
dr. Dorel I. Duca, membru de onoare al ambelor comitete de redactie — nu am sesizat nici o
deosebire in ceea ce priveste sfera de preocupdri a celor doud serii si nici relativ la categoriile de
cititori (diferentiate) cdrora li s-ar adresa. Vom mai observa si faptul cd de nicdieri nu rezulta cine
editeazid aceste reviste, ceea ce ne face si credem ci ele sunt rodul unei initiative pur particulare.
Poate, in viitor, redactia ne va lamuri aceste nedumeriri.

in ceea ce priveste continutul, acesta se inscrie in linia generald a revistelor locale destinate
invatdmantului preuniversitar, publicand o serie de articole gi note matematice, probleme de examen
si concurs, precum si probleme propuse si rezolvate pentru ciclurile gimnazial si liceal. Un fapt
pozitiv ce trebuie mentionat este numarul mai mare decat se obignuieste de note matematice si
articole inserate in coloanele revistei.

Dan Radu

Creative Mathematics and Informatics

La Baia Mare a vidzut lumina tiparului volumul 15 (2006) al Lucrarilor Seminarului de
Creativitate Matematici, editat de Departamentul de Matematici si Informaticd al Universititii
de Nord din localitate.

Fiind o revistd cu caracter gtiintific, nu vom face comentarii asupra continutului ei, multu-
mindu-ne doar si citdm titlurile cAtorva articole care ni s-au pdrut mai interesante: ,New refina-
ments for the AM-GM-HM inequalities* (M. Bencze), ,Geometric prequatization of the dual of Lie
algebra SO (6)* (M. Ivan), ,From non-Euclidean geometries o Picasso, Stravinski ...“ (D. Papuc)
etc.

Dan Radu

Revista de Matematicd din Timigoara

Domnul profesor Ion Damian Bdrchi, directorul publicatiei, ne-a trimis ultimul numér
tipdrit al acesteia: nr. 4/2006 (anul XI — seria a IV-a).

Din punctul de vedere al calitdtii problemelor propuse elevilor spre rezolvare, revista igi
mentine standardul ridicat, bucurandu-se de o largd audientd printe acestia si profesorii lor, fapt
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dovedit de aria geograficd largd de rdspandire probatd de lunga listd a rezolvitorilor de probleme.
Cele doud note matematice inserate in acest numér sunt: ,,Asupra inegalititii lui Gerretsen®

(C. Lupu) si ,Inegalitatea lui Fagnano* (M. Miculita).
Dan Radu

Revista de matematica a elevilor si profesorilor

din judetul Carasg-Severin

Ultimul numér al revistei editate de filiala Carag Severin a S.S.M.R care a sosit la redactie
este numarul 18 (an VII-2006).

Revista isi pédstreazd structura si formatul numerelor prezentate anterior, mentinandu-si
nivelul din punctul de vedere al accesibilitdtii si al volumului de informatie prezentat cititorilor.

Tata titlurile cAtorva scurte note inserate in prezentul numdr: ,Cateva relatii metrice in
patrulatere si tetraedre” (N. Staniloiu), ,Asupra unei probleme a lui D. V. Ionescu“ (D. Bdatinetu-
Giurgiu), ,Despre asimptotele unei functii spre +oo si —oo* (N. Petrisor), ,O demonstratie in-
ductiv analiticd a inegalit#tii mediilor (D. Mdarghidanu). Vom face precizarea ci aceastd ultimi
notd reprezintd un caz particular, accesibil elevilor, al unei probleme generale, abordate de autor
in articolul acestuia publicat de noi in prezentul numair al revistei.

in fine, vom mai mentiona si proiectul de curs optional, semnat de profesorul Lucian
Dragomir — principalul animator al revistei —, care continud, dupd cum se pare, traditia unor
astfel de proiecte ce reprezintd — credem — un real sprijin in activitatea didacticd a profesorilor de
matematica.

Dan Radu

Revista de matematici din Valea Jiului

Revista de matematici din Petrogani nu mai este, de acum, o cunosgtinti noud pentru
cititorii nogti. Iatd cd am primit si numaérul 3, din septembrie 2006.

Din sumarul acestui numar vom cita: ,,O altd extindere a unor inegalititi geometrice*
(M. Stoica, Gh. Stoica), ,,O consecintd a concavititii functiei sin pe (0,7)“ (D. St. Marinescu,
V. Cornea), ,Siruri a-derivabile® (Gh. Stoica), ,Cateva exemple de siruri derivabile* (D. M.
Batinetu-Giurgiu).

De asemenea, vom aminti interesanta si amuzanta rubricd ,Divertisment matematic®.

Dan Radu

Axioma — supliment matematic

Redactorul coordonator Gheorghe Crdaciun ne-a trimis ultimul numar aparut al publicatiei
prahovene — nr. 19 (anul VI-2006).

Revista se mentine in linia — si cu structura — pe care si cu alte ocazii am prezentat-o.
Din cuprinsul el vom mentiona materialul ,Realitatea (modulo Moisil)* semnat de prof. univ. dr.
Miron Oprea si care comemoreazd 100 de ani de la nagterea regretatului matematician roméan. Tot
domnia sa semneazi (pe coperta 4) si o scurtd tabletd comemorativd dedicatd centenarului nagterii
acad. Tiberiu Popoviciu.

Vom mai remarca faptul cd publicatia contine nu mai putin de 15 pagini de rezolvitori.
Oare de ce retea de distributie beneficiazd? Poate asupra acestei probleme vom mai reveni si cu
altd ocazie.

Dan Radu

Revista de informare matematica

Revista bragoveani editatd de S.C. GREEN ECO S.R.L. a ajuns la numdrul 12 (anul VI-
2006).

Ea continud si fie, de fapt, o culegere de probleme, cu aparitie periodici, utild — probabil—
profesorilor gi elevilor in activitatea de clasd, lucru ce explicd si volumul destul de mare de rezolvitori
inserati la fiecare numir. Materialele teoretice cu caracter informativ sunt destul de ,subtiri® si
nu foarte consistente. Singurul material mai interesant, publicat in cadrul rubricii ,Istoria Mate-
maticii“, apartine profesorilor Alezandru si Tinca Pavel din Mangalia si este intitulat ,Impresii de
cilitorie — Insula Samos®. In rest — nimic nou fati de numerele precedente.

Dan Radu
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Revista de matematica si informaticia

Domnul Profesor Alezandru Pavel din Mangalia ne-a expediat ultimul num#r apdrut (nr.
3-4, anul VI-2006) al revistei constangene.

Ca de obicei, revista contine numeroase si variate tipuri de probleme, propuse gi rezolvate,
de la ciclul primar si pand la ultimii ani de liceu. Desigur sunt inserate si cateva probleme de
informaticd, care dau revistei o notd aparte.

Singura notd matematicd publicatd — intitulatd ,,C.m.m.d.c. si c.m.m.m.c“ este semnata de
prof. univ. dr. I. Cucurezeanu unul din cei doi coordonatori ai revistei. Celdlalt coordonator al
publicatiei — prof. I. Tiotioi — publici, in acest numdr, o scurti dare de seami despre tabidra de
matematicd a rezolvitorilor din R. M. I. C. desfasurata la Sinaia in luna august 2006.

Dan Radu

RECENZII

LAURENTIU PANAITOPOL, ALEXANDRU GICA, Probleme de aritmetica
si teoria numerelor. Idei si metode de rezolvare,
Editura GIL, Zalau, 2006

Volumul celor doi distingi autori reprezintd cea de a 10-a carte inseratd de Editura GIL in
cadrul seriei ,Biblioteca Olimpiadelor de Matematicd*“. De la bun inceput trebuie si spunem ca
ea depdseste cu mult scopul propus, constituindu-se intr-un veritabil regal de aritmeticd si teoria
numerelor, interesind pe orice producdtor si consumator de matematicd. Nu trebuie sd uitdm ca
primul dinte autori este unul dintre matematicienii actuali romani de marcé, care, de-a lungul unei
vieti intregi, s-a aplecat cu dragoste si pasiune asupra problematicii matematice — cu precddere
legate de aritmeticd si teoria numerelor si care a fost si unul dintre principalii animatori ai Gazetei
Matematice gi ai concursurilor scolare. In acest context, nu este de mirare ci autorii au ales
drept motto al volumului un mare adevar rostit, cAndva de Paul Halmos: ,Problemele sunt inima
matematicii®.

Prezentul volum se doregte o continuare a doud mai vechi cirti pulicate de autori in
Editura Universititii din Bucuresti gi anume: ,Probleme celebre de teoria numerelor (1998) si
,O introducere in Aritmeticd si Teoria numerelor (2001) — modest mentionte de autori in text,
sub denumirea de ,,Curs®.

Lucrarea este impdartitd in 17 capitole — pe care, din cauza lipsei de spatiu, nu le vom
enumera — , acoperind intreaga arie a domeniului abordat. Fiecare capitol debuteazd cu indicarea
catorva rezultate teoretice, menite a-1 ajuta pe cititor in rezolvarea problemelor. De asemenea,
sunt expuse si cateva probleme complet rezolvate, ,pentru a sugera mai bine ideile si metodele de
rezolvare din acel capitol®.

Problemele sunt ierarhizate dupd gradul de dificultate, ultimele fiind, indeobgte, extrem
de dificile si constituind o invitatie cadtre cercetare si reflexie. Fard a pardsi cadrul ,elementar
(ca aparat matematic utilizat), ele indrumi cititorul c#tre capitole ale teoriei numerelor ce apartin
matematicii superioare, actuale in esentd si perpetuu generatoare de idei si metode noi in matema-
tica moderna.

Foarte multe dintre problemele incluse in culegere sunt originale (chiar dacd acest lucru
este specificat cu parcimonie), pentru cele clasice sau ale ciror autori sunt cunoscuti ficandu-se
cuvenitele mentiuni.

Consideram ci aceastd superbd carte, consideratd de autori ca adresandu-se ,tuturor celor
pasionati de teoria numerelor”, nu trebuie s lipseascd din biblioteca nu numai a oricdrui elev sau
profesor pasionat de matematicd, ci a oricirui matematician (profesionist) care se respectd pe sine
si pentru care matematica constituie un autentic mod de viata.

Dan Radu
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ARTHUR ENGEL, Probleme de matematica, strategii de rezolvare,
Traducere de Mihai Baluna,
Editura GIL, Zalau, 2006

Cartea de fatd este rezultatul lectiilor de pregitire ale echipei germane pentru concursurile
de matematicd la cel mai inalt nivel. Sunt sintetizate aici principalele teme prezente la O.I.M.

Tata lista capitolelor ce constituie continutul prezentei lucrari: 1. Principiul invariantilor;
2. Demonstratii prin colorare; 3. Principiul extremal; 4. Principiul cutiei; 5. Combinatorica
enumerativd; 6. Teoria numerelor; 7. Inegalitdti; 8. Principiul inductiei; 9. Siruri; 10. Polinoame;
11. Ecuatii functionale; 12. Geometrie; 13. Jocuri; 14. Alte strategii.

Fiecare capitol debuteazd cu exemple ce pun in evidentd ideile principale gi continud cu
probleme (insotite mai adesea de solutii complete, sau, mai rar, de indicatii). Lucrarea cuprinde
peste 1300 de exemple si probleme. Deoarece cartea contine probleme pentru orice nivel (de la
cele mai simple, pand la cele mai dificile propuse vreodatd la o competitie), ea se adreseazi, in
egald mdasurd, atat antrenorilor si participantilor la concursurile matematice, cat si profesorilor de
liceu care conduc cercuri de matematicd sau care doresc sd-si imbogateascd lectiile cu probleme
interesante.

Avand in vedere faptul ci, atat autorul, cat si traducdtorul acestei cirti sunt nume de
referintd in domeniul concursurilor scolare la cel mai inalt nivel, consideram cd Editura GIL ofera
un excelent instrument tuturor celor pasionati de concursurile de matematica.

Radu Miculescu

DAN BARBOSU, Polynomial Approximation by Means of Schurer-Stancu
type operators, Editura UNIVERSITATII DE NORD, Baia Mare, 2006

O noud si remarcabild carte vine si se adauge in mod meritoriu monografiilor de Teoria
aproximirii din literatura matematicd roméneascd elaborate in cadrul Scolii clujene de Analizid
numericid si Teoria aproximdirii, fondate de Tiberiu Popoviciu si D. V. Ionescu si condusi astizi
de acad. D. D. Stancu.

Printre cirtile de Teoria aproximairii din ultimii circa zece ani, scrise de reprezentanti ai
acestei gcoli se pot cita mai multe monografii; avem in vedere, in primul rand, tratatul in trei volume
scris de cdtre acad. D. D. Stancu si un prestigios colectiv format din Gh. Coman, P. Blaga, O.
Agratini, R. Trambitas si I. Chiorean, iar apoi monografiile avand ca autori pe Gh. Coman, L.
Lupas, O. Agratini, I. Gavrea si V. Mihegan (doud monografii), D. Bdrbosu (vorbind aici de altd
monografie!), D. Simian si semnatarul acestor randuri.

in prezenta monografie autorul defineste un nou operator de aproximare care generalizeaza
atat operatorul introdus de cdtre matematicianul olandez Frans Schurer in 1962, cait si pe cel
introdus de cétre acad. Dimitrie D. Stancu in 1968. Nu vom prezenta aici toate formulele core-
spunzitoare, mentionand doar cd noul operator reprezintd o combinatie inspiratd intre cei doi
operatori. In noua definitie, datid de citre autorul Dan Bdrbosu, sunt considerate valorile poli-
noamelor fundamentale ale lui F. Schurer:

~ m + p _
pm,k=( . >xk(17x)m+P k

k+ «
in nodurile introduse de acad. D. D. Stancu, %ﬁ’ (0 < a < B). Din aceastd cauzd operatorul
m

a fost numit Schurer-Stancu.

in monografie sunt tratate in detaliu proprietitile noului operator. Lucrarea contine sapte
capitole (pe care le redim aga cum apar in limba englezi):

1. Basic results;

2. Schurer-Stancu type operators;

3. On the monotonicity of the sequence of Schurer-Stancu polynomials;

4. The Schurer-Stancu approximation formula;

5. Simultaneous approximation by Schurer-Stancu type operators;

6. Kantovich-Schurer-Stancu type operators;

7. Durrmeyer type operators.
In final este prezentat un index de autori si un index de subiecte. Cartea are 139 de pagini.
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Prin modul clar in care este scrisd, prin explicatiile date, prin detalierea calculelor, cartea se
citeste cu placere si fird dificultate. Documentarea bibliografici, inclusiv comentariile bibliografice
completeazd pe de-a intregul materia expusa. Prin contributia originald, prin ancorarea sa in
domeniu, deja clasic, precum si prin toate calitdtile mentionate, cartea se recomanda de la sine. O
consemndm ca pe o noud si valoroasd lucrare in domeniul Teoriei aproximarii.

Andrei Vernescu

GHEORGHE ANDREI, Exponentiale si logaritmi,
Editura GIL, Zalau, 2006

Reputatul profesor Gheorghe Andrei din Constanta gi-a ficut un obicei din a aborda in céte
un volum independent diverse capitole, de obicei deficitare si tratate cu superficialitate in culegerile
de probleme si in manuale. Dupd volumele dedicate functiei parte intreaga si radicalilor, iatd acum
o culegere dedicatd altui capitol (tot un fel de ,,0aie neagrd“ in publicistica noastrd matematici) si
anume functiile exponentiale si logaritmice.

Despre calititile selectiei operate nu este cazul si discutiam, deoarece insusi faptul ca presti-
gioasa editurd GIL din Zaldu, a considerat oportund includerea ei in colectia ,,Biblioteca Olimpiade-
lor de Matematicd* spune totul. Experienta de o viatd a autorului isi spune cuvantul, lucrarea
constituindu-se ca o micromonografie a subiectului.

Tata care sunt capitolele lucrarii: 1. Proprietati; 2. Relatii si egalitati; 3. Inegalitdti expo-
nentiale si logaritmice; 4. Functii exponentiale si logaritmice; 5. Ecuatii exponentiale;
6. Ecuatii logaritmice; 7. Inecuatii exponentiale si logaritmice; 8. Sisteme de ecuatii exponentiale
si logaritmice.

Problemele sunt insotite de solutii complete, iar autorul mentioneazad — cu scrupulozitate —
cui i se datoreaza fiecare problemd, atunci cand are informatiile bibliografice.

Vom mai mentiona ci prefata volumului este semnatd de prof. univ. dr. Ion D. Ion.

Lucrarea este extrem de utild, atat elevilor, cat si profesorilor de liceu, acoperind — dupi
cum spuneam — o tematici tratatd, de obicei, cu superficialitate in publicistica matematici preuni-
versitara.

Dan Radu

VASILE CIRTOAJE, Algebraic inequalities, Old and New Methods,
Editura GIL, Zalau, 2006

Aceastd noud lucrare completeazd in mod fericit lunga listd de lucrari avand drept subiect
inegalititile. Autorul este binecunoscut comunititii matematice, avind o bogatd activitate publi-
cisticd in paginile multor reviste matematice consacrate.

Cartea, care cuprinde 480 de pagini, este redactatd in limba engleza. Suntem convingi cd
acest fapt face ca cercul celor care vor beneficia de continutul ei si se intindd si in afara granitelor
tarii noastre.

Lucrarea este compusa din 8 capitole, anume:

. Warm-up problem set

. Starting from some special fourth degree inequalities

. Inequalities with right convex and left concave functions
On Popoviciu’s inequality

. Inequalities involving EV - Theorem

. Arithmetic / Geometric Compensation Method

. Symmetric inequalities with three variables involving fractions

8. Final problem set
si se incheie cu o scurtd lista bibliografica, o listd de simboluri si un util glosar in care sunt enuntate
cele mai des utilizate inegalititi. Continutul acestei cdrti, precum si conditiile editoriale deosebite,
ne indeamnd si credem cd ea nu poate lipsi din biblioteca nici unui elev pasionat de matematici,
si, cu atat mai putin, din biblioteca unui profesor de matematici.
Radu Miculescu
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CONSTANTIN IONESCU-TIU, MIHAIL POPESCU, Probleme alese

de matematica pentru liceu (editia a II-a),

Editura TEHNICA, Bucuresti, 2003

In colectia Universitaria a Editurii TEHNICE a vizut lumina tiparului editia a II-a a unei
carti prestigioase. Prima editie, din 1992, s-a epuizat repede. Profesorul C. Ionescu-Tiu, cel
care a slujit cu credintd Gazeta Matematicd timp de jumadatate de secol — si care are o contributie
hotdratoare la aceastd lucrare — ne-a paridsit in timp ce ea se afla sub tipar. A plecat dintre noi si
acad. Caius Iacob, cel care a scris Cuvdnt inainte.

Memoriei lor luminoase le este dedicatd aceastd noud editie de citre al doilea autor, prof.
univ. dr. ing. Mihail Popescu, nume cunoscut de ctre cititorii (de ieri) ai Gazetei Matematice.
Domnia sa a mai addugat 550 de probleme la cele existente, ridicand numarul lor la 1900, iar al
paginilor, la 950!

Prin structura ei, monumentala lucrare acoperd intreaga programd a liceului, fiind im-
partitd in 9 capitole: 1. Geometrie plani (430 probleme); 2. Geometrie in spatiu (125 probleme);
3. Trigonometrie (210 probleme); 4. Algebrd elementard (330 probleme); 5. Algebrd (180 pro-
bleme); 6. Geometrie analitici (90 probleme); 7. Elemente de analizi matematicd (255 probleme);
8. Elemente de probabilititi (50 probleme); 9. Probleme generale de sintezd (235 probleme).

Bibliografia este deosebit de bogati, cuprinzand 186 de titluri, la care se adaugd principalele
reviste de matematicid tiparite in Romania, incepand cu Gazeta Matematici.

Multe dintre probleme sunt originale, altele sunt datorate unor matematicieni cunoscuti.
Sunt incluse si subiectele propuse la diferite examene si concursuri, incluzand si olimpiadele natio-
nale gi internationale.

Selectia problemelor a fost riguroasi, dand consistentd si farmec lucririi. Se publica, iata,
o problemd datd la un concurs din 1973 cu o solutie a lui Gh. Mzihoc, o problemd a lui N. N.
Mihaileanu din 1955, cu o solutie a elevului (de atunci) Radu Miron, o problemd a lui M. Vasiliu
din 1921 cu o solutie a lui Traian Lalescu. Exemplele pot continua cu probleme ale autorilor
din ,prima generatie“, N. Abramescu, D. Barbilian, Gh. Buicliu, A. Ioachimescu, Gr. Mosil, M.
Nicolescu, V. Vilcovici, S. Stoilow, O. Tino, Gh. Titeica, dar si a celor din generatiile urmétoare:
D. Andrica, V. Brdnzanescu, D. Brdnzei, L. Constantinescu, 1. Cuculescu, C. Nastasescu, L.
Panaitopol, Gh. Popescu, D. Radu, Gh. Szolésy, I. Tomescu, M. Tena.

Pentru unii cititori, chiar §i numai o simpl# risfoire a cirtii constituie o incursiune (senti-
mentald) in adolescentd; pentru altii, mai tineri, va fi, cu sigurant, o necesara si benefici intalnire
cu dificultatea provocatoare a problemelor de calitate, pentru cd lucrarea este realizatd, aga cum
observd acad. Caius Iacob, in cea mai purd traditie a Gazetei Matematice si continud opera stélpilor
acestei reviste, binecunoscutii fon ITonescu, Andrei Ioachimescu, Vasile Cristescu si Gh. Titeica.

Cartea se constituie intr-o valoroasa restituire culturald — matematica face parte din culturd,
ne-a invitat domnul profesor Moisil — facutd cu dragoste si pricepere dinspre elevii de demult cétre
elevii de azi, cirora li s-a dus vestea ci nu mai vor si invete. Chiar aga si fie?

Mircea Trifu

Concursul national de matematica ,,Laurentiu Duican*, Brasov, 1992-2004,
Editura PARALELA 45, Pitesti, 2005

Distinsul nostru colaborator, conf. univ. dr. Fugen Pdltdnea, ne trimite aceastd lucrare al
cdrui coordonator este gi care este elaboratd — in afard de domnia sa — de un colectiv format din
prof. univ. H. Banea, prof. dr. V. Draghici, prof. I. Duican si prof. R. Ilie.

Lucrarea constituie de fapt o monografie a acestui concurs, initiat in 1992, la scurt timp
dupd moartea prematurd a lui Laurentiu Duican (nu avea nici 19 ani), promitdtor matematician gi
literat.

La inceputul ei, lucrarea este insotitd de alocutiunea rostitd atunci de academicianul Nicolae
Teodorescu, pregedintele S. S. M. R. din acea perioada.

Volumul reuneste toate problemele propuse participantilor — organizate cronologic —, pre-
cum gi solutiile detaliate ale acestora. La fiecare editia a concursului este prezentatd o repartitie
geograficd a participantilor, precum si listele complete ale laureatilor. De asemenea, sunt indicate
comisiile centrale ale concursului, sunt reproduse diverse ecouri in presd ale acestora, precum si
alocutiunile rostite de diverse oficialitdti cu aceste prilejuri. In ultima parte sunt facsimilate o serie
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de solutii originale ale participantilor la concurs si sunt inserate o serie de ilustratii (fotografii si
reproduceri) de la diversele editii ale acestuia.

Consideram absolut notabild aceasti initiativi a autorilor si ne-am bucura foarte mult daci
ar fi preluatd si de alte filiale din tard care organizeazd — de-acum de multi ani — concursuri inter-
judetene de largd audientd si veritabild traditie (de exemplu, concursul interjudetean ,Gheorghe
Titeica®).

Dan Radu

FLORIN DIAC, O istorie a invatamantului romanesc, vol. I si II,
Editura OSCAR PRINT, Bucuresti, 2004

Distinsul profesor de matematicd Florin Diac, fost inspector general al Inspectoratului
Scolar al Municipiului Bucuresti, creioneazi cu méiestrie gsi competentd dezvoltarea invitimantului
romanesc de la inceputuri (sec. XVII) si pAnd in anul 1944 in primul volum, iar in volumul al doilea
perioada 1944-1989.

Primul volum este dedicat inceputului si evolutiei sistemului de invitdmant roméanesc. Se
prezintd astfel, aparitia primei gcoli, precum si factorii care au influentat sistemul de inviatamant:
ideile iluministe ale Revolutiei Franceze (in Transilvania si Principate), Regulamentul organic,
revendicdrile — referitoare la invitdmant — ale Revolutiei de la 1848 etc. Se studiazd procesul de
constituire si perfectionare a sistemului de invitadmant in epoca moderni. Se prezintd, de asemenea,
etapizarea invatdmantului romanesc, incepand cu Legea din 1864, a lui Alezandru Ioan Cuza,
politica si legislatia scolard in provinciile romanesti aflate sub dominatie strdind, pactul dualist
austro-ungar, din 1867 si consecintele acestuia pentru invatdmantul roméanesc din Transilvania,
politica si legislatia scolard a statului national roman independent, personalitatea lui Spiru Haret
in contextul evolutiei scolii roménesti. In continuare, autorul se refer la invitimantul pentru fete,
la invdtdmantul particular de la finele secolului al XIX-lea, invitdmantul artistic (muzical, teatral
si de arte plastice), cel militar, si — in fine — invitdmantul seminarial - teologic. De asemenea, este
analizat continutul invatdmantului: planurile de invatdmant, programe, manuale scolare, metode,
pregatirea personalului didactic, presa pedagogica, scriitorii romani si rolul lor in dezvoltarea scolii
romanegti.

In partea a doua a primului volum este prezentati evolutia invitimantului romanesc in
perioada interbelicd, incepand cu situatia economici si politicd a Roméniei dupd Marea Unire de la
1 decembrie 1918. Astfel sunt trecute in revista legislatia invitamantului romanesc in perioada ce a
urmat Marii Uniri de la 1918, Legea invdtdmantului secundar din 1928, schimbdrile in organizarea
si desfagurarea invatadmantului comercial gi industrial; de asemenea, se face o prezentare sumaria
invatdmantului superior din perioada respectivd; mai departe, autorul studiazd dezvoltarea in-
vatadmantului bucurestean pand la reforma din 1948, in domeniul liceelor teoretice, comerciale, cat
si a altor unititi de invatidméant infiintate in perioada 1900-1944. Sunt astfel evidentiate o serie de
fapte care au marcat invitdmantul romanesc din respectiva perioadd: inspectia scolard ca institutie
de control si indrumare, afirmarea pedagogiei moderne (scoala pedagogicd romaneascd in procesul
instructiv educativ) invitdméantul roméanesc din Transilvania de nord in perioada ocupatiei hortyste,
situatia unitdtilor de invatdmant care functionau in Bucuresti la reforma invatdmantului din august
1948 (multe desfiintate ca urmare a reformei), infiintarea altora noi, precum si reprofilarea altora
mai vechi. in finalul primului volum sunt prezentate unele scheme interesante precum: sistemul de
invdtdmant din Roméania in 1865 pe baza Legii instructiunii din 1864, sistemul de invatdmantt din
Romania anilor 1898-1900, reforma lui Spiru Haret, sistemul de invitimant din Romania intre anii
1918-1948.

Volumul al doilea incepe cu capitolul ,invitimantul romanesc dupi 23 august 1944, pana
la aplicarea reformei din 3 august 1948“. Se trateazd: scoala roméaneascd intre democratie si tota-
litarism, infiintarea Societdtii Culturale si Pedagogice ,Scoala Noud®, programul pentru lichidarea
analfabetismului, dezldntuirea actiunilor de reprimare a cadrelor didactice, a elevilor gi studentilor
de cdtre dictatura comunista.

Autorul, persoani care a triit aceste evenimente, explicd cu deosebit tact aceste stiri de
lucruri. Citez: ,Sunt cunoscute cazurile de eliminare sau inlocuire a unor cadre didactice de
mare prestigiu din facultdtile Universitatii Bucurestene, pentru simplul motiv cd aveau o formatie
burghezi, incompatibild cu educatia comunistd, pe care trebuiau s-o faci studentilor, cazurile cele
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mai frecvente au fost insotite de arestarea si intemnitarea multor profesori ilugtril).

Capitolul central al volumului este ,,Reforma invitiméantului din 3 august 1948, masuri si
consecinte®. Aceastd reformi, ca si consecintele ei s-au datorat instaurdrii in Romania a dictaturii
proletariatului si organizdrii societdatii romanesti dupd modelul sovietic. Inviitdmantul era obligat
sd copieze sistemul sovietic de invatamant. Astfel, in programele analitice pentru limba si literatura
romand, atat la ciclul gimnazial clasele V-VII, cat si la ciclul liceal, clasele VIII-X, din 1952-1953 se
prevedea expres: Ultimele lectii vor fi consacrate predarii principiilor fundamentale ale invitaturii
lui I. V. Stalin asupra limbii...2) Cu aceste deziderate, Ministerul Invitimantului trece la traducerea
de manuale sovietice destinate ciclurilor gimnazial si liceal.

in continuare, autorul prezinti ,Politehnizarea® invatimantului de culturs generald, afec-
tarea caracterului unitar si independent al acestuia. Se trec in revistd noile planuri de invitimant
pentru scolile de culturd generald de 7 ani si pentru invitamantul seral si fara frecventd. Autorul face
observatia cd acum apare, pentru prima oari, sintagma ,supraincircarea elevilor*; astfel Ministerul
Invitdmantului si Cercetirii, in instructiunile sale, interzicea organizarea in unititile de invitimant
a unei pregitiri speciale (suplimentare) pentru elevii cu aptitudini speciale, in vederea participirii
acestora la concursurile gcolare de orice naturd.

Sub ministeriatele lui Ilie Murgulescu si apoi Mircea Malita, invatdmantul preuniversitar
se dezvoltd, apar liceele cu sectiile real si uman, se elaboreazi un plan de invitimant pentru scoala
de 8 ani (incepand cu anul scolar 1964-1965). Inci din 1959 se incepe reorganizarea Societitilor
Stiintifice; in lucrare se exemplificd acest lucru cu infiintarea Societitii de Stiinte Matematice si
Fizice, care avea in frunte personalitdti marcante ale matematicii roméanegti ca: acad. Grigore
Moisil, acad. Nicolae Teodorescu, acad. Caius Iacob, acad. Gheorghe Mihoc (presedintele Fili-
alei Bucuresti). in aceastd perioadd se propune Ministerului invitimantului initiativa infiingirii
Olimpiadei Internationale de Matematicd. Trecerea la invatimantul obligatoriu de 8 ani, a ficut
posibild reaparitia liceului teoretic de 12 ani, reludndu-se traditia liceului roménesc initiatd de Spiru
Haret. Autorul prezintd planul de invdtdmant ce a fost aplicat in anul gcolar 1968-1969 la clasele
a IX-XII ale liceului teoretic. in perioada respectivd apare si o destindere in presa pedagogicd (de
exemplu, dispar rubricile intitulate ,Din experienta scolii sovietice®, uneori inlocuite cu rubricile
»Presa de peste hotare®, in care se prezentau, pe larg, cuceririle pedagogice din R. F. Germania,
India, Grecia, Franta, Anglia etc.). Se reiau examenele pentru acordarea gradelor didactice (cu, evi-
dent, sustinerea unui examen de marxism-leninism, sub diverse forme ca socialism politic, economie
politicd socialistd etc.) in anul 1971, Mircea Malita, impreund cu acad. Grigore Moisil, au ridicat
pentru prima dati, problema invitimantului informatic si a celui dedicat tehnicilor de calcul. In
acest context, s-au dezvoltat tehnicile de calcul in toate sectoarele de activitate, inzestrandu-se
liceele cu laboratoare de informaticd. Se editeazd i se difuzeazi literaturd beletristicd la un pret
accesibil, apar numeroase traduceri in limba romané din literatura pedagogicd mondiald, precum si
literatura pedagogicd autohtoni (strans legatd de cerintele invatamantului), se infiinteazi biblioteca
pedagogicd nationald ,I. C. Petrescu“ la Bucuresti.

Aceastd perioadd, in care ,partidul clasei muncitoare si tardnimii“ a condus Romania (pang
in decembrie 1989) este bine caracterizatd in vol. II, pag. 303: , Trebuie si recunoastem ci, privitd
prin prisma invdtamantului romanesc de toate gradele, perioada totalitaristd a insemnat istorie, cu
evenimente bune si rele, care au afectat scoala roméaneascd. Un lucru insd rdamane incontestabil:
de-a lungul timpului, cine a vrut si invete carte a putut invita, exceptand pe fiii detinutilor politici,
fiii de ,,chiaburi® gi de functionari ai statului dinainte de rdzboi care, desi multi dintre ei inzestrati
pentru invititurd, n-au avut acces la studii superioare, iar studiile liceale le-au fost greu accesibile.
Altii, cu sigurantd din motive politice nu au putut aspira la titlurile cele mai inalte, ...

In incheiere, as face observatia ci ar fi bine ca Ministerul Educatiei si Cercetirii si reco-
mande aceastd carte institutiilor de invatimant din Romania, incluzand-o in bibliotecile gcolare,
pentru ca toti cei interesati si o poatd consulta.

Grigore Banescu

1) Vol. II, pag. 25, 26. (N.A.)
2) Vol. II, pag. 73. (N.A.)
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EDUARD DANCILA, IOAN DANCILA Probleme alese pentru copii alesi,
clasele a IV-a, a V-a (O carte pentru zile ploioase),
Editura AKADEMOS ART, Bucuresti, 2006

Subtitlul cartii de-acum cunoscutilor autori face sa o deosebeascd de o alta, cu acelasi titlu,
dar care se adreseazi unor copii ceva mai mari.!)

Lucrarea, scrisd in cunostintd de cauzi, este ,,... rezultatul dragostei fatd de micii scolari
si a respectului fatid de invitiatori“, dupd cum marturisesc, emotionant, autorii. Cele peste 300 de
probleme, atent selectate, au fost judicios repartizate pe 11 teme din aritmetica claselor a IV -a si
a V -a, unele inspirat ,niscocite” (Ex. ,Probleme si exercitii pentru exclamat: Ahal“). De reguld,
fiecireia dintre ele ii sunt distribuite, in medie, un numéir de 20 de probleme, cu exceptia titlurilor:
»Operatii cu numere naturale® si ,,Probleme alese®, cirora li se acordd o pondere mai mare (cca.
50, respectiv 100 de probleme).

Cartea constituie o sursd folositoare pentru invatatori si profesori in activitatea la clasd sau
in pregitirea concursurilor de matematicd si, cu acceptul scris al autorilor, orice parte a ei poate fi
folositd in interesul copiilor, cu conditia mentionéarii explicite a sursei.

O recomanddm cu cdldurd, inainte de toate, elevilor.

Mircea Trifu

POSTA REDACTIEI

Adrian Stroe — Liceul Teoretic Mihai Viteazul din Caracal. Am inlocuit articolul dum-
neavoastrd mai vechi intitulat ,,Asupra unui sir celebru“ prin varianta sa mai noud cu titlul ,Asupra
unei multimi de giruri“. Procedura de avizare trebuie reluata.

Florin Smeureanu — Grupul $colar Oltchim din Ramnicu Valcea. Am retinut comuni-
carea dumneavoastrd prezentatd la ultima sesiune de la Sinaia (,Progresii aritmetice formate din
numere prime®) pentru a vedea in ce misurd este publicabild in revista noastra.

Radu Visinescu, Violeta Visinescu — str. Rares Voda, nr. 28, Ploiegti. Lucrarea cu
titlul ,,Consideratii privitoare la teorema lui Lagrange* prezentatd la Sesiunea de comunicari de la
Sinaia a fost preluatd de redactia noastrd pentru a studia posibilitatea publicirii ei.

Gheorghe Sz6ll6sy — str. Avram lancu, nr. 28 E, Sighetu Marmatiei. Problema propusi
de dumneavoastra va fi inseratd intr-unul din numerele viitoare ale revistei.

Marian Tetiva — Colegiul National Gheorghe Rosca Codreanu din Barlad. Am primit cele
trei problme propuse. Le vom supune atentiei Colegiului Redactional.

José Luis Diaz-Barrero — Universidad Politécnica de Catalunya, Barcelona, Spain. We
confirm the receipt of the problem you sent to us. It follows to be submitted to the attention of
the Editorial Board.

Adrian Reisner — Centrul de calcul E. N. S. T., Paris. Redactia a primit cele trei articole
expediate de dumneavoastra: ,,Grup de matrici continut in M, (R). Aplicatii: Rezolvarea ecuatiei
diferentiale LX’'+MX = 0, unde M € My, (R) si L ¢ GL,(R)¥, ,,Subalgebre nilpotente din £(K"™)*,
»,Matrici reale avand partea simetricd pozitiva“. Colegiul Redactional va analiza oportunitatea
publicérii lor.

Nathaniel Hall, Bogdan Suceava, Kim Uyen Truong — Departament of Mathematics,
California State University, Fullerton, CA 92834 — 6850, U. S. A. Am primit articolul dumneavoastra
intitulat ,,Angle Bisectors in a Triangle. A problem solving Approach®. il vom supune atentiei
Colegiului Redactional.

Dan Radu

ERATA
1. In G.M.-A nr. 3/2005, la pag. 203, in relatiile 19, 20 si 21 semnul ,<“ va fi

inlocuit cu semnul ,,>*.
Redactia

1) Este vorba de cartea prof. Armand Martinov, cu acelagi titlu, apsrutd la Editura NEMIRA
si care se adreseazd, cu precddere, elevilor de liceu. (N.A.)
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A XI-a CONFERINTA ANUALA A
SOCIETATII DE STIINTE MATEMATICE DIN ROMANIA
Conferinta satelit a celui de al 6-lea Congres al Matematicienilor Roméani
Workshop on Mathematical Education
Bucuresti, 26-27 iunie 2007

Locul de desfasurare: Universitatea din Bucuresti, Facultatea de Matematica gi Informatica,
str. Academiei, nr. 14, Bucuresti

Limba de comunicare: romand si englezd

Conditii de participare:

Doritorii vor trimite un Abstract al lucrdrii de cel mult o pagini, scris in limbajele Word sau
Latex, pand la data de 15 mai 2007. Abstract-ul poate fi trimis prin postd, pe adresa S.S.M.R.
str. Academiei, nr. 14, sector 1, 010014 Bucuresti, sau prin e-mail, la adresa: office@rms.unibuc.ro.

Organizatorii vor decide, pand la data de 1 iunie 2007, asupra acceptdrii sau respingerii
comunicirii. Decizia va fi comunicatd pani la data de 5 iunie 2007.

Un participant poate prezenta maxim doud lucradri, dintre care una in colaborare. Durata unei
comunicdri este de 15 minute.

Taxa de participare la Conferintd este de: 20 RON pentru membrii S.S.M.R.., 30 RON pentru
participantii din Romania si din straindtate care nu sunt membri ai S.S.M.R. Taxa include mapa,
ecusonul, CD-ul cu Abstract-urile lucririlor prezentate, cafea si va fi achitatd in dimineata primei
zile a Conferintei, la sediul S.S.M.R.

Ulterior, lucririle Conferintei vor fi publicate in volum. In acest sens, participantii vor trimite
textul complet al comunicarilor, in forma electronicd, in limbaj Latex, pand la data de 31 iulie
2007, pe adresa S.S.M.R. str. Academiei, nr. 14, sector 1, 010014 Bucuresti, sau prin e-mail, la
adresa: office@rms.unibuc.ro.

Urmitoarele teme sunt considerate prioritare pentru aceastd Conferintd (participantii pot
propune ins# si lucriri cu o altd tematici):

. Exemple de bune practici in predarea matematicii.
. Rolul metaforelor si imaginilor in invitarea si intelegerea matematicii.
. Reprezentari multiple ale conceptelor matematice.
Construirea de structuri mentale in matematica.
. Argumentare si demonstratie in predarea/invitarea matematicii.
. Utilizarea calculatorului in invdtarea matematicii.
. Predarea matematicii pentru elevii dotati.
8. Metode de invitare activa.
Organizatorii intentioneazd si desfisoare mese rotunde pe urméitoarele teme:
1. Poate fi evaluarea elevilor obiectiva?
2. Cum motivim elevii pentru invitarea matematicii?
3. Sunt manualele gcolare utilizate eficient?

Vi rugdm ca, in fisele de inscriere, sd vd exprimati interesul pentru participarea la aceste mese
rotunde.

Silile de prezentare vor fi previazute cu videoproiector si retroproiector.

Participantii care solicitd cazare pe perioada desfisuririi Conferintei sunt rugati si consemneze
acest lucru in figsa de inscriere.

Informatii suplimentare se pot obtine de la Societatea de Stiinte Matematice din Romaénia,
Str. Academiei, nr. 14, sector 1, 010014 Bucuresti, tel. 021 314 46 53, fax 021 312 40 72, sau de la
urméitoarele persoane de contact:

Prof. univ. dr. Radu Gologan (radu.gologan@imar.ro)

Lector univ. dr. Cristian Voica (voica@gta.math.unibuc.ro)

Prof. Mircea Trifu (office@rms.unibuc.ro).

—_
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The XIth ANNUAL CONFERENCE OF
THE ROMANIAN MATHEMATICAL SOCIETY
Satellite Conference of the 6th Congress of Romanian Mathematicians
Workshop on Mathematical Education
Bucharest, 26-27 June 2007

Conference venue: University of Bucharest, Facultaty of Mathematics and Informatics, str.
Academiei, nr. 14, Bucharest, Romania

Language of communication: Romanian and English

Participation requirements:

An Abstract of your paper with a lenght of one page at the most, written in Word or Latex, will
be sent until 15 May 2007. The Abstract may be posted to: Societatea de Stiinte Matematice,
str. Academiei, nr. 14, sector 1, 010014 Bucharest, Romania, or e-mailed to: office@rms.unibuc.ro.

The organizers will decide, by 1 June 2007, on the acceptance or rejection of your paper.
The decision will be communicated to you until 5 June 2007.

A participant may present up to two papers, of which one should be co-authored. One talk
should be given in 15 min.

The participation fee is: 20 RON for R.M.S. members, 30 RON for participants from Romania
and abroad who are not R.M.S. members. The fee covers the conference materials including a CD
containing the Abstracts of the papers presented in the Conference and refreshments and should
be paid on the morning of the first day of the Conference at the R.M.S. main office.

Following the Conference the Proceedings will be published. The participants are asked to
send the full text of their papers in an electronic form, in Latex, until 31 July 2007, by post to:
Societatea de Stiinte Matematice din Roménia, str. Academiei, nr. 14, sector 1, 010014 Bucuresti,
or by e-mail to: office@rms.unibuc.ro.

The following section of interest are considered as priorities in the Conference (however, par-
ticipants can propose papers on other topics as well):

1. Examples of good practices in teaching mathematics.
. The role of metaphors and images in learning and understanding mathematics.
. Multiple representations of mathematical concepts.
. Building of mental structures in mathematics.
. Argumentation and demonstration in teaching/learning mathematics.
. Use of computer in learning mathematics.
. Teaching mathematics to gifted students.
8. Active learning methods.
The organizers intend to organize round tables on topics as follows:
1. Can students’ evaluation be objective?
2. How do we motivate students to learn mathematics?
3. Are the school textbooks used efficiently?

Please be so kind and, in the application form, express your interest to take part in these
round tables.

The conference rooms will be equipped with video and overhead projectors.

The participants who need accommodation are asked to mention it in the application form.

For further information please contact Societatea de Stiinte Matematice din Romania, Str.
Academiei, nr. 14, sector 1, 101104 Bucuresti, tel. +00 40 21 314 46 53, fax +00 40 21 312 40 72,
or write to the following persons of contact:

Prof. Dr. Radu Gologan (radu.gologan@imar.ro)

Lector Dr. Cristian Voica (voica@gta.math.unibuc.ro)

Prof. Mircea Trifu (office@rms.unibuc.ro).
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FISA DE INSCRIERE

NUMELE SI PRENUMELE ... 0ttt ettt e e e e
GRADUL SI FUNCTIA DIDACTICA ...t e e
LOCUL DE MUN C A it e e e e e
ADRESA: STRADA ..ttt e e

ORASUL v v CODUL oo
TELEFON . \ooeoeeee e E-MATL oo
MEMBRU AL S.S.M.R. |:| DA I:l NU

DORESC SA PARTICIP LA TEMA (Va rugim s# bifati tema aleasi):

. Exemple de bune practici in predarea matematicii.

. Rolul metaforelor si imaginilor in invitarea si intelegerea matematicii.
. Reprezentiri multiple ale conceptelor matematice.

Construirea de structuri mentale in matematica.

Argumentare si demonstratie in predarea/invitarea matematicii.

. Utilizarea calculatorului in invitarea matematicii.

. Predarea matematicii pentru elevii dotati.

. Metode de invitare activa.

D (Va rugdm si mentionati tema in care se
incadreazi lucrarea dvs., in cazul in care aceasta nu se referd la una din temele de mai sus).
TITLUL COMUNICARIL: . ..ottt et e e e e e e e e e e e e e e e
ACEASTA LUCRARE A MAI FOST PREZENTATA:

NU |:| DA B0 e

DORESC SA PARTICIP LA MASA ROTUNDA CU TEMA (Va rugim si bifati tema aleasa):
1. Poate fi evaluarea elevilor obiectivi?
2. Cum motivam elevii pentru invitarea matematicii?
3. Sunt manualele gcolare utilizate eficient?

Doresc cazare:

DA (] nu

Informatii legate de cazare se pot obtine la tel. 021 314 46 53, sau la adresa de e-mail: of-
fice@rms.unibuc.ro.

Vi rugdm sd trimiteti fisa completata, insotitd de Abstract-ul lucrarii, pe adresa de e-mail: of-
fice@rms.unibuc.ro, sau la adresa: Societatea de Stiinte Matematice din Romaénia, Str. Academiei,
nr. 14, Sector 1, 010014 Bucuresti, pana la data de 15 mai 2007.

Informatii suplimentare se pot obtine de la Societatea de Stiinte Matematice din Roménia, Str.
Academiei, nr. 14, sector 1, 101104 Bucuresti, tel. 021 314 46 53, fax 021 312 40 72, sau de la
urméitoarele persoane de contact:

Prof. univ. dr. Radu Gologan (radu.gologan@imar.ro)
Lector univ. dr. Cristian Voica (voica@gta.math.unibuc.ro)
Prof. Mircea Trifu (office@rms.unibuc.ro)
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