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Introducere

Avand o multime finita de obiecte identice ca forma, pentru individu-
alizarea si apoi pentru identificarea unui anumit obiect trebuie sa facem o
etichetare (codificare) a respectivelor obiecte. Cel mai simplu mod de eti-
chetare este de a atribui fiecaruia cate un numar natural, de exemplu de a le
enumera: alegem un element din multime pe care punem eticheta 1, alegem
al doilea si punem pe el eticheta 2,..., alegem ultimul element si punem pe
el eticheta n. Pentru etichetarea unui element arbitrar dintr-o multime de
cardinal 10” — 1 avem nevoie, in scrierea zecimala de n cifre din multimea
{0,1,...,9}, deci in total numarul simbolurilor folosite pentru codificarea
tuturor elementelor este 10n. Daca facem codificarea folosind scrierea binara,
atunci pentru un element arbitrar dintr-o multime cu 16™ — 1 = 24" — 1 ele-
mente avem nevoie de 4n simboluri din multimea {0, 1}, deci in total folosim
8n < 10n simboluri degi am codificat 0 multime mai numeroasa. Acest
argument justifica eficienta codificarii binare in raport cu codificarea intr-o
alta baza de numeratie.

In probleme de combinatorica multimilor etichetarea binara este ex-
trem de naturala datorita functiei caracteristice a unei submultimi, functie
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cu valori de 0 si 1, care caracterizeaza orice submultime. Astfel daca A =
= {ay,a9,...,a,} este o multime cu n elemente, atunci orice submultime
B C A, din cele 2™ submultimi poate fi etichetata prin vectorul siau carac-
teristic vp € {0,1}" definit astfel: vp = (b1,bo,...,b,) unde b; = 0 daca
a; € B gi b; =1 dacid a; € B. Pentru multimea vida vectorul caracteristic
este vy = (0,0,...,0) iar pentru multimea A este vq4 = (1,1,...,1).

Pentru intelegerea metodei gi pentru recunoagterea tipurilor de proble-
me In care ea poate fi folosita am ales cateva probleme din domeniul teoriei
jocurilor i din domeniul combinatoricii multimilor, pe care le vom prezenta
cu rezolvari amanuntite.

Probleme alese

1. Un casier are la dispozitie 10 plicurt in care trebuie sa introduca o
suma de 1000 lei. Cum trebuie sa distribuie banii in plicuri astfel ca daca
vine un angajat sa isi ridice salariul, casierul sd i poatd da suma exactd fara
sa mai scoatd banii din plicuri?

2. La curtea regelut Merlin urmeaza un mare ospat. El a primit cadou
1000 de sticle de vin, dar a aflat cd una din sticle contine o otrava foarte
puternica. Avand 10 condamnati la moarte, regele se hotaraste sd testeze
vinul pe acesti condamnati, putind da fiecaruia cdte o picaturd de vin din
fiecare sticla. Cum poate el identifica sticla otravita, dacd pand la ospdl mai
sunt 10 ore gi otrava isi face efectul in 10 ore?

3. Fie A € Mo, (Z) o matrice cu proprietatea:

(P) Pentru orice doud linii L;, Lj cu i # j, suma L; + L; contine n
elemente numere pare $i n elemente numere impare.

Sa se arate ca pentru orice doua coloane C;, Cj cu i # j, suma C;+ Cj
contine n elemente numere pare si n elemente numere impare.

4. Jocul Nim (un joc chinezesc extrem de vechi) se joacd de doud
persoane care ridicd de pe masa un numar oarecare de pietre dintr-o singurd
gramada dintre trei gramezi de pietre. Castigatorul este jucatorul care ia de
pe masa ultima piatra. Daca gramezile contin 3, 5 si 7 pietre, sd se precizeze
care jucator va castiga (care ia primul sau al doilea) si sa se descrie strategia
de castig.

5. Fie m, n numere naturale nenule, A o multime cu n elemente gi

A, Ao, ..., Ay submultimi nevide gi distincte din A. Sd se arate ca daca
m > n+ 1 atunci exista doua submultimi disjuncte I,J C {1,2,...,n} astfel
ca U Az = U Aj.
iel jeJ
6. Fie m, n numere naturale nenule, A o mulfime cu n elemente si
Ay, Ag, ..., Ay submultimi nevide si distincte din A. Sa se arate ca dacd
m > n+ 2 atunci existd doud submultimi disjuncte I,J C {1,2,...,n} astfel

ca ﬂAz: ﬂA]

iel jeJ
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7. Fie m, n numere naturale nenule, A o mulfime cu n elemente si
By, B, ..., By submultimi proprii, nevide gi distincte, din A. Se stie cd
pentru orice doud elemente distincte din A existd o singurd mulfime B; care
le contine pe ambele. Sa se arate ca m > n.

8. Fie m, n numere naturale nenule, A o multime cu n elemente
si B1,Bo, ..., By, submultimi nevide si distincte din A. Se stie ca existd
ke {l,...,n—1} astfel ca |B; N Bj| =k, oricare ar fii,j =1,n, i # j. Sd
se arate ca m < n.

9. Fie A € Mpn(Z) o matrice cu m > n. Sa se arate ca existd
ke {1,2,...,m} si k linii distincte L;,,Li,,...,L;, astfel ca suma L;, +
+L;, + ...+ L;;, sa aiba toate cele n componente numere pare.

10. Fie m,n numere naturale cu m > n > 1, A o multime cu n
elemente si A1, As, ..., Ay submultimi nevide, distincte ale lui A.

Sa se arate ca exista indici distincti iy,149,...,1 € {1,2,...,m} astfel
ca Ay AALN ... AA;, =0, unde am notat cu XAY = (X UY)\ (X NY),
diferenta simetrica a multimilor X si Y.

11. Fie m, n numere naturale nenule, A o mulfime cu n elemente i
By, Bo, ..., By, submultimi nevide gi distincte din A astfel ca fiecare multime
B;, i = 1,n, sa contind un numdr impar de elemente $i pentru orice i # j
multimea B; N Bj; conjine un numar par de elemente. Sa se arate cd m < n.

Solutii la problemele alese

1. Mai intai observam ca orice suma cuprinsa intre 1 si 1000 lei (chiar
pana la 1023 lei) poate fi reprezentata in scrierea binara folosind cel mult 10
cifre:

8281'1+52~2+53~22+...+610~29

unde 1, €3, ...,£10 € {0,1}. Dacad am introduce in cele 10 plicuri cate 1 leu, 2
lei, 22 = 4 lei, 23 = 8 lei,..., 29 = 512 lei, atunci, pentru a da suma S, alegem
plicurile pentru care ¢; = 1, ¢ = 1,10. Observim ci In acest mod am avea
nevoie de 1023 lei. Corectia o facem astfel: in primele 9 plicuri introducem
pe rand 1 leu, 2 lei, 22 lei,..., 28 = 256 lei, iar in ultimul plic restul banilor
adica 489 lei.

Daca salariatul cere o suma mai micd decat 512 lei aceasta poate fi
data folosind doar plicuri din primele 9 (orice numar mai mic ca 512 are in
reprezentarea in baza doi cel mult 9 cifre). Daca salariatul cere mai mult de
511 lei atunci 1i dam mai intai ultimul plic (cu 489 lei) si apoi suma ramasa
(mai mica ca 512 lei) poate fi acoperita folosind primele 9 plicuri.

2. Etichetam sticlele cu numerele 1,2,...,1000 scrise in baza 2, deci
fiecare sticla va avea un cod de 10 cifre din multimea {0, 1}, (¢1,co,...,c1o)
inlocdek=c;-14+cy-24c¢3-22+...4+¢1p-2°.

Primul condamnat bea din sticlele in care ¢; = 1 (toate sticlele cu
numar impar), al doilea din cele cu ¢ = 1, ..., al zecelea din cele in
care cjp = 1 (fiecare bea cam din jumatate din sticle). Daca dupa cele 10
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ore au murit condamnatii 7, P, ..., atunci sticla otravita are numarul
201 4 o=l 4 g 2t—l,
3. Asociem matricii A = [a;;], matricea B = [b;;] In care b;; = 1 daca
a;j este numar par si b;; = —1 daca a;; este numar impar (b;; = (—1)%9).
Observam ca matricea A are proprietatea (P) daca si numai daca pro-
dusul oricaror douad linii L; si L} din matricea B contine n de 1 si n de —1,

i

2n 2n
adica Z birbjr, = 0. Deoarece Z(bik)2 = 2n, oricare ar fi i = 1, 2n, rezultd
k=1 k=1

ca A are proprietatea (P) daci si numai dacd B- B! = 2n - I5,. Evident avem
si B'- B = 2n - Iy,, relatie care reinterpretatd di aceleasi conditii asupra
coloanelor matricei B, respectiv asupra coloanelor matricei A.

Observatie. Se poate pune problema: care sunt numerele naturale n
pentru care exista A de dimensiune 2n cu proprietatea (P). Nu stiu raspunsul
dar cred ci sunt numai numerele de forma n = 2¥, k € N.

4. Vom prezenta jocul Nim in cazul general. Se dau n gramezi de pietre.
Doi jucatori ridica alternativ orice numar de pietre dintr-o singura gramada.
Cagtiga cel care ia ultima piatra.

Vom preciza situatiile in care cagtigatorul este cel care incepe jocul sau
al doilea jucator si in fiecare caz vom prezenta strategia de castig.

— Daca avem o singura gramada, evident ca primul jucator castiga,
luand dintr-o data toate pietrele.

— Daca avem doua gramezi avem doua cazuri esential diferite:

a) daca in cele doud gramezi sunt un numar egal de pietre va castiga al
doilea jucator: dupa ridicarea unui numar de pietre de catre primul jucator,
raméan numar inegal de pietre in cele doud gramezi. Al doilea joaca bine daca
ridica din cealaltd gramada acelagi numar de pietre cate a ridicat primul.
Astfel primul jucator este in aceeasi situatie (numar egal de pietre in fiecare
gramada). Continuand astfel jocul, la ultima mutare a primului jucitor,
acesta trebuie sa termine una din gramezi dupa care al doilea ia toate pietrele
din a doua gramada.

b) daca in cele doua gramezi sunt numere diferite de pietre, primul
jucator castiga folosind aceeasi strategie (ridica din gramada mai numeroasa
atatea pietre astfel ca sa ramana numar egal de pietre si il pune pe al doilea
jucator in situatia de pierdere).

— In cazul in care numérul n este cel putin 3, strategia castigatoare pen-
tru primul sau al doilea jucator necesita la fiecare moment scrierea numerelor
de pietre din fiecare gramada in baza 2.

Sa presupunem ca numerele de pietre N1, Na, ..., N, din cele n gramezi
se scriu in baza doi cu cel mult k cifre. Dacd N; = e1-2F 14928724 4¢p-1,
cu £1,€9,...,& € {0,1}, atunci etichetam gramada respectiva cu k-uplul
(e1,€0,...,ex) € {0,1}F. In {0,1}* sau Z§ definim suma modulo 2 care se
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face pe componente dupa regulla 0 0 =161 =051001=1640=1
(numita uneori i suma nim).

Aratam ca orice pozitie cagtigatoare (pentru jucatorul care urmeaza la
mutare) este orice pozitie in care suma nim Ny @ No&... & N, # (0,0,...,0)
in {0,1}* si vom descrie strategia de joc prin care se castigi. Strategia
cagtigatorului este de a lua atatea pietre dintr-o anumita gramada astfel ca
suma nim pe care o lasd pe masa sa fie (0,0,...,0). Intr-o astfel de stare,
celalalt jucator nu poate evita sa-i lase primului tot o situatie castigatoare.

Avem de demonstrat doua lucruri:

1) Dintr-o pozitie in care suma nim este (0,0,...,0), prin orice mutare
se ajunge la o stare in care suma nim este diferita de (0,0,...,0).

2) Dintr-o pozitie in care suma nim este diferita de (0,0,...,0) putem
gasi o gramada din care luam un numar (bine gandit) de pietre ca si ajungem
la o pozitie cu suma nim (0,0,...,0).

Pentru 1) sa observam ca daca grupam in fiecare gramada pietrele con-
form scrierii in baza 2 (de exemplu dacd N; = 13 = 23 + 22 + 1 avem trei
grupe: una cu o piatra, una cu 4 pietre si una cu 8 pietre), atunci suma
nim egala cu (0,0,...,0) semnifica faptul ca avem in toate cele n gramezi
numar par de grupe de 1, numar par de grupe de 2,..., numar par de grupe de
2F=1 pietre. Luand pietre dintr-o singura gramada desfiintim cate o singura
gramada de fiecare tip care intra in exprimarea numarului de pietre ridicate
(de exemplu daci ridicim 6 = 2 + 22 pietre, desfiintim o grupa de 2 si o
grupa de 4 ramanand aceste grupe in numéar impar) si raman unele grupe
impare deci suma nim nenula.

Pentru 2) sa notam cu S = (e1,¢€9,...,¢;) # (0,0,...,0) suma nim a
numerelor Ny, Na, ..., Np:

S=N®&N®... 6N,
si consideram sumele nim:
My =N1S, My=Ny®S,..., M,=N,&S,
din care alegem pe cea care rescrisa ca numar in baza 2 este cea mai mica.
Daca aceasta este M; = N; @ S atunci M; < N; (din N; dispare cel putin
grupa cu numarul 2P cel mai mare de pietre din grupele lui V;), atunci lasam
in grupa N; doar M; pietre. In noua stare suma nim va fi:
N®..ON_1d(N;®S)DONi110...0 N, =
Dam, in continuare, un exemplu de joc cu grupe de 3, 5, 7 pietre:
N, =3:=(0,1,1)
Ny =5:=(1,0,1)
N3 =7:=(1,1,1)
S := (0,0, 1) # (0,0,0)
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deci primul jucator castiga.

S@®N; =(0,1,0) =2, S®Ny;=(1,0,00=4, S@&N3=(1,1,00=6
si avem 2 < 4 < 6. Vom lasa in prima grupa doar doua pietre si astfel a doua
pozitie este:

2:=(0,1,0), 5:=(1,0,1), 7:=(1,1,1), cu S =(0,0,0).
Sa presupunem ca al doilea jucator ia din ultima grupa 6 pietre si
ramane situatia:
2:=(0,1,0), 5:=(1,0,1), 1:=(0,0,1),
cu S =(1,1,0) # (0,0,0).
Avem:
S®2=(1,0,00=4, S®5=(0,1,1)=3, Seol=(1,1,1)=7
si 3 < 4 < 7. Mutarea buna este sa lasam in a doua gramada trei pietre, deci
ramane situatia:
2:=(0,1,0) 3:=(0,1,1) 1:=(0,0,1),
cu S =(0,0,0).
Daca, de exemplu, al doilea jucator ia din gramada a doua doua pietre
ramane situatia:
2:=(0,1,0) 1:=(0,0,1) 1:=(0,0,1),
cu S =(0,1,0) # (0,0,0).
Avem:
S®2=(0,0,00=0, S®1=(0,1,1)=3, S®1=(0,1,1)=3

sl mutarea buna este sa elimindm prima gramada. Continuarea este evidenta.

5. Fie A = {aj,aq,...,a,} si pentru fiecare submultime A; C A definim
vectorul caracteristic v; = (z1,242,...,%in), ¢ = 1,m, unde z;; = 1 daci
a; € A; si x;; =0 daca a; ¢ A;. Observam ca:

n n n
’Az’ = szk = fok sica ‘Az N Aj’ = lekxjk
k=1 k=1 k=1

Deoarece m > n, vectorii vi,vs,...,v,, sunt liniar dependenti in R"”,
deci exista numerele reale aq, as, ..., oy, astfel ca:

m
E o;U0; = 0.
i=1

Notam cu I multimea indicilor ¢ pentru care a; > 0 si cu J multimea
indicilor J pentru care aj < 0 si scriem relatia sub forma:

t
Zawz‘ = Z(—Oéj)vj = (Y1, Y255 Yn)-

iel jeJ
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Vom arata ca |J 4; = |J 4.
= jeJ
Fie aj in reuniunea din stanga. Daca ag € A; atunci x; = 1, axi, > 0
si din yp > x4, rezultd yi # 0. Tinand cont de egalitatea:

D (—a)vi = (Y1 Yns - Un)

jed
rezulta ca existd un v; cu:
(Uj)$jk 75 0< Tk 75 0 ai € A]’

si am aratat o incluziune (cealalta este simetrica).
Observatie. Numarul m = n + 1 este cel mai mic numar de multimi
cu aceasta proprietate dupa cum rezulta din exemplul:

Alz{al}, AQZ{CLQ},...,An:{an} §1 UAZ#UA]

6. Consideram multimile B; = A; = A\ A;, i = 1,m. Cel putin m — 1
din ele sunt nevide gi cum m — 1 > n, conform problemei 5, rezulta ca exista
1, J disjuncte astfel ca:

icl jeJ icl jeJ
Numarul m = n + 2 este cel mai mic cu proprietatea din enunt, dupa
cum rezulta din exemplul:

A ={a}, As=A{as},...,An ={an}, App1={ar,a2,... a0}

7. Fie A = {a1,a2,...,a,} si notam cu L; € {0,1}" vectorul carac-
teristic al multimii B; (L; = (o, a2,...,00); a;j = 1 daca a; € B; si
a; = 0 daca a; ¢ B;). Notam cu M € M,,,({0,1}) matricea cu liniile
L1,Loy ..., Ly,.

Conditia din problema spune ca pentru orice i,j € {1,2,...,n} cu
1 # j, exista o linie L astfel ca pe pozitiile ¢ si j sd avem 1. Faptul ca
aceasta linie este unica inseamna ca produsul (scalar) al coloanelor C; si C;
este 1. Astfel se sugereazi ideea de a considera matricea M*- M € M, (N)
pentru care M* - M = P = [p;j] i j=Tm unde p;; = G;C; (produsul coloanelor
C; si C;). Conform observatiei facute p;; = 1, oricare ar fi i # j si pi > 1,
i = 1,n. Aratam ca p; > 2, ¢ = 1,n. Daca am avea un p; = 1, ar
insemna ca pe coloana C; avem un singur element nenul, deci un anumit
element a; se gaseste intr-o singura multime Bj; atunci, din conditia data
pentru orice alt element a;, , exista o multime care contine pe a; si pe a;,, deci
aceastd multime este By; in concluzie By, ar contine toate elementele din A, in
contradictie cu faptul c& By, este submultime proprie. Astfel M*-M = D+ J
unde D este o matrice diagonala cu elementele diagonalei strict pozitive i J
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este matricea cu toate elementele egale cu 1. Se arata usor ca determinantul
matricei M' - M este strict pozitiv (mai mult matricea este pozitiv definita:

n n
Z PijTiTj = Zd xi + Z T = Zdzx? +(x1+...+ xn)Q,
ij=1 Bj=1 =1
unde d; > 0,7 =1,n).

In concluzie, rangM® - M = n, deci rangM > n si deoarece rangM < m
rezulta m > n.

8. Consideram matricea M € M., ,({0,1}) care are pe liniile
Ly, Lo, ..., L, vectorii caracteristici ai multimilor By, Ba, ..., B, si notam cu
G matricea patratica G = M-M* € M,,(R). Elementele sale sunt 9ij = L;-L;
(produsul (scalar) al liniilor L; si L;) i se observa ca g;; = |B;NB;| = k, unde
i # j i evident g;; = |B;| > k, i = 1,n. Daca notam g;; = k + b;, i = 1,n,
aratam ca un singur b; poate fi 0, iar ceilalti sunt strict pozitivi: daca prin
absurd by = by = 0 atunci B; si By au fiecare cate k elemente si, doarece
By # By, rezulta ca By N By are mai putin de k elemente (contradictie).

Determinantul matricei GG este:

k+ by k k . k
k k+ by k . k
Ay = k k k-+bs ... k
k k k N )
care verifica relatia de recurentd A,, = k-by - by - ... - bp_1 + bpAp_1 si, In
final:
ku—l—k ku—i-ku—l— +ku > 0,
k#1 k#2 k#n

deci matricea G = M- M? are rangul m si cum rangM > rangG si rangM < n
obtinem n > m.

9. Vom trece de la numere intregi la clase de resturi modulo 2. Nu-
merele pare se inlocuiesc cu 0 si cele impare cu 1 ca elemente ale corpului Zo.

Problema cere sa aratam ca exista liniile L;,, L;,, ..., L;, cu suma:

Eh -I-EZ'Q + ... +Elk = (6,6,,6)
Liniile pot fi privite ca elemente ale spatiului vectorial Zf care este

spatiu vectorial de dimensiune n peste corpul Zs. Deoarece m > n, liniile
sunt liniar dependente, deci exista scalarii aq, o, ..., a, € {0,1} astfel ca:

a1Ly + agLy + ...+ apm Ly, = (0,0,...,0).

Daca in relatia de mai sus nu scriem coeficientii 0 gi raman doar
Qi =, = ... = ;, = 1 obtinem:

~

Liy+Liy+...+ L =(0,0,...,0).
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10. Fie A = {a1,ag,...,a,} si, pentru fiecare submultime A;, definim
vectorul sau caracteristic v; = (41, %i2, . . ., in), unde x;; = 1 daca a; € A; si
x;; = 0 dacd a; € A;, 1 = 1,m, j = 1,n. Observam ca vectorul caracteristic
al multimii A;; AA;, este suma modulo 2 a vectorilor V;, si Vi,.

Consideram numerele 0 gi 1 ca elemente ale corpului Zo, renotate 0 si 1,
iar vectorii v; ca elemente ale spatiului vectorial Z%, care este spatiu vectorial
de dimensiune n peste corpul Zs. Problema astfel reformulata cere sa aratam

ca exista vectorii caracteristici v;,, s, ..., 0;, cu suma zero:

Bi, + 0y + ... + 03, = (0,0,...,0).
Avand m > n vectori (caracteristici) intr-un spatiu vectorial de di-
mensiune n (Z%) rezulta ca ei sunt liniar dependenti. Exista deci scalarii
a1, 0,. .., a, € {0,1} astfel ca:

o101 + s + ... + i = (0,0,...,0).

Dacd In relatia de mai sus nu mai scriem coeficientii 0 si raman doar

coeficientii egali cu T, Wy = Qjy = ... = ) = 1 obtinem:
Biy +0iy + ... +0;, = (0,0,...,0),

adica:

11. Notam cu L; € {0,1}" vectorul caracteristic al multimii B;,
i =1,m si notdm cu M € M, ,({0,1}) matricea cu liniile Ly, Lo, ..., Ly,.
Matricea patraticia G = M - M* € M,,(R) are pe diagonald numere impare si
in afara diagonalei numere pare (9ij = \B ;N Bj|). Trecand la clasa modulo 2,
in Zo matricea G este matricea unltate Im cu determinantul nenul G ﬁmd
matricea Gram a vectorilor Ll, Lg, .. Lm rezulta ca vectorii Ll, Lg, ... 7Lm
sunt liniar independenti in Z3 si atunci m < n.
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Asupra teoremei lui Beatty, sirurilor lui Wythoff si
cuvantului lui Fibonacci

ADRIAN REISNERY

Abstract. Beatty’s theorem establishes an equivalence relation so that
the sets {[na],n € N*} and {[n8],n € N*} form a disjoint union of N*,
for a, 3 € R — Q. The case of Wythoff’s pairs is a specific case of Beaty’s

1++5

theorem with o« = ¢ = 5 (the golden ratio) and allows us to define

the golden semigroup (or Wythoff’s semigroup) and on the other hand the

Fibonacci word. The latter, the sturmian characteristic word of slope —;,

is also obtained as the fixed point of the morphism ¢(0) = 01, o(1) =0 in
the free monoid of base A = {0,1}. Finally, the Fibonacci word allows us
to determine a winning strategy for Rufus Issac’s Nim game (or Wythoff’s
game).

Keywords: Beatty theorem, Zeckendorf representation, Ecuatii Sturm -
Liouwille, Combinatorics on words.

MSC : 11A67, 68R15.

I. Partitiile multimii N*
Fiind dat numarul real @ notam cu F(«) multimea:

E(«a) ={[na],n € N*},

unde [a] este partea intreagd a numarului real a. Avem atunci teorema
urmatoare:

Teorema 1. Fiind date trei numere reale ap < ao < ag, mulfimiile
E(w;), i =1,2,3 nu pot forma o partitie a mulfimii N*.

Demonstratie. Presupunem ca N* este reuniunea multimiilor E(q;),
i =1,2,3, disjuncte. Avem [a;] = 1 céaci, in cazul contrar, 1 nu ar apartine
nici unui F(«;) ceea ce este exclus. Fie ag = 14+ ¢e unde 0 < e < 1 si fie
r > 1 cel mai mic intreg neapartinand multimii F(a;); avem [o;] = 7 i.e.
r < ag <r+1. Avem atunci [(r—1)ay] = r—14i [rag] = r+1 tindnd seama
de definitia intregului . Deducem imediat: (r — 1)a; < rsgira; >r+1, de

1 1 1
unde 1 + — <041<1—|——1 ﬁe;<z~:<r_1
Deci 1 < a1 <2, >1, 1= 2,3, implica faptul ca daca m ¢ E(aq)
atuncim —1 € E(ay), m+1€E (al) i avem mai precis lema urmatoare:
Lema 2. Daca m ¢ E(aq) atunci:
—fie{m+1m+2,....om+r—1} € E(a1) si m+r ¢ E(a1),
—fie{m+1m+2,....m+r}eEla) sim+r+1¢ E(a).
Demonstratie. Daca m ¢ E(a;) atunci:

m—1<tar<m<m+1<(t+ 1)«

D Centrul de calcul E.N.S.T. Paris, Adrien.Reisner@enst.fr
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si deci:
[tag] = m — 1;
(t+Daa]=m+1=({t+1)ag=m+1+¢;
tog +ar=tag+14+e=m+l+po=c—p=m-—ta; >0, c> p;
(t+2)ai]=m+2=(t+2aa=m+2+¢+e, p+e<1;
[(t+3)a1]=m+3=(t+3)ar=m+3+p+2, p+2<1;...

Fie s cel mai mic intreg verificand p+(s—1)e > 1ie. m+s—1 € E(a1)
sim+s ¢ FE(ap). Daca s < r — 1, atunci avem, deoarece € > ¢:

e+ (s—1e<se<(r—1e<l,

ceea ce este imposibil.

Pentru s = r+1 avem ¢+ (s — 1)e = ¢+ re > 1, de unde rezulta lema.

In mod analog avem:

Lema 3. Dacda u € E(az2) atunci urmdatorul element din E(c2) este
u+7rsau u+r+ 1.

Cele doua leme precedente conduc, multimile E(aq) si E(ag) fiind dis-
juncte, la:

E(Oq) U E(O@) = N*,

ceea ce incheie demonstratia teoremei 1.

II. Cuvantul caracteristic si teorema lui Beatty

Consideram multimea A = {0, 1} numita alfabet. Se numeste cuvant
asupra multimii A orice sir finit sau infinit zi,29,...,2Z,,..., unde
z; € A. Multimea cuvintelor peste alfabetul A inzestrata de operatia binara
de concatenare (sau produs) este un monoid avand pentru element neutru
cuvantul vid notat €. Acest monoid se numegte monoidul liber de baza A
(vezi [4]). Pentru 6 € (0,1)\ Q, consideram cuvantul infinit al lui Christoffel
definit prin: CR(f) = cpcy ... ¢y - .., unde ¢, = [(n+1)0] — [nf] pentrun € N,
iar 6 este panta cuvantului. Acest cuvant este de forma CR(0) = c¢oC(0),
unde cuvantul C'(6) = ¢1...¢, ... este cuvantul caracteristic de aceeasi
panta 6 (vezi [5]).

Tinand seama de teorema 1, sunt necesare doua multimi de tipul F(«)
pentru a realiza o partitie a multimii N*. In articolul wPartitii ale multimii
numerelor naturale“ din Gazeta Matematica seria B nr. 3/2006 (paginile 113-
121) autorii Vasile Pop si Viorel Lupsor demonstreaza urmatoarea teorema
— pagina 113 — cunoscuta sub numele de ,, Teorema lui Beatty “ in memoria
matematicianului canadian Samuel Beatty (1881-1970).

Teorema 4. Cu notatiile precedente pentru (a;b) € R? verificand a > 1
st b > 1, urmatoarele doud asertiuni sunt echivalente:

a) N* este reuniune disjuncta a multimilor E(a) si E(b);

b)agQbEQsiz+r=1
a b
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Ne propunem aici sa demonstram teorema lui Beatty utilizand pro-
prietatile cuvantului caracteristic.

1
Considerand cuvantul caracteristic C'(¢) de pantda § = — avem, cu
a

notatile precedente:
Lema 5. Urmatoarele doud asertiuni sunt echivalente:

D) op =1, ii) k € E(a)
i.e. functia F[E(a)] : N* — {0,1}, n — ¢, este funclia caracteristica a
submultimii E(a) C N*.
Demonstratie. Sa demonstram ca pentru orice £ € N* avem:
card{E(a) N [1,k]} = [(k + 1)0].
Intr-adevir:
card{E(a) N [1,k]} = card{n € N* | [na] < k+ 1} =
« [T _ w1 _
—card{nEN | [0] <k—|—1} —card{neN \ 7 <k—|—1}
=card{n e N* |n< (k+1)0} =[(k+1)0], c.ct.d.
Avem, atunci, pentru orice k € N*:
ck(0) = [(k + 1)0] — [k0] = card{E(a) N [1,k]} — card{E(a) N [1,k — 1]}.

Daca aceasta diferenta este egala cu 1, atunci k € E(a), iar daca este
egala cu zero, atunci k ¢ F(a). Astfel, lema este demonstrata.

Fiind dat cuvantul infinit C(0) = cic2 ... ¢, . . ., notdm cu C(#) cuvantul
infinit definit prin C(§) = &1¢z...G,..., unde G = 1 — ¢; € {0,1}. Avem
atunci:

Lema 6. Pentru orice 0 irational verificand 0 < 6 < 1, avem:

c0)=C(1-90).

Demonstratie. Intr-adevir, dacd 6 este irational verificand 0 < 6 < 1,
avem pentru orice n € N*:
p(l=0)=[n+1)1-0)]—-[n(1—-0)]=[n+1)—(n+1)0] —[n—nb] =

=1—{[(n+1)0] = [nb]} = 1 —cn(0) =2 (0),
C0)=C(1—-0) cct.d
Observatie. Avem deci, tinand seama de lema precedenta :
FlE(a)] = 1= F[E(a)].

Presupunand multimile E(a) si E(b) disjuncte, unul din cele doua nu-
/
mere reale a si b sunt irationale caci, daca a = b sib= 2/ ar fi trebuit sa
avem: a a
[v'qa] = [pd'B] = pp’ € E(a) N E(b),

ceea ce este absurd.
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Deducem atunci echivalenta celor trei asertiuni:
a) N* este reuniune disjuncta a lui E(a) si E(b);

e )<

FlE(a)] = FE®)] =1 - F[E(D)];
Ma¢Qb¢Q$2+%:1

Astfel teorema lui Beatty este demonstrata.
1+5

b = ¢?] teorema lui Beatty
2

Caz particular. Pentru a = ¢ =
arata ca cele doua submultimi :
Bo = B(¢) = {Ingl, n € N*} si By = B(¢?) = {[ng?], n € N*}
formeaza o partitie a multimii N*. Aceste doud submultimi se numesc sirurile

lui Wythoff:
Ey={1,3,4,6,8,9,11,12,14,16,17,19, 21, 22,24, 25,27, 29, 30, 32,33, ...} ;
Ey, =1{2,5,7,10,13,15,18, 20, 23, 26, 28, 31, 34, 36,39, 41, 44,47,49,52, .. . } .

1 1 1

Cuvantul caracteristic de pantd — fiind C (—2> =cica...cp...,C (—2) =
2 2

= 0100101001001 ..., functia n — ¢, este functia caracteristica a submultimii

E| = E (¢*) C N*.
Ne propunem sa demonstram doua proprietati interesante ale sirurilor
lui Wythoff .

III. Sirurile lui Wythoff

A. Sirurile lui Wythoff si sistemul de numerotatie al lui
Fibonacci

Sirul lui Fibonacci este definit prin: Fy =1, F1 = 2i Fj,11 = F+Fhy1,
n > 0.

Avem teorema:

Teorema 7 (Zeckendorf). Orice numar n € N se scrie in mod unic
sub forma n = ZniFi, unde n; € {0,1} §i nyn;41 = 0, pentru orice intreg

i>0

i > 0. Notatia lui Fibonacci este Fib(n) = ngng—_1 ...ng.

n n
ZFQp +1=Fopyr; ZFQerl +1 = Fopyo. (%)
p=0 p=1
Sistemul de numerotatie al lui Fibonacci. -
Sistemul de numerotatie al lui Fibonacci este un caz particular al sis-
temului de numerotatie al lui Ostrowski (vezi [1]) sistem care are pentru baza
numitorii convergentilor in dezvoltarea unui numar real in fractii continue.
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Lema 8. Fie (ng,ni,...,nk), unde n; € {0,1} si nn;41 = 0 pentru
orice 1 >k — 1. Atunci:
Z ni bl < Fqq.
0<i<k
Demonstratie. Demontram aceasta lema prin inductie. Pentru k& =0
este evident. Putem presupune ca ng = 1 desi np_1 = 0. Din ipoteza de
inductie avem:

> niFi=Fo+ > nF < Fy+ Fyry = Fp,cetd
0<i<k 0<i<k—2
Sa demontram atunci teorema 7.

Unicitate. Presupunem existenta a doud siruri distincte (n;) si (n})

verificand proprietatile date si Z nF; = Z n.F;. SimplificAnd termenii
0<i<k 0<i<k
de indice superior, se poate presupune ng = 1 si nz = 0. In acest caz, prima
suma ar fi minorata de F}, iar a doua suma ar fi strict majorata de F}, tinand
seama de lema precedenta — ceea ce este absurd.
Existenta. Proprietatea este verificata pentru 0 = 0Fy, 1 = 1Fp,
2 = 1F;. Presupunem existenta acestei forme pentru orice n < Fj unde
k > 2 4i fie n un intreg verificand Fy, < n < Fyy1 = Fy + F;_1. Consideram
n' =n — Fj, < F,_,. Prin ipoteza de inductie, n’ poate sa se scrie sub forma
n = Z n;F;. Obtinem atunci n = Fy + Z n; F;, de unde rezulta
0<i<k—2 0<i<k—2
prima parte a teoremei.
[5]-1
Notand cu o, = Z F,—2;, sa demonstram prin inductie ca pentru
i=0
orice n > 1, avem 0,41 = Fn41. Pentru n = 0,1 se utilizeaza relatiile de
definitie ale sirului lui Fibonacci.
Intr-adevir, verificati pentru n = 2, presupunem relatia precedenta
adevarata pentru orice 7 < n. Avem atunci:

O'nJrl:O-nfl"_FnJrl:Fn_1+Fn+1:Fn+2_1a

i.e. relatia este verificata pentru ordinul n + 1 ceea ce incheie inductia.

Pentru n par, respectiv impar, se obtin cele doua relatii din teo-
rema 7.

Utilizand aceasta teorema se pot caracteriza cele doua giruri ale lui
Wythoff :

Teorema 9. Cu notatiile precedente avem:

a) n € By & Fib(n — 1) se termind cu 0;

b) n € By < Fib(n — 1) se termina cu 1.

Demonstratie. Ecuatia caracteristica a sirului lui Fibonacci:

22—x—-1=0
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1++v5 1—-+5 1 o
2f sif = 2f = ——. Tinand seama de
proprietatea sirurilor recurente existd k, k' reali astfel incat, pentru orice

n €N, F, = kp" + k'6". Considerand cazurile n = 0 si n = 1, obtinem

admite ca radacini ¢ =

5+ 3vH 5 —3vh
k= +170\/_ sik' = T\/_ si, in final:
F, = 5 +3\/5(pn _9- 3\/an _ b ("2 — gnt2)
10 10 /5
a) In continuare, deorece pf = —1, avem:

Fn@ — L n+3 + GTLJrl) — L (QO”+3 o 9n+3) + L (9n+3 + GTLJrl) —

7 ¢ 7 7

0% + 1
=Fyq + 9n+1 <7> = Fn+1 — 9n+2'
Fiind dat n = Z n;F;, notam cu w(n) = inf{i | n, = 1}. Tinand seama
i>0
de cele precedente avem ny = Z n;Fit1 + r(n) unde r(n) = — Z ni6 2.
i>0 i>0

Cu n;n;+1 = 0 obtinem: in expresia lui 7(n) singurele puteri care inter-
vin sunt puterile lui 6 avand aceeasi paritate cu 7(n).

— Daca 7(n) este par, Fiib(n) se termina cu un numar par de 0. Pe de
alta parte:

: 1
0>r(n):—2ni0”2 > — (02...—1—0%...) =——
>0 4
1 par
si obtinem [n@] + 1 = ...+ Fr)4 deci Fib([ng] + 1) se termina printr-un

numar impar de 0 de unde F'ib([ny]) se termina prin 01 — vezi formulele (x)
din teorema 7 — i, in final, F'ib([ny] — 1) se termina cu 00.

— Daca m(n) est impar, F'ib(n) se termina cu un numar impar de 0. In
acest caz avem:

0<rn)=— > nf?<- <0+03+...+02’“+1+...) = 1.

>0
% impar

Utilizand un rationament analog cu cel precedent, obtinem — cu for-
mulele (%) — ca Fib([ng] — 1) se termina cu 0. In final, obtinem:
n € Ey = Fib(n — 1) se termina cu 0.
b) In mod analog:
n € E1 = Fib(n — 1) se termina cu 1,
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ceea ce incheie demonstratia teoremei 9 caracterizand cele doua siruri
Wythoff.

B. Semigrupul lui Wythoff

Consideram aici multimea matricilor patratice de odinul 2 definit astfel:

unde a, = [ng], b, = [np?] i.e. al n-lea a, (respectiv b,) este termen al
sirului lui Withoff Ey (respectiv Eq) si multimea de vectori:

wz{wn:(Z:>,neN*}. (1)

Fie G multimea matricilor M patratice de ordinul 2 avand coeficientii
intregi strict pozitivi i verificand : oricare ar fi w, € W, Mw, € W.

Ne propunem sa demonstram urmatoarea:

Teorema 10. Multimea B este un semigrup comutativ pentru multipli-
carea matricilor:

WnWm - an—l—anam'

Avem nevoie de:
Lema 11. Avem:

a) W= {( b ) , (p,q) € N*2, pz[(q—p)w]};

1
b)WZ{(Z>,(p,q)€N*2, OSq—p¢<;};

=@ si M este de forma

o [ a B .Y+ op
¢) Daca _<'y 5)€g, atuncza+ﬂ@
)

d) Pentru M = ( 0 Bﬁ g >, B,6 € N*, 6 > 3, avem echivalenta:

HhMeGei)0<d— Py <1
Demonstratie (1) = a): [ng?| = [np+n] = [ng]+n. Presupunand W

p

definit de (1), avem deci: ¢ > EWie p=[ngl,¢=[n¢?* = q-p=n

sip = [ne] = [(¢ —p)e] c.e.td,
a) = (1): Invers, daca notam ¢ —p = n avem n > 1 caci:
1<p=[np]<np,p=[nyl,g=n+p=n+[np| = [ngoﬂ c.c.t.d.
a) = b): Avem: p=[(¢ —p)¢] < (¢ —p)p < p+ 1 de unde:
0<aqp-plp+1)=qgp—pp® =p(g—pp) <1s10<qg—pp< é
(0 = q — py este exclus, /5, ¢ fiind irationali);
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1
b) = a): Presupunand cd 0 < g—pp < — avem: 0 < gp—p(p+1) <1
sip<(¢—p)p <p+1,deci p=[(qg—p)p] cc.t.d.
c) Fie (g) EW,M(§> = ( g > Tinand seama de b):

tp<g<<p—|——,deunde lim g:<p§ilabfel lim = = ¢, deci:
p pY n—00 P n—oo P

J J
¢ = lim PEOG_ i p_ ot (p,unde [a+ Bp > 0] c.c.t.d.
n—ooap+fq  n—oo o4 gl adt By
p

Atunci: 0 = p(a+ Bp) — (v +0p) = (a+ B — )¢ + (8 — 7). Daca
a+ﬂ—57é0amﬁavutgo:%
o _
a=0—[0¢v=0,cctd

Observatie. Multimea matricilor M=

€ Q ceea ce este imposibil; rezulta

6;ﬂ §>’ unde §,9,6—p3 € N,

este un monoid comutativ pentru multiplicarea matricilor, cu verificare ime-
diata.

d)i);»n);Meg@v({;)ew,M@)_(P)ew. Avem:

Q
Q-Py _POptog-0-Fpp—abe _  dp—B0+y) _
5~ B 5= By 5= By .
Notand cu <g) = <5;5 g)”( ; ), pentru orice n € N*, avem,

atunci, imediat, prin inductie: Q— Py = (6—Fp)"(2—¢); fie 0 < (0—L¢)" =
- P 1 1
= @ L = = ¢. Daca § — ¢ > 1 se obtine o absurdi-
2—¢  p(2-¢) -1
tate facand n — oo. In final 0 < § — By < 1, ¢ fiind irational .

i) =1i): DacéO<5—ﬁ<p<1§i<5;ﬂ §)<Z>—(g>,cu

1 1
0<qg—pp< 2 atunci Q@ — Py = (6 — Bp)(q — pp) € (0, ;>, deci, tindnd

P . ([ 6=p B
seama de b), avem < 0 ) eEW,ie. M= ( 3 5 > € g, c.ct.d.

Lema este complet demonstrata.
Deducem, din asertiune b) a lemei:

B—{Wn—(; Z”),neN*}cg.
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In particular, oricare ar fi w,, € W si oricare ar fi W, € B: Wp(wy,) € B
(a 2-a coloana a produsului W,,W,,)

= (1,7 0]

si, in final, se obtine — vezi observatia precedenta — teorema 10.
Multimea W inzestrata de operatia interna astfel definita:

Wy, * Wy, = Wy, unde n-m = nm—+ apm,
este un semigrup comutativ izomorf semigrupului (B, x).

IV. Cuvantul lui Fibonacci

Consideram aici alfabetul A = {0,1}. Pentru notiunile introduse aici
vezi [4] capitolul 8 si [5] capitolele I, II.

Teorema 12. (AN, d), unde d este definit prin d(u,u’) =0 dacd u = u’
si d(u,u') = exp (—inf {n € Nyu,, # u),}) dacd u # v/, este un spatiu metric
compact, deci complet.

Demonstratie. Sa demonstram ca d este o distanta ultrametrica i.e.
o metrica verificand d(z, z) < sup(d(zx,y),d(z,z)) pentru orice z,y,z € A*.
d(z,y) = 0 daca gi numai dacd = = y; d este simetricad. Sa demonstram
inegalitatea ultrametrica . Presupunem cuvantul y diferit de cuvantul x
pentru n > ig si de cuvantul z pentru n > jg. Distingem doua cazuri:
i # jo; fie ip < jo; atunci x difera de z pentru n > iy i.e. d(z,z) = d(z,y);
daca ig = jp cuvintele x gi z au aceleagi litere cel putin pana la rangul ig,
deci : d(z, z) < d(z,y). c.c.t.d.

Bilele deschise pentru aceasta distanta sunt multimile cuvintelor avand
primele n litere fixate. Topologia definita de aceasta distanta d este topologia
produs peste AN,

Alfabetul A fiind finit, A este compact. Teorema lui Tyhonov asigura
atunci ci AN, produs de spatii compacte, este compact c.c.t.d.

Consideram sirul de cuvinte peste alfabetul A = {0,1} definit astfel:

Py =0, P; =01gi (I)n—i—l =&,P, | pentrun > 1.

Propozitia 13. Sirul de cuvinte (©,000...0...),>0 este convergent
in spatiul (AN, d) spre cuvantul X = A1 ... Ay . ...

Demonstratie. Pentru orice p > n cuvantul ®,, este un prefix al
cuvantului ®, (vezi definitia sirului (®,)). Sirul de cuvinte ($,000...0...)
este un sir Cauchy. Intr-adevir, |®,] = F, — imediat — deci cuvintele
®,000...0..., pentru p > n, au toate cel putin cele F;, prime litere iden-
tice. Pentru p,q > n avem atunci:

d($,000...0...,9,000...0...) < exp(—Fy),

de unde propozitia 13.
Definitia 14. Morfismul o de A* definit prin: o(0) = 01, o(1) =0
este morfismul lui Fibonacci.
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Teorema 15. Acest morfism o admite un unic punct fiz peste AVN.
Acest punct fix este cuvantul X = AgA1... A, ... definit in propozitia 13.
Acest cuvant se numeste cuvantul lui Fibonacci notat Fib.

Demonstratie. Fie u si v/ doud cuvinte distincte avand pentru prefix
cuvantul ug ... u,—1 (n € N).

Daca n = 0 atunci a este prima litera a imaginilor o(u) gi o(u').

Daca n > 0 atunci imaginile o(u) si o(u’) au In comun cel putin n + 1
litere caci aceste doud imagini admit pentru prefix de lungime n+ 1 cuvantul
o(ug)o(uy)...o(u,—1)0. Avem deci d(o(u),o(u’)) < e td(u,u’) < d(u,u’),
prin urmare o este o aplicatie strict contractanti in spatiul complet AN,
Deci 0 admite un unic punct fix. S& aratam ca acest punct fix este cuvantul
A= XoA1... Ay ... definit la propozitia 13. Intr-adevir, si demonstrim prin
inductie ca ®, = ¢™(0). Este evident pentru n = 0, 1. Presupunand propri-
etatea verificata pentru ordinul n > 1, avem:

o™ 1(0) = 0™(01) = ¢™(0)0™(1) = 0™(0)0™" 1 (0) = B, Py, _1 = Ppy1.
Deducem ca ®,, este prefix al cuvantului o(®,,); deci:
d(®,000...0...,0($,000...0...)) <exp(—F,).

Cu notatia u = ©,000...0... la limita, d(u,o(u)) = 0 (o este continua
caci contractanta ) i.e. A = AgAp ...\, ... este unicul punct fix al morfismului
lui Fibonacci si deci:

Fib = 0100101001001010010100100101001001010. . . .

Teorema urmaétoare este o alta caracterizare a girurilor lui Wythoft:

Teorema 16. Fiind dat cuvantul lui Fibonacci Fib = uguy ... Uy, ...
peste {0,1} avem echivalenta urmatoare, unde Ey, E1 sunt cele doud giruri
al lui Wythoff: u, = 0 < n+1 € Ey (deci up, =1 < n+1 € Ep) ie.
up, =0 ne{n¢ -1, n e N}

Demonstratie. Primele valori ale lui F'ib(n) si ale lui u,, sunt urma-
toarele :

n Fib(n) u, n Fib(n) u, n Fib(n) u,

0 e 0 8 10000 O 16 100100 O
1 11 9 10001 1 17 100101 1
2 10 0 10 10010 O 18 101000 O
3 100 0 11 10100 O 19 101001 1
4 101 1 12 10101 1 20 101010 O
5 1000 O 13 100000 0 21 1000000 O
6 1001 1 14 100001 1 22 1000001 1

7 1010 0 15 100010 0O 23 1000010 O
Tinand seama de teorema 9 este suficient sa se arate echivalenta:

un, = 0 & Fib(n) se termina cu 0.
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Proprietatea este verificata pentrun = 1,2. Fie n > 3. Daca n apartine
sirului lui Fibonacci atunci n = Fy, unde k > 2 gi &40 este prefix al cuvantului
O Dy_q, deci prefix al cuvantului Fib; deducem w,, = 0. (|®| = F, si 0 este
prefixul lui ®;_1.)

n= Z n; F; fiind forma lui n in baza lui Fibonacci avem n = Fj, +m

i=k...0
unde 0 < m < Fj_;. Sa demonstram ca u, = u,,. Cuvantul ©v = ug... U

este prefix al cuvantului ®;_q si ®pu este prefix al lui ®P;_1 deci al cuvan-
tului Fib. Ultima litera a cuvantului @ u este de rang Fj, + m = n; in final,
Up, = U, C.C.t.d.

Iterand procedeul se obtine proprietatea avand u; = 1 si ug = 0.

In tabloul precedent argumentul demonstratiei este ilustrat din faptul
ca F'ib(12) se termina prin F'ib(4) caci 12 = F; +4 si deci prefixul de lungime
5 al cuvantului lui Fibonacci precedat de cuvantul ®4 este inca un prefix al
cuvantului Fib.

Observatie. Tinand seama de lema 5 deducem ca Fib este cuvantul

caracteristic de panta — (atentjie la indici — vezi cazul particular de la pagina
185: v
Fib=ugui...Up ... :C<§> =C1C...Cp....
V. Ecuatii diferentiale Sturm - Liouville

1
Pentru a € (0, 5) Q fie C(a) = c1¢2. .. ¢y . .. cuvantul caracteristic

de panta a unde ¢, = [a(n + 1)] — [an] pentru > 1. Pentru n € N, notand
cu p(n, o) = card{k € N|n < kae < n+ 1} avem, in mod evident:

C(a) = QO =ygute)=lyguze)=1y - qou(me)=ly

y o . y
Daca o' = « avem, cu notatia precedenta :

-« T1+d
Teorema 17. Pentru orice n € N avem p(n,a) = p(n, o) + 1.
Demonstratie. Intr-adevar, fie k si &' intregi naturali astfel ncat

n n+1
n<ka<n+1l n<kd <n+1 Deducem imediat — < k < i si
@
1
n —-n<k < nt —n | — 1, de unde rezulta teorema.
Q Q

Obtinem imediat corolarul:
Corolarul 18. Cuvantul caracteristic C(a) de pantd o este de forma:

C(a) = 0O putal) gualy 100me

S# consideram ecuatia diferentiala 3" + w?y = 0 unde w = 7/~ O
solutie a acestei ecuatii este functia y = sin(wt) = sin(ra/~'t). (Matemati-
cienii Charles Francois Sturm (1803-1855) si Joseph Liouville (1809-1882)
au studiat in 1836 radacinile ecuatiilor diferentiale omogene de gradul 2 de
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forma y” + U(x)y = 0 unde ¥(z) este o functie continua de perioada I (in
particular o functie constantd)). Aceasta functie y = sin(ra/~'t) este nula
pentru 7o/ "'t = k7, unde k € N, deci t;, = kao/.

Fie §(n) numarul radacinilor functiei y = sin(ra/~'t) in intervalul
deschis (n,n + ) pentru orice n € N. Cu notatiile precedente avem
6(n) = p(n,a’) si corolarul 18 conduce atunci la teorema urmatoare:

Teorema 19. Fiind dat cuvantul caracteristic C(a) de pantd o con-
sideram ecuatia diferentiald omogend y" + m2a/~2y = 0 unde o = o
solutie fiind functia y = sin(ma/~1t), cuvantul C(a) este de forma C(a) =
000109101 ...10°M1 ... unde O(n) este numdrul radicinilor acestei
functii in intervalul deschis (n,n +1).

Exemplu. Pentru o = —2, deci o/ = —1, se obtine cuvantul lui
Fibonacci C(a) = Fib — vezi observatia precedenta. In acest caz ecuatia
diferentiald 3" +w?y = 0 unde w = mp admite ca solutie functia y = sin(wt).
Ridacinile acestei functii sunt ¢, = kp~! pentru k € N. Tabloul urmitor in-
dica radacinile t* = k™! ale functiei y = sin(myt) pentru 0 < k < 21:

tO - 07

p~ 1 =0,618033989... ; 2p~ 1 =1,236067977. ..

3p~! =1,854101966.. . . ; 4p~! =2,472135955. . . ;

5p~1 = 3,090169944 . . . ; 6p~! = 3,708203932.. .

Tp~l =4,326237921 ... ; 8p~ ! = 4,944271910. . . ;

9p~1 = 5,562305899.. . ; 10p~! = 6,180339887. .. ;

11p~! = 6,798373876. . . ; 12p~1 = 7,416407865 . . . ;

13p~! =8,034441854. . . ; 14p~! =8,652475842. . . ;

15p~1 = 9,270509831. . . ; 16p~1 = 9,888543820. . . ;

17p~! = 10,50657781 ... ; 18p~! =11,12461180.. . ;

19p~! = 11,74264579. . . ; 20p~ 1 = 12,36067977. .. ;
21p~t =12,97871376. ...

Valorile lui 6(n) pentru 0 < n < 12 sunt deci :
0(0)=1,6(1)=2,0(2)=1,03)=2,0(4) =2,0(5) =1, 6(6) =2,
0(7)=1,0(8) =2,60(9) =2,6(10) =1,6(11) = 2,6(12) = 2 etc.

si cuvantul lui Fibonacci este de forma urmatoare:

() = Fib = 0°©10°W10°@ 10°6) 109 100+D =
= 0100101001001010010100100101001001 . . . .

Cuvintele caracteristice C'(f) al caror studiu a inceput in anii 1875
de catre Christoffel si Markoff (1882) se numesc cuvintele caracteristice
sturmiene. Ele sunt un caz particular al cuvintelor sturmiene s(0, 3) =
=5182...8,...unde € (0,1) —Q, B eRsi s, =[0(n+1)+ 0] — [On+ 1G]

Cuvintele sturmiene au fost introduse de catre Morse si Hedlund in anii
1940 ([6]) si sunt studiate astazi din punct de vedere combinatoric, algebric,
geometric.
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Cuvintele sturmiene sau generalizarea lor — cuvintele episturmiene ([3])
— intervin intr-o multitudine de domenii: teoria numerelor (aproximatii dio-
fantiene), geometria discretd (drepte discrete), sisteme dinamice, fizica teo-
retica (cristalografie), teoria imaginilor pe ordinator (Digital straightness),
biologia moleculara (studiu acidului deoxiribonucleic i.e. grupului ADN: A/
C, G si T), teoria muzicala ([7]) etc.

Teorema 19 se poate generaliza pentru un cuvant sturmian oarecare ([6]
pagina 40) inlocuind ecuatia din teorema 19 cu ecuatia diferentiala omogena
de gradul 2:

Y+ U(z)y =0, (Sturm - Liouville)

unde ¥(x) este o functie continua de perioada [ (de aici termenul ,cuvinte
sturmiene®).

Complemente

1) Sirurile lui Wythoff deci cuvantul lui Fibonacci, se pot regasi uti-
lizand teoria grafurilor; mai precis determinand nucleul grafului lui Wythoff
— vezi jocul lui Rufus Isaacs —i.e.:

Graful G = {V, A} urmator (deplasarea reginei la jocul de sah):

Multimea varfurilor V = {(4,5) € N2};

Multimea arcurilor orientate A : I'(z, j), multimea succesorilor lui (4, j),
este definita prin I'(i,j) = {(p, q) EN? |fie p=isgiqg<y; fie q=7 si
p<i;fie p<l g<jsii—j=p—q} (vezi [2] capitolul 14 pagina
308).

2) La olimpiada internationald 1999 (Bucuresti) subiectul 3 a fost urma-
torul:

Sa se demonstreze cad multimea N* este reuniunea a doua submultimi
disjuncte {f(1), f(2),...} si {g(1),9(2),...} verificind cele trei conditii:

e f(L)<f(2)<...<f(n)<....

eg(l)<yg(2)<...<g(n) < ...

e g(n) = f(f(n)) + 1 pentru orice n > 1. (1)

Se demonstreaza — vezi corectarea oficiala a subiectului olimpiadei — ca
sirurile {f(2)}, {g(¢)} sunt cele doua siruri al lui Wythoff. (Utilizand teorema
lui Beatty ecuatia functionald (1) se scrie [nb] = [[nala] + 1 sau b = a2,
considerand un echivalent in co. Deducem in final: a = ¢, f(n) = [ng| si
g(n) = [n¢?].)
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Asupra rafinarii unor inegalitati geometrice in tetraedru

MARIUS OLTEANUY

Abstract. In this paper we improve some geometric inequalities recording
important lines in the tetrahedron.

Keywords: Durrande inequality, orthocentric tetrahedron.
MSC : 26D15

Prezentul articol are drept scop prezentarea intr-un cadru unitar, a unor
noi rafinari ale catorva inegalitati de baza din geometria tetraedrului. Pentru
inceput se vor stabili noi rezultate valabile intr-un tetraedru oarecare, dupa
care vor fi evidentiate, pentru clasa tetraedrelor ortocentrice si echifaciale noi
intariri ale rafinarilor inegalitatii Fuler-Durrande (R > 3r) stabilite pentru
cazul general al tetraedrelor oarecare gi mentionate in [7] pag. 471 — 478, [8]
pag. 625 — 630, [9] pag. 200 — 208, [10] pag. 98 — 108.

Vom utiliza urmatoarele notatii referitoare la elementele unui tetraedru
oarecare [ABCD]: V—volumul sau, Sy—aria fetei (BCD) (analog Sg, Sc,
Sp), S=8Sa+Sp+Sc+Sp,a=BC,b=AC,c=AB,l=AD, m = BD,
n = CD, r,—raza sferei exinscrise de speta intéi care este tangenta fetei
(BCD) (analog ry, rc, 7q), ha, me—lungimea inaltimii, respectiv a medianei
tetraedrului ce contine varful A (analog hy, he, hg st mp, me, mg), 74, Ra—
raza cercului inscris respectiv circumscris triunghiului (fetei) BC'D (analog
re, rc, 'p st Rp, R, Rp), d1, da, ds— lungimile perpendicularelor comune
corespunzatare celor trei perechi de muchii opuse, b1, b2, bs— lungimile celor
trei bimediane, r, R— razele sferei inscrise, respectiv circumscrise tetrae-
drului, I—centrul sferei inscrise, O— centrul sferei circumscrise, G—centrul
de greutate al tetraedrului, H—ortocentrul tetraedrului ortocentric [ABC D],
Q—centrul sferei lui Euler asociata tetraedrului, iar I'— simetricul punctului
Q fata de centrul de greutate G.

Lema. Fie z,y,z,t € R}. Atunci au loc inegalitatile:

3
a)x+y+z+ﬁ24,3/xyz;

T Yy z

1S, C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, Sucursala ,,Olt-Superior“ din Ramnicu-Valcea
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4
b)x—i—y—l—z—l—t—l—l 1 1 = °oVayzt

y z
Demonstratie. a) Fie m, > my > my, mediile aritmetica, geometrica

respectiv armonica a celor trei numere z,y,z > 0. Vom arata ca mg -mp, >
> mg. Intr-adevar:

<x+y+z>2 3zyz

3 >ayz e (v +y+2)? >3y +yz+2z) &

Ty +yz +zx

<:>(:c—y)2+(y—z)2+(z—x)2 >0,
evident. Atunci:

3
rty+z+ 13 1:3ma—|—mh24\4/m§'m = 4y/mg (M2 - my) >
rT oy oz

> 4y¢/mg-m3 > 4¢/mi =4Yryz.

b) Procedam ca la punctul a), unde notatiile (valabile pentru patru
numere strict pozitive) au aceleasi semnificatii.
Vom arita ca mp - my, > mg. Intr-adevar:

(:c+y+z+t>3. dxyzt
4

o (x+y+z+1)° > 16(zyz + zyt + 2t + yzt),
inegalitate adevarata conform rezultatului (212), de la pag. 84 din [11].
Atunci:

4

rtytzttt T 1:4ma—|—mh25\5/mg-m:
—+ -+ -+
r y =z t

= 5¢/mq (m3 - mp) > 59/mg - m} > 55/ m3 = 5V/xyzt.

Propozitia 1. In orice tetraedru [ABCD)] au loc inegalititile:
a) hg + hy + he + hg + 4r > 5v hohyhehg > 5/ 4hghyhehgr > 207,

b) rq + 1y + 1o+ 1q + 2r > 5YreTererg > 53/ 2rgrprergr > 107
C)3>i+i+i+i+ 4 > D .
r — ha hb hc hd ha+hb+hc+hd B W’
d)3>i+l+l+i+ 4 > 5 .
2r T rq Ty Te T4 TatTetTetTqg  YTaTerera

Demonstratie. a) Inlocuim la punctul b) al lemei pe x = hg, y = hp,
1
z = h¢, t = hyg si tinem seama de relatia e + T + e + T = A doua

inegalitate este echivalentd cu hghphehg > 25614, inegalitate clasici, valabila

> zyzt &
Yz + zyt + x2t + yzt




M. OLTEANU, ASUPRA RAFINARIT UNOR INEGALITATI IN TETRAEDRU 197

in orice tetraedru. Analog, cea de a treia inegalitate este echivalenta tot cu
hahyhehg > 25612

b) Se procedeaza ca la punctul a), unde se mai tine seama de relatiile
1 1 1 1
— d —+ — 4+ — = = §i rgrprerg > 1604, valabile in orice tetraedru [ABC D).
Ta Ty Te Td r
c) Avem hy + hy + he + hg > 167; rezulta:
1 1 1 1 4 1 1 )

S T T T < 4 .
ha+hb+hc+hd+ha+hb+hc+hd_7“+47“ 4r’

a doua inegalitate rezulta imediat prin aplicarea lemei b), unde se considera
1 1 1

r=—,y=—,2=—,t=—.
N
d) Deoarece ro + 1y, + 17 + rq > 87, rezulta:
1 1 1 1 4 2 1 5
—+—+—+—+ <-4 ===
Tq T Te T4 Tq+rpt+retrg T 20 2r
. . . . . 1 1 1 1
tot prin aplicarea lemei b), in care seiax = —, y = —, 2 = —, t = —,
Ta Tb Te Td

rezulta imediat cea de a doua inegalitate.
Observatii. 1. Toate cele patru puncte ale propozitiei 1 rafineaza
cunoscutele inegalitati din geometria tetraedrului:

hqe + hy + he + hg > 167,

e +7p+ 7+ 19> 87

hohyhehyg > 25614, (+)
raTpTerqg > 1674

Mentionam ca rafinari ale inegalitatilor (%) au fost recent abordate si
in [2] (pag. 29-37).

16R
2. Deoarece mq, > h, (si analoagele), mg + mp + me + mg < 5 si

1 4R
4\/ hahbhchd < MeMpmemg < Z (ma +mpy +me + md) < ?7

tinand seama de inegalitatile a) si c) ale propozitiei 1, precum si de relatiile
(23), (24), (25), (26) de la pag. 28 din [2], rezultd ca au loc urmatoarele
rafinari ale inegalitatii Fuler-Durrande (R > 3r) intr-un tetraedru oarecare
[ABCD]:

4R
a)4(?+r> > mg +mp +me+mg+4r > hg + hy + he + hg+4r >

> 5v/ hahyhehg > 53/ 4hghyhohar >

hahyheha)?
> 10027 - ( > 20r.
= \/ " ha + 1) (o + he) (he + ha) (ha + ha) =
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1 1 1 1 4 5

e > >

4r hg + hp + he + hg + hg +hy + he+hg — \4/hahbhchd B
5 15

v >

Ymegmpmemyg — 4R

4R
c)4<?+r> >mg+my+me+mg+4r > hg+hy + he + hg + 4r >

>

> 5/ hahyhehg > 53/ 4hghyhohar >

(hahpheha)®
[(he + hp) (ha + he) (ha + ha) (hy + he) (hy + hg) (he + hyg)]

>10-212-r- > 20r.

(VN

1
d) % >mg+my+me+mg > he+hy+ he+ hg >
. Vhohphehg
= (ha + ) (hy + he) (he + ha) (ha + ha)
16R
e) - > Mg + My +Mme +mg > hg + hy + he + hg >
] V hahbhchd > 167
Y (ha + ) (ha + he) (ha + ha) (hy + he) (B + ha) (he + ha) —
3. Avand in vedere inegalitatile c¢) si d) ale propozitiei 2, pag. 31 din
[2] mai putem inca rafina inegalitatea b) a propozitiei 1 din acest articol,

obtinand urmatoarele siruri de inegalitati:

i) 7q + 1+ Te F Ta + 20 2 5YTaryrerg = 5 2rarerera T >

> 16r.

> 5o (hahpheha)®
- (ha + hy) (hy + he) (he + ha) (ha + ha)

) rg +1p+ 7+ 1rg+ 2r > 5YraTererq = 5/ 2rarprerg >

(hahoheha)?
[(ha + 1) (ha + he) (ha + ha) (hy + he) (hy + ha) (he + ha)]3

> 10r.

>552r- > 10r.

4. Deoarece:
64
§R2 > m2 +mi +m2+m3 > h2+ hi +hZ+ h3,

(hg 4 ho + he + hg + 4r)?

5

he + hj + hZ + b3 + 161> >
si:
(ra+rp+7e+ 14+ 2r)°,

o] =

7“2—1—7“5—1—7“6—1—7“3—1—47“22
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ca gi consecinte a celor prezentate pana acum, se obtin noi rafinari ale ine-
galitatii Fuler-Durrande, valabile in orice tetraedru [ABCD]:

AR
a) 16 <T+T2> > m2 +m? +m2+m2+ 16r2 >
1
> 0% B+ B 168 2 2 (ha o+ By o+ e+ ha 4 4r)° >

> 5v/hahphchg > 5¢/16r2h2h2h2h% >

4
> 20/ 4r2 5 (h“hghchd) . 5
(ha + hb) (hb + hc) (hc + hd) (hd + ha)

4R?
b) 16(74-?“2) >mZ +mi +m2+m?+ 16r% >

> 80r2.

1
> b+ B+ e+ B+ 167% > 2 (ho + o+ he o+ ha + 47)” >

> 57/ hahuhehy > 5§/16r2 - h2h2h2h2 >

4
> 20 3| 4r2 (hahshcha) >
[(ha + hp) (ha + he) (ha + ha) (hy 4 he) (hy 4+ hg) (he + hq)]3
> 80r2.
4
c) %RQ > mj +mj +mZ+mj > hi+ hi +hZ+hi>
1
> Z(ha+hb+hc+hd)2 >
hahyheh
> 16 bcd > 6472,
V/(ha + 1) (hy + he) (he + ha) (ha + ha)
4
d) %R2 > mg +mj +m2 +mj > h2 +hi+hZ+hj>
1
> Z(ha+hb+hc+hd)2 >
> 16 - haltyhcha > 64r2.
3/ (ha + hp) (hg + he) (g + ha) (hp + he) (e + ha) (he + ha)
4 16R
5. Mentionam ca prin majorarile R > hghphchg st = >

> hq + hy + he + hq aplicate relatiilor (21%), (22%), (23), (24), (25) si (26),
de la pag. 28 din [2] se obtin direct incadrari/rafinari ale inegalitatii Fuler-
Durrande, valabile in orice tetraedru [ABCD].

6. Pentru propozitia 1 egalitatile se ating numai daca [ABCD)] este
tetraedru echifacial. Aceasta conditie ramane valabila si pentru inegalitatile
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i) si ii) ale punctului 3 din prezentele observatii. Pentru restul inegalitatilor
stabilite pana in prezent, egalitatile se ating simultan numai daca [ABCD]
este tetraedru regulat.

Propozitia 2. In orice tetraedru [ABC D] are loc urmatoarea rafinare
a inegalitatii Fuler-Durrande:

64R? 3
1 N 1 n 1
a?+12 b 4+m?2 2 4n?
> 43/(a? + 12) (b2 + m2) (¢ + n?) > 8Vabclmn > 16V9V2 > 19212,

Demonstratie. In lema - a) consideram x = a? + [?, y = b> + m?,
2z = c® +n? etc. Egalitatea se atinge daci si numai daca a? + 12 = b?> +m? =
= c? 4+ n?, echivalent cu faptul ci [ABCD] este ortocentric.

Mai departe avem:

1 1 1 9

+ + > ’
a?+12  24+m? 2+n? T a2+ 02+ +H12+m?4n?

>a®+ b+ + 1P +mP+n’ +

>

rezulta:
3 a?+ b2+ +12+m?+n?
i i T = 3 - @)
- -
a?+1012  b2+m?2 2+ n?
Deoarece:
16R22a2+b2+c2+l2+m2+n2, (2)

([4], pag. 23, problema 79), atunci, din (1) si (2), rezulta inegalitatea din
marginea stanga.
In continuare, a® + [? > 2al, b> + m? > 2bm, ¢® + n? > 2cn implici:

43/ (a2 +12) (2 4+ m?2) (¢ +n?) > 8V abcl mn. (3)

Se gtie ca:

72V? < abclmn, (4)
([4], pag. 38, problema 166) si:
V > 8V/3r3 (5)
([7], pag. 473, relatia (12)).
Din relatiile (3), (4) si (5) se obtine imediat rezultatul cautat.
Toate egalitatile se ating simultan numai daca [ABC D] este tetraedru
regulat. X
Propozitia 3. In orice tetraedru ortocentric [ABC D] are loc urmdatoa-
rea rafinare a inegalitatii Fuler-Durrande:
AR? 1
— 2R3 2 o (@ 6 P m? ) 2127 (5)

Demonstratie. Vom demonstra. pentru inceput, inegalitatea din cen-
tru.
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Conform teoremei 5, pag. 165, din [3], avem relatia:

1
H.ﬂ:R2+3r2—ﬁ(a2+b2+62+l2+m2+n2)20. (6)

2

In continuare, din R > 3r, rezultd Al > R? + 372, iar din [8], pag.
630, se stie ca a? + b2 + 2 + 12 +m? +n? > 14472,

Egalitatile se ating numai daca [ABC D] este regulat.

Avand in vedere inegalitatea (5*), prin utilizarea ei — sub diferite forme
— se pot rafina, prin trecere la clasa tetraedrelor ortocentrice, rezultatele
stabilite in [7], pag. 471-478, [10] pag. 99-108, [9] pag. 203-207, [8] pag. 625-
630, [2] pag. 35. In acest sens, prezentam in continuare, sub forma sintetica,
cateva dintre aceste noi rafinari ale inegalitatii Fuler-Durrande, cu valabi-
litate — asa cum am precizat — doar pentru clasa tetraedrelor ortocentrice.
Enuntam deci:

Propozitia 4. In orice tetraedru ortocentric [ABCD)]| au loc urmatoa-
rele rafinari ale inegalitatic Euler-Durrande:

a) 64r? Shg—l—hg—l—hg—i—hz§mg+mg—|—m2+m§§
16 64
S ? (R2+3T2) S §R2

b) 16r < hg+hy+he+hg <mg+my+me+mg <

d) 48— <X < ey by Te g d <
) R — VR243r2 " mq mp me mg
8 16R
— VR2+3r2 < —
V3 3
2 2 2 2 2 2
8)362 — 24874 2—h_a2+h_b2 h_02+_d2§4
R R=+ 3r mg P M “

2v/2
g) TRZ 7\/3_\/32+3T2ZTA+TB+TC+TD24\/§T.

8 2
h) §R22§(R2+3r2) 27“124—1—7"123—1—7“20—1—7%287“2.
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0 8\/§(§R—r> z%ﬁ(\/m—sr)z
> Ra+ Rp+ Ro+ Rp >8V2r.
j) %(532—367«2) 28(5—]:2—11 )
> R% + R% + RZ + R% > 32r2.
6\/— 4v/6 11 1 1 22

k Sy
) R \/R2+3r2 TA+TB+TC+TD_ r

B M 1,111 2
+3r rhy T Tre rp T
2 6 1 1 1 1 2
m)g};/irﬁ\/w;j; \/§r +RB+R_C+R—DS%'
93 1 6 1 1 1 1 1

Z. < <=4+ =4+ =4+ =< —.
R Ty Tl T A A A

64 2 4
0) 64r* < RARpRcRp < 9 (\/R2 +3r2 — \/57”) < 64 <§R - r) .

S2 R? 4 3r2 4
4rt < < < < — R4
p) 4% S rarBTOTD < T8 27—( 6 ) =381
)9 3 1+1+1+1+1+1<1
n? — 4r2’

<
R2_R2+3T2_a2 b2 12

b l 1 R
r) 6 < E-i- —|—l+ +—-|- <— \/3(37“2+R2)§2—.

T
) 9 < 3 < 1 n 1 n 1 1
S —_ —_ RN
4R? T R24+3r2 " m2  mi m?2 m}
1 1 1 1 1

< < — <
_maha+mbhb+mchc+mdhd_zh2_

(RQ+3T2>2 _1 R

u) g-RS > 32—\;5 (R? +37“2)% > (Zmi) (Zh“> > % V > 210
9 3 3 1 1 1

< < =< =4 =+ ==
IR SR SR ETETE

SR S S N R R*+3r?\ _ 1 R
CANrz R 2 i) a4\ 128 ) T 324 67

(b1 = b = b3, [ABCD] fiind ortocentric).
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AX4k BX4k CX4k: DX4k:

2—n odk+2 . Ak (P2 2\ "%
w) m3+mg+m?+mg > 2573 ey (R-|-3r)22
4k
_n T *
> 31l unde k € N*, n € {0,1,2}, X € {0, G, H,Q.T}.

jAX"  BX" CXt DX" R24+3r2\> 1 R
X . B — ] _
m2 m? m2 m3 = 2413 — 324 67
unde n € {0,1,2}, iar X € {O,G,H,Q,T}.
AX BX CX DX _R(R*+3r?)
y) + + + < 3
Tq Tp Te Tq 67
unde X € {O,G,H,Q,T'}.

A A 3 \}
D or T T T 2T ) 2
n
3
> gltm—n_ pm. (E) ,Vm e {0} U[l,00), n €{0,1,2}.
Mg My Me My 1 1 9 o\ 2 8 R3
< (R213p)2 < 2
Ta T rc+rd_3\/§ r3( +3r%) - 27
3
mg My  Me My (R2+3T2)2 4 R3

4< —4+ —4+ —4+ —< — < —
R P T R T Y T

16 64
v) 64r2 < Zmaha < 3 (R2 + 37“2) < n R2.

Daca, in plus, tetraedrul ortocentric [ABCD] are ortocentrul H €
€ int(ABCD) se mai pot rafina si rezultatele stabilite in [6] pag 22-23, [8]
pag. 628-629 si 2] pag. 57 problema 305.

Avem agadar:

Propozitia 5. In orice tetraedru ortocentric [ABCD] avand orto-
centrul H € int(ABCD) au loc urmatoarele rafinari ale inegalitatii Fuler-

R3

r3’

2
< Z
-9

Durrande: 5
Ta o ThoTe L Td o o2me 5 :
a)m3+'m£’+m?+m3_ "T\Rt32) <
3 n
Z 22+m72n RSN <E> , Vm,’n S {0} U [1700)‘
spooSE o Sm o Sy 3 \?
b) 2A 4 2B | 2C 4 2D 5 ogx2men (2 )" gm
Vg Ty e g 2 v o )
3 n
2 41—m—n . (E) . Sm’ Vm,n € {0} U [1700).
1
o) o e T o
hgr-me byt -mp o AT -me o hl-mg B2+ 302

> 2,m%’ Wm € {0} U1, 00).
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2 4
Qa< e My e o 2 g o A
ha Iy he ha V3 3r
r 8rv/3 he ~ hy  he  hg
12. L« VO fa T Be  Bd oy
RS et g oy me g
m2 m? m?2 m2 4(R*+3r?) 16 R?
£) 167 < Ma M e Mg AU H9T) 16 R
T TR T i R e r
2 2 2 2 2 2 6
M, my Me mq (R? + 3r%) 4 R
4< (=2 = — e I S A ki
&) —<ha +<hb) +<hc> +(hd) =T 386 =729 40
4 2 2
w LR (R 221Z V3 .3
324 16 2473 mghe — 2r -/ R2+3r2 — 4Rr

3 3
i) mqSa+mpSp+meSc+mgSp < \1/—8_ (@®+b*+ A+ 12 +m?+n?)2 <
3 32R3
<4(R*+3r?)2 < :
Propozitia 6. In orice tetraedru ortocentric [ABCD] au loc inegali-
tatile:
a) R2>r2 41 +r% +r2 + 1% > or%
b) OH? > OI* + 3HI>.
Demonstratie. a) [ABC D] fiind ortocentric, avem identitatile:
a2+ =b"+m?=c?+n? (7)
([4], pag. 6, teorema T. 10-a));
hZ + 4R = hj + AR% = h? + 4R% = h3 + 4R} = a® + [ (8)

([4], pag. 1, problema 47).
Tinand seama de relatia (5*) a propozitiei 3, impreuna cu identitatile
(7) si (8) se obtine:
2P A(@+P)
4 16
(9)

R2+3r221—12-3'(a2+l2):

ZhZ—I—Zl'ZRi 1 1
- 16 :1_6'Zh3+ZZR12“‘

Dar: )
R > b4’ (10)

SRR >4) 0, (11)

(deoarece R4 > 2r4 si anloagele, conform inegalitatii lui Fuler).
Din (9), (10) si (11) rezulta ca:
R2>r2 47 0% 402 473, (12)

si:
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Conform relatiei (8), pag. 99 din [10] avem:
4+ 1% +rd +rh > 8r? implica r? + 174 + 1y + &+ > 9% (13)
Din (12) si (13) rezulta ca:
RE>r? 403 +rh +rd +1h > o2
b) Deoarece:

1
H12:R2+37“2—E(a2+b2—1—02—|—l2—|—m2—|—n2),

OG? = R? — 1_16 (a2+b2+c2+l2+m2+n2),
2-0G = OH,
rezultd 16 - OG* — 12- HI* = 4 (R* — 9r?).
Dar, conform problemei 333, pag. 63 din [4] avem R?—9r% > OI2. Deci
16 - OG? — 12HI? > 4017 este echivalentd cu 40G? > 3HI? 4+ OI? sau
OH?* > OI* + 3HI?.
Observatie. Din OH? > OI? + 3HI?
rezulta. OH? > OI? + HI?, adicid punc-
tul I se afla situat in interiorul sferei de 0
diametru [OH]. In plus, daca tetraedrul G
[ABCD] este ortocentric, avand ortocentrul
H € int(ABCD), se stie, conform problemei
336, pag. 64 din [4], ca punctul I este situat
in exteriorul sferei de diametru [OG] Fig. 1

In concluzie, in cazul tetraedrelor ortocentrice avand ortocentrul in in-
teriorul lor, centrul sferei inscrise tetraedrului este situat in zona cuprinsa
intre exteriorul sferei de diametru [OG] si interiorul sferei de diametru [OH |
(vezi fig. 1).

Propozitia 7. Fie [ABCD] un tetraedru ortocentric. Daca I este
centrul sferei inscrise tetraedrului, atunci are loc urmdtoarea rafinare a ine-
galitatit Euler-Durrande:

12r < AT+ BI +CI+ DI < 2\/AI2+BI2+CIQ+DI2 < 4R.

Demonstratie. Din teorema medianei aplicata in triunghiul OHI,
avem:

4GT* = 2(0I* + HI*) — OH? = 2(OI* + HI?) — 40G?;
rezulta:
2GI* = OI* + HI? — 20G? < OH? — 20G? = 20G?
si deci:
GI? < OG> (%)
Din relatia lui Leibniz avem:

AI? + BI? + CI? + DI? = 4GI? + GA? + GB? + GC? + GD? =
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= 4(GI* + R* — OG?) < 4R?,

conform relatiei ().
Aplicand inegalitatea dintre media aritmetica si media patratica avem:

Al +BI +CI+ DI < 2\/AI2+BI2+CIQ+DI2 < 4R.

In continuare, se stie ca daca P este un punct in interiorul tetraedrului
oarecare [ABCD], iar [A'B'C'D’] este tetraedrul sau pedal, unde {A’'} =
= (APN[BCD], {B'} = (BPN[ACD] etc., atunci, conform problemei 92-d),
pag. 26 din [4] avem PA-PB-PC-PD >81-PA'-PB' - PC’- PD'. Daca
P =1, atunci PA' = T A’ > r (si analoagele) si rezulta ca:

Al - BI-CI- DI > 81r%. (5 * %)
Cum AI +BI+CI+ DI > 4\4/AI-BI-CI-DI, obtinem ca:
Al + BI +CI+ DI > 12r.

Propozitia 8. Fie [ABC D] un tetraedru oarecare, iar I centrul sferei,
de razd r, inscrisa tetraedrului. Dreptele AI, BI, C1I, DI intersecteazd a
doua oard sfera de razd R, circumscrisd tetraedrului, in punctele Ay, B1, Cy
gt respectiv Dy. Atunci are loc urmatoarea rafinare a inegalitatii Euler:

(3_r>8 - Via,B.c1 D) < (£>8
R) = Vpepy ~ \3r

Demonstratie. Conform problemei 337, pag. 64 din [4] se stie ca:

‘/[AlBlchﬂ > 256 . SASBSCSD

Viaen (Sa+Sg+Sc+Sp)*

(14)
Din geometria triunghiului se stie ca Sy > 3\/§r124, Sp > 3\/37%,

Sc > 3\/37“20, Sp > 3\/§7%; rezulta:
SaSpScSp > 3% (rarprerp)?. (15)

Insi, conform punctului o) al propozitiei 4, avem rargrerp > 4rt, de
unde, tinand cont de (15), obtinem:

SaSpScSp > 3% -4% .8, (16)

Din geometria tetraedrului se stie ca:

8
Si+Sp+Sc+Sp=8<—R% 17
A+ Sp+ Sc+ Sp G (17)

Din (14), (16) si (17) obtinem:

‘/[AlB101D1] > 256 ) 36 . 42 . ’]”8 . 32 _ ﬁ 8
Viapep)  — 212. j8 R)
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Mai departe, conform teoremei T.28, pag. 9 din [4], avem:

4
V[A131C'1D1] _ (R2 _OIQ) < R® < E 8
V[ABCD] AI? - BI?.CI?-DI? — AI?-BI?.CI?- DI? 3r )’

in conformitate cu inegalitatea (* ).

Propozitia 9. In orice tetraedru echifacial [ABC D] are loc urmatoarea
rafinare a inegalitatic Euler-Durrande:

8R3 > 9V3V > T2Rr? > 2161°.
Demonstratie. Inegalitatea:
8R? > 9V/3V > 21673 (18)

este valabild In orice tetraedru (aplicatia 5.3, pag. 500 din [1]).
Cum R > 3r, rezulta:

T2Rr? > 21613, (19)

Deoarece intr-un tetraedru echifacial fetele acestuia sunt triunghiuri
ascutitunghicce, atunci conform rezultatelor stabilite in [5], pag. 3-6, avem:

4V38p > /2T (a2 + 02+ ) (a2 + b2 — ) (a2 + 2 — b2) (12 + 2 — a?).

In plus: Sy =Sg=Sc=Sp,a=1,b=m, c=n,
72V2 = (a®> + 0% — ?) (a* + 2 = b?) (0* 4+ 2 — a?), 8R? = a® + B> + ¢,
3V
45p = S, r = —. Rezulta:

S
SV3 > 6VZVBVRY & V3> 6v3VBVERV < 0V3V > T2R. (20)

r
Din (18), (19) si (20) se obtine rafinarea cautata.
Observatie. Intr-un tetraedru echifacial [ABCD] se stie ca h, = hy =

e = hg = 4r, 8R?* = a®> +V? + 2, jar m2 = m} = m? = m? =

“OI[\D:.

(a? + b* + ¢?); rezulta 35 = % > 1 (si analoagele).
r a

Comentariu. Deoarece din punctul d) al proprozitiei 5 rezulta ca in

cazul unui tetraedru ortocentric [ABC D], avand ortocentrul H € int(ABCD),
. . Mg My Me Mg L
cel utin unul din rapoartele —, —, —, — este cel mult egal cu —, iar in

he ' hy  he' hg 3r

D e R
cazul tetraedrului echifacial, toate aceste rapoarte sunt egale cu 3 in mod

r
natural propunem urmatoarea:

Conjectura. In tetraedrul oarecare [ABCD] se noteazd cu mg, myp,
Me, My $t hg, hy, he, hg lungimile medianelor, respectiv tnaltimilor tetrae-
drului corespunzatoare varfurilor A, B, C si D. Daca r si R reprezintd
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razele sferei inscrise respectiv circumscrise tetraedrului [ABC D], atunci are
m R
loc inegalitatea 1 < h—x < 3 oricare ar fi x € {a,b,c,d}.
r

Acest rezultat ar extinde la tetraedru cunoscuta inegalitate dintr-un

R m
triunghi ABC, % > h—a (unde de aceasta data, notatiile sunt cele cunos-
r a
cute intr-un triunghi) si analoagele, rezultat ce apartine regretatului profesor
Laurentiu Panaitopol.
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An Olympiad problem:

Zeroes of functions in the image of a Volterra operator

RADU GOLOGANY and CEzAR Lupu 2
Abstract. We consider a generalization of an olympiad problem which
can be regarded as a result for a Volterra operator.

Keywords: mean value theorem, integrals, Volterra operator.
MSC : 26A24, 26A33.

Introduction & Main result

One of the problems of the Romanian National Olympiad in 2006 was
the following:

Let f:[0,1] — R be a continuous function with:

1
0/ f(z)dz = 0.

Show that there exists ¢ € (0,1) such that:

/Cacf(x)dx =0.
0

In what follows we give two proofs to this problem. In the second
proof we shall use a mean value theorem due to Flett. For more details we
recommend [2] and [3].

t
First proof. We assume by contradiction that / zf(z)dx # 0,
0
t
vVt € (0,1). Without loss of generality, let /:cf(:c)d:c > 0, Vt € (0,1)
0

t
and let F(t) = /f(:c)d:c. Integrating by part, we obtain:
0

b Polytechnic University of Bucharest, Department of Mathematics II and Insti-
tute of Mathematics ,,Simon Stoilow“ of the Romanian Academy, Bucharest; E—mail:
Radu.Gologan@imar.ro

2) University of Bucharest, Faculty of Mathematics and University of Craiova, Faculty
of Mathematics, E-mail: lupucezar@yahoo.com, lupucezar@gmail.com
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t

/f( /F dz, Vte(0,1).

0
Now, by passing to the limit When t — 1, and taking into account that
F(1) =0, we deduce that:

/IF(x)dx <0. (%)

Now, we consider the differentiable function, H : [0,1] — R defined by:

; , if t#0
0, if t=0
It is easy to see:
t
- /F(:c)d:c
H'(t) = ;’2 >0,

0 p is increasing on the interval (0, 1), so it is increasing on the interval [0, 1]
(by continuity argument). Because H(0) = 0, it follows that:

/ x)dx > 0,
0

which is in contradiction with (x). So, there exists ¢ € (0,1) such that:

/ xf(x)dz = 0.
0
Second proof. We consider the following differentiable function

H :[0,1] — R, defined by:
t
t/f d:r—/ xf(r)dx
0
t

1

with H'(t / f(z)dz. Tt is clear that H'(0) = / f(z
0
c

Applying Flett s mean value theorem (see [1]), there exists ¢ € (0,1) such
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that:
H(c) — H(0)

Cc

H'(c) =

or:

c/cf(x)dx :c/cf(x)dx—/cxf(x)dx,
0 0 0

which is equivalent to:
C
/ xf(z)dx = 0.
0

An extension of theorem 1.1 was given in [4], namely:
Theorem 1.1. Let f,g:[0,1] — R be two continuous functions. There
exists ¢ € (0,1) such that:

c 1 c

jf(x)dx/xg(:c)d:c = /g(m)dx/xf(x)dx.
0

0 0 0

The proof is almost the same with the second proof of theorem 1.1, only
this time we shall consider the function H : [0,1] — R defined by:

t

H(t) = /1 f(z)da | ¢ / g(z)dz — /t zg(z)dz | —
0

0 0

1 t t

- / g(z)dz |t / Fz)de — / o f(x)dz
0

0 0
The proof of the main result involves some non-elementary facts. The
following lemma will be used.
Lemma 1.2. Let h:[0,1] =R be a continuous function and ¢ :[0,1] —
R is nondecreasing, continuous in 0 and ¢(0) = 0. Then:

Proof. We assume by contradiction that lim

=0t ¢(t)
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Thus, there exists a sequence t,, > 0 such that 0

which is equivalent to:

h(z)p(x)dx > cp(t,) > 0.
0

On the other hand, using the continuity and the fact that ¢ is nonde-
creasing we obtain:

0< [ h(z)o(z)dx < t,o(t,)
/

and by letting t,, — 0 we have a contradiction.

We are now able to state the general form of our intermediate value
result.

Theorem 1.3. Let f,g,¢ : [0,1] — R such that f,g are continuous
functions and ¢ is nondecreasing, continuous in 0 and ¢(0) = 0. Then there
exists ¢ € (0,1) such that:

c 1

jf(x)dx/g(x)qb(x)dx = /g(ﬂﬁ)dx/cf(x)gb(x)dx_
0 0

0 0

Proof. Let H(t) = [ h(z)¢(x)dz, where h : [0,1] — R is a continuous

o

H(t
function. By the preeceding lemma we have lim L = 0. Integrating by

=0+ P(t)

parts in the Riemann-Stieltjes integral setting, we have:
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1
Now, by letting e — 0, if we assume that /h(:):)dx =0, we get:
0

1
A1) [0
W—O/m )d

This implies that the function H(z) cannot be of constant sign on (0, 1).
Thus there is ¢ € (0, 1) such that H(c) = 0. In the particular case when:

/19 z)de — (t)/lf(x)qﬁ(x)dx,

1
we clearly have / h(z)dz = 0, so by the considerations above there exists
0

€ (0,1) such that / h(z)¢(x)dx = 0 which is equivalent to:
0
1 c 1 c
f@)dz [ g(x)p(z)dz = [ g(z)de [ f(z)p(z)de
[ [t e |

To formulate a consequence, denote by C([0,1]) the Banach space of
continuous functions on [0, 1] and by Cpyy the subspace of functions having
zero integral.

Theorem 1.4. Let ¢ : [0,1] — R a nondecreasing function con-
tinuous at 0 and such that ¢(0) = 0, and consider the Volterra operator

Vs : C([0,1]) — C([0,1]) given by Vy(f /qb t)dt. Then, all func-

tions in Vu(Chun) have at least one zero in (0, 1).
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Inegalitati si elemente de teoria sirurilor

PETRU IVANEscUY si FLORIN NICHITA?

Abstract. In this note we prove an elementary inequality by instruments
of mathematical analysis

Keywords: sequence, Riemann integral.
MSC : 40A05.

Se da urmaéatoarea inegalitate:

L
2 "3 4 5 6 7 8 7 '
Demonstratia acestei inegalitati, cu o infinitate de termeni, va rezulta
din urmatoarea propozitie:
271—1
Propozitie. Fie sirul (ap),>1, an = ; ﬁ, n € N*.
Atunci au loc urmdtoarele afirmatii: -

a) Sirul (an),~,; este monoton crescator.
b) Sirul (an),>, este marginit.

c) nhjgo ap =In2.

Demonstratie. a) Pentru orice k € {1,2,...,2""!} vom avea ci:
1 1 1
Tk S 2n ok 1 2042k
aceasta observandu-se din faptul ca:
1 1 1 . 1 1
2Tk 22k 2 ik T onyok S 2n g2k 1

pentru orice k € {1,2,...,2"" 1},

Insuménd inegalititile (%) dup k vom obtine ci:

(%)

2n—1 1 2n—1 1 1
— — K —
=3 5y ;<2n+2k_1+2n+%)

dupa cum usor se poate observa.
b) Deoarece 2"~! + k > 2"~! pentru orice k € {1,2,...,2" 1}, rezulta

1 1
11k < Sn-1 pentru orice k € {1,2,...,2""!} i insuméand dupa k
1
. . 1 B
obtinem ca a, < 2" - T = 1.

Cum sirul este strict crescator, obtinem ca:

ap<as<az<...<a,<...<l1,

b Colegiul National ,Liviu Rebreanu* din Bistrita
2 1. M. A. R., Bucuresti, e-mail: Florin.Nichita@imar.ro
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adica:
1<1+1<1+1+1+1< <1
2 3 4 5 6 7 8 ’
adica inegalitatea de la inceputul lucrarii.
¢) Limita sirului (a,),, se poate calcula independent de a) si b).

Avem ca:

2n1 2n1

an = ZWM*Z Z—:

1 1
= (1+§+...+2—n—ln2n+ln2">—

1
—<1+§+...+ —ln2”_1—|—ln2”_1>—

on—1
= Con — Con—1 + ln 2” — ln 27’1—1 = Con — Con-—1 + ln 2,

1
unde (¢,),51, ¢n = 1+ 3 + 3 + ...+ — — Inn este sirul lui Fuler cu limita
= n
c € (0,1), ¢ constanta lui Euler, irationald. Atunci:

lim a, = lim con — lim cyn-1 +In2=c—c+In2=1In2.
n—oo n—oo n—oo

Limita sirului (a,),~, poate fi calculata si cu ajutorul sumelor integrale

Riemann. Avem:
271,71 gn— 1

1 1 n
an:Z2n—1+k gmz k *UA%")(f"(c))’

k=1 k=11
+2

unde o, w (f, f B ) este suma Riemann corespunzatoare functiei f : [0, 1] =R,

"1
f(z) = ——, integrabild Riemann, diviziunii:
x

+1

Al _ 1 2 O

n = 0<2n_1<—2n_1<...< o1 <2n_1_1
o _ _F__

a intervalului [0,1] si x, , punctele diviziunii si punctele

= o =
().

intermediare ale diviziunii Ay,
Avem ca:

nh_)rgoan— lim 00, ffk /f dx—/

Observatii. i) Pentru a demonstra inegalitatea initiala este nevoie doar

1
de a) si b) sau doar de a) si ¢) deoarece In2 € (5, 1>.

1

=1n2.
0

dx = In(1+2)
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ii) Inegalitatea de la inceputul lucrarii poate fi abordata de elevi de
clasa a VII-a. Proporzitia data poate fi expusa la clasa a XI-a. Partea din
demonstratie care foloseste sume Riemann este un exercitiu greu, pentru
elevii din clasa a XII-a.

iii) Demonstratiile noastre sunt foarte concise. La clasa sugeram o abor-
dare mai explicita.

EXAMENE SI CONCURSURI

Concursul National de ocupare a posturilor didactice din
municipiul Bucuresti, 15 iulie 2009

SoRIN RADULEscUV si I. V. MAFTED)

Enunturi

Subiectul 1

1. Sd se arate cd ecuatia x° + y? + 2° = 2xyz nu are solutii in numere
naturale nenule.

2. Fie doud triunghiuri ABC si A’B'C" care au acelasi centru de greu-
tate. Sa se calculeze suma:

—
AA'"+ AB'+ AC'+ BA'+ BB'+ BC'"+ CA'+ CB' + CC".

3. a) Definiti probabilitatea conditionata.

b) Fien € N, n > 4. Alegem patru numere distincte din mulfimea
{1,2,...,n}. Notam cu p, probabilitatea ca aceste patru numere sd formeze
0 progresie aritmeticd cu rafia strict pozitiva. Sa se calculeze py,.

Subiectul II

1. Sa se determine a € R astfel incit G = [a,+00) sa fie parte stabild
a lui R in raport cu legea de compozitie x xy = xy — 2x — 2y, cu x,y € R.

2. Sa se determine valoarea maximd a functiei f : [0, g} — R,

f(z) =sin®z - cos® z.

3. Sa se calculeze:
X

. / dt
hm — _—.
T—00 I 4+ cost

b Profesor, Liceul ,,Aurel Vlaicu“, Bucuresti
2) Profesor, Colegiul National ,,Sf. Sava“, Bucuresti
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Subiectul III

1. Proiectatt unitatea de invatare: ,,Progresii geometrice“, precizand
definitia unitatii de tnvatare.

2. Pentru tema ,,Siruri monotone“, alcatuifi un test formativ din trei
itemi, mentionand definitia testului formativ.

3. FElaborati o propunere de optional (Curriculum la decizia scolit — C.
D. §) in mazimum o pagina, care sa abordeze urmdtoarele aspecte:

a) titlul optionalulut;

b) continutul optionalului;

c) argument care sa motiveze propunerea oplionalului si care sa se refere
la unul dintre urmatoarele aspecte: nevoi ale elevilor, nevoi ale comunitatii
locale, formarea unor competente de transfer.

Nota:

e Toate subiectele sunt obligatorii.

e Fiecareia dintre cele trei probleme ale unui subiect i se va acorda 10
puncte.

e Se acorda 10 puncte din oficiu.

e Timpul efectiv de lucru este de 4 ore.

Solutii

Subiectul 1

1. Daca =z, y, z este o solutie a ecuatiei din enunt, rezulta ca exista
cel mai mare numar natural k cu proprietatea ca 2% divide pe z, y, z. Deci
existd a,b,c € N* cu proprietatea ca x = 2%a, y = 2*b, z = 2F¢. Din alegerea
numarului natural k£ rezulta ca cel putin unul dintre numerele naturale a, b
$i ¢ este numar impar. Inlocuind in ecuatie obtinem:

2% a2 4 22kp% 4 92k 2 = 931 gpe, (1)
sau, dupa simplificare:
a? + 0% + ¢ = 281 abe. (2)

Pentru ca (2) sa aiba loc, este necesar ca unul dintre numerele a, b,
¢ si fie par si celelalte impare. In acest caz, membrul stang al relatiei (2)
este de forma 4m + 2, iar membrul drept este de forma 4n (multiplu de 4).
Contradictie. In concluzie, rezultd c ecuatia din enunt nu are solutii numere
naturale nenule.

Observatie. Se observa ca, utilizand aceeasi idee, se poate demonstra
ci oricare ar fi a € Z, ecuatia 22 4+ y? 4+ 2% = 2axyz nu admite decat solutia
r=y=2z2=0.

Comentariu. Problema a fost considerata dificila de foarte multi can-
didati. Au existat putini candidati care au rezolvat-o corect. Dificultatea a
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constat in faptul ca putini concurenti au dovedit ca stiu sa lucreze corect cu
clasele de resturi modulo n.
2. Notand cu G centrul de greutate al triunghiului ABC si cu G’ centrul
de greutate al triunghiului A’B’C’ avem:
—
S = AA' + AB' + AC' + BA' + BB' + BC' + CA' + CB' + CC’

—_—
!~

- (ﬁ+@+ﬁ)+(ﬁ+(ﬁ+@)+(ﬁ+5@+(§c

_|_

(B—(f+@+cﬂ)+(13_é+0—(};+@)+(3—d+@+@
(—> T —

7 Y == A I o/ = I~
CG+GG' +GA )+ (CG+GEGEF +G' B )+ (CG+GGE +G'C

_l’_

N— —
+

_|_

N—

—3 (A—(’; + BG + @) +3 (G’A’ +G'B + G’C’) NYeled

— — — — —
Tinénd seama ca AG + BG +CG = 0 si GA+GB +GC =0,
obtinem S =9G4
In particular, cind G = G’, obtinem S=7.
Comentariu. Problema nu a pus dificultati candidatilor; mare parte
din ei au rezolvat-o cu destul de multa usurinta.

3. a) Fie A si B evenimente cu P(A) # 0. Atunci, probabilitatea ca sa
aiba loc evenimentul B in conditiile n care a avut loc evenimentul A este data
P(ANB)
de formula P4(B) = ——~+—
rmula Py (B) POA)
evenimentului B In raport cu evenimentul A.
b) Prin definitie probabilitatea cautata este:

si se numeste probabilitatea conditionata a

nr. cazuri favorabile

(1)

Numarul de cazuri posibile este egal cu C. (2)

Sa calculam numarul de cazuri favorabile.

Fie a primul termen gi r ratia progresiei aritmetice; atunci progresia
este de forma +a,a + r,a + 2r,a + 3r, cu:

a>1 ¢ a+3r<n. (3)

nr. cazuri posibile

Din (2) va rezulta:

—1
1+3r§a+3r§n$1+3r§n:>r§nT

—1
si din faptul ca r € N, rezulta ca r € (1,2,3,..., [n 3 ]}

Deducem ca numarul de cazuri favorabile este:

[nzsé](n?,r)n[”sl]?,[n?’l} [nT_lH]. (4)

2
r=1
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Inlocuind in (1) numérul de cazuri posibile din (2) i numérul de cazuri
favorabile din (4), obtinem in final:

] G ) .

21

Observatie. Problema se poate generaliza in modul urmator:

Fie k € N* sin > k > 3. Sa se determine probabilitatea ca alegand
k elemente distincte din multimea {1,2,3,...,n} acestea sa fie in progresie
aritmetica.

Facand un rationament asemanator, se determina probabilitatea:

n—1 n—1
2n—(k—1 —k+1
=] (o [ o)
2CE ‘

Comentariu. Problema a fost apreciata de candidati ca foarte dificila
si de aceea rezolviarile nu au fost complete. S-a remarcat faptul ca putini
candidati au facut dovada ca detin notiuni de combinatoricd si notiuni de
teoria probabilitatilor.

Subiectul II

1. Dacd z = y = a, atunci avem a * a = a®> — 4a si din faptul ca
axa € G, rezultd a® — 4a > a si apoi a®> — 5a > 0 ceea ce este echivalent cu
a € (—00,0] U [5,00). Avem de analizat doua cazuri:

1)aeb,00) si 2)ac€(—00,0].

Cazul 1). Daca a € [5,00), atunci oricare ar fi x,y € [a,+00) avem:
rry=ay—2r—2y=(r—2)(y—2)—4>(a—2)(a—2)—4=0a’>—4a>a.

Am demonstrat ca pentru a € [5,00), G = [a, +00) este o parte stabila
a lui R in raport cu legea de compozitie data.
Cazul 2). Daca y =1 € [a, +00) rezulta:

Pn =

rxy=xxl=x-1-2v—-2=—-2x—-2>a, VYzé€la,+00).

Acest lucru este fals. Este suficient sa tindem cu x — oo si obtinem o
contradictie. Deci (—o0, 0] nu poate fi parte stabila.

In concluzie multimea ciutati este G = [5, +00).

Comentarii. Problema a fost abordata de multi concurenti, dar marea
majoritate au demonstrat numai ca a € (—o0,0] U [(5,400). Cazul cand
a € (—00,0] a fost abordat de putini concurenti, care nu au dat solutii com-
plete.

S-a observat ca nu s-a inteles in profunzime notiunea de parte stabila
in raport cu o lege de compozitie interna, cu toate ca astfel de tipuri de
probleme se gasesc din abundenta in culegerile de probleme si in manualele
alternative.



220 EXAMENE I CONCURSURI

2. Problema in sine prezinta un anumit interes, motiv pentru care o
vom solutiona prin mai multe metode.
Metoda 1. Vom studia maximul functiei

f: [0, g] — R, f(z) =sin® z cos® z

cu ajutorul derivatei de ordinul intai.
Prin derivare se obtine f’(z) = sin?zcos?z (3 8 sin? x) Alcatuim
urmatorul tabel de variatie al functiei:

V6

x 0 arcsin e

@0 + + + 0 - - -

ol

(e
fy o 27/ aresin Ty AN 0
Max

Calculam:

VAN VAN e\

f arcsmT — | Sln arcsmT - [ COS arcsmT =
(V6 ’ L3 5_75\/1—5

e 8 ) 4096

In concluzie, valoarea maxima a functiei este egala cu

7515
4096

Metoda 2. Functia se mai poate scrie sub forma:

f(z) = (sin?2)? - (cos?x)?

Notand cos?z = y si sin?z = 1 — y, obtinem o functie g : [0,1] — R,
3

gy) =1 —y)2- yg. Derivand in raport cu y obtinem:

3
1 s | 33-5 56 3_1 1 3 5—8y
g =0-y)2-y? |—gy" 2+5(1-y)p2 2| =(1-y)2 y2 ——
Facem tabelul de variatie pentru functia g si obtinem:
5
0 hd
Y 8
J (y) + + + 0 — 0

5
gy) |0 S <§> NN 0
Max

Catentin ¢ (2) = (3)% (5)5 _ VI
8) \g) "\8) — 4096 "
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Metoda 3. Vom demonstra urmatoarea:
Lema. Fieay,as,...,a, € RY, cu proprietatea ca a1 +az+...+a, = 1.
Atunci este adevaratd urmdtoarea inegalitate:

a a
ity - xpt < a1+ as®e + ..+ apy, VT, 22, ..., 2, > 0.

FEgalitatea are loc numai dacd r1 =9 = ... = Ty.
Demonstratie. Fie functia f : (0,+00) — R, f(z) = —Inz. Evident:

f(x) = % >0, Vz e (0,+00) (1)

si rezultd ca functia este strict convexa. Aplicind inegalitatea lui Jensen

avenl:
f (Z CLZ‘.’EZ‘> < Zazf(acz), VCCl,.’EQ,... , Ty > 0. (2)
=1 =1

Inlocuind in (2) funtia f obtinem:

—In (i aixi> < i —a; Inx;. (3)
i=1 i=1

Inmultind cu (—1) se obtine:

Zai Inz; <ln (Z ai:ci> . (4)
i=1 i=1
Dezvoltand dupa i:

aplnzy +aglnzy + ... +a,Inz, <In(a1z1 +agze + ...+ apzy), (5)
sau:
In(zf* - 25% - ... 2pm) <In(arz1 + agwa + ... + apty) ,
ceea ce implica:

al a a
' xg? o xpt <apxy +agza + ..+ ATy, (6)

adica inegalitatea propusa. In inegalitatea lui Jensen avem egalitate cand

1 =Ty = ...= Tp.
Vom demonstra urmatoarea:
Teorema. Fie ay,az,...,a, € RY si a; +ax + ...+ a, = a (dat).

Atunci este adevaratd urmdtoarea inegalitate:
ai ag an < al ag an 1 a v 0
it xg?exit <alt-ag?-. . ay -E(:cl-l-...-i-:cn) , Var,...,zy € (0,00).

Demonstratie. Aplicam Lema precedenta si obtinem:

ay ag an \ ¢
ar | a2 . pOn a a . a —
.1‘1 x2 et Tyt = xl x2 R ) =
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a1 a2 an a
T a ) a €T a a1 a2 an
[< ) (_> <_n> cayt cagt oc.can | =
ai ag Gn
a

a
ap I1 a2 T2 ap  Tn
Sa(lll'aém'...'afl"'(—-——i— -——I—...—I——-—)
a aq a9 Ay
a
a0 gl o . 1+ 22+ ...+ 2 _
1 2 n a
1
— 01 a2 an
_a .a ."'.a [y—
1 2

(1)

a
g aa(xl—l—xg—l—...—i—xn) .
. N T Z2 x

Egalitatea are loc cand == = == = ... = 2,

ai az an

Corolar. Dacd x1+x2+ ...+ x, = 1, inlocuind in inegalitatea (1) din
teorema, obtinem:

1
ail a2 a ail a2 a
it - x '...-xnngﬁ'al as ap". (2)
. a; . .
Avem egalitate pentru x; = — oricare ar fi i € {1,2,...,n}.
a
¢ s N . 9 9 3 5 .
Daca in (2) consideram x; = sin”x, x9 = cos“zx, a; = g @2 = 5 §
a = a1 + az = 4, vom obtine:
3
3 5 2
(sin2 x) 2. (cos2 x) 2

—sin3x-cos5:c<i. § . §§_75\/1—5
- =41\ 2 2) T 4096

Observatie. Problema poate fi abordata la cazul general:
Sa se determine valoarea mazima a functies:

I [0, g} — R, f(z) =sinPx - cos? z, p,q € N.

Aplicam corolarul pentru cazul cand a; = g, ag = g, a=a;+ay =
+ . .
_P 5 q’ n = 2 si obtinem:

1 P\ 5
fmax:—p_ﬂ'(§)2
(m—l—n> 2

2

@'

Comentarii. Marea majoritate a concurentilor (candidatilor) au abor-
dat problema folosind prima metoda. O parte dintre ei au fost depunctati

deoarece nu au facut tabelul de variatie al functiei f, de unde rezulta cu

. . V6 .
usurinta x = arcsin e ca punct de maxim.
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Mai facem precizarea ca doar un numar redus de candidati au dus
calculele pana la capat.

3. Pentru inceput vom demonstra urmatoarea:
Teorema. Fie f : R — R o functie continud si perodicd de perioadd
T > 0. Atunci este adevdrata urmatoarea egalitate:

ﬁ&i/f ——/f

Demonstratie. Sa notam cu F' : R — R o primitiva a functiei f si cu
x+T

g functia g : R — R, g(z /f t)dt. Avem:

J(x)=F@+T)—-F() =fx+T)- f(z) =0, VzeR.
Deci functia g este constanta si atunci oricare ar fi k € Z, rezulta:

9(kT) = 9(0),

/f t)dt = /f dt, Vkecz. (1)

Daca x > 0 rezulta ca exista un unic numar natural k, cu proprietatea:

de unde:

k, T <x < (ky+ 1)T. (2)
Atunci:
1 T 1 T 2T
;/f(t)dt:; /f(t)dt+/ (t)dt + . / f dt—l—/f()d
0 0 T (ke—1)T

Tinand seama de (1) avem:

x T
1 _ ke .
Eo/f(t)dt_‘”o/f )t + © /f (3)

.T

Deoarece functia f este continua gi periodica, este marginita gi vom
avea:

/f /Wf MV<\x—kT\pr(H<z&mV\(®

kT
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vV € (0,00) si deci:

T
1
lim —/f(t)dt: — f :/f t)dt - hm —.
T—00 I a:—>oo €T r—0o0 I
0

0
- Y PR .
Tinand seama de (2) va rezulta ca lim — = —. Vom obtine:
T—00 I

x T

lim © / Ftdt = = / F(t)at (6)

T—00 T T '
0 0

Revenind la problema propusa observam ca functia f : R — R, f(t) =

este continua si periodica de perioada T = 27.

T4 + cost
Aplicand (6) vom avea:
T d 2m d
1 t 1 t
lim - [ ——=— [ ———. 7
:cl—{gox/él—kcost 27r/4+cost (7)
0 0
2m
. . dt
Totul se reduce la calculul integralei I = | ———.
4+ cost
0
Avem succesiv:
2m ™ g
I / dt / dt / N / / dt

) 4+cost ) 4+4cost 4+cost 4+cost 4+ cost’

0 -7 -7 0 0
rod
t
Integrala definita J = / —— se calculeaza cu ajutorul schimbarii
4+ cost

0
de variabila x = 2arctgu si vom obtine:

o0 [e.o]

7 / 1 2 d / 2du s
= . u = =
1—u? 1+u? 5+3u? /15
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Atunci:

T

/ dt 1 2715 V15

1
lim = [ —— — —.
et A+cost 2r 15 15

r—00 I

0

Observatii. 1) Problema pusa in discutie poate fi generalizata sub
urmatoarea:
Teorema. Fie f: R — R o functie continud si periodica de perioadd

T > 0. Daca a,b > 0, atunct avem
b

a) lim [ f(tz)dt = lim —/f

r—00 T—00 I

k&;/f biq/fwﬁ

0
Demonstraigle a) Egalitatea de la punctul a) se obtine cu ajutorul
schimbarii de variabila v = tx, de unde du = xdt gi pentru t = a rezulta
u = az, iar pentru ¢t = b rezulta u = bx. Inlocuind obtinem:

jﬂm&:i7ﬂwm:£$jﬂm £$;/f

a

b) Avem:

1 bx 1 0 1 bx 1 bx 1 ax
E/j@a_E/j@&+5/f@a_5/j@a—5/f@a_
ax azx 0 0 0

/f &——-fU

Aplicand teorema demonstrata anterlor in final avem:

bx bx ax
xh_{%o;/f(t)dtleim %/f(t)dt—xh_)rgoa/f(t)dt:
ax 0 0
b T T b T
- T/f(t)dt—%/f(t)dt: ;a /f(t)dt
0 0 0

Pentru cazul particular @ = 0, b = 1, T' = 27 si functia f : R — R,

t) = ———
1) 4 4 cost
2. Problema propusa se poate generaliza in modul urmator:

se obtine limita ceruta in problema.
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b
FieO<a<b,a€R§iI(a,:c)::ca/

a

dt
4+ costx’

Atunci avem:

0, ae€(—o0,—1)
lim I(a,z) = \{_1_55’

+o0, € (—1,+00).

a=-—1

Comentarii. Problema a fost considerata de concurenti ca fiind foarte
dificila. Nu au existat solutii complete, o mare parte din candidati preferand
sa nu abordeze problema. Un numar de candidati au incercat sa rezolve
problema aplicand direct regula lui I’Hospital, tragand concluzia falsa ca
limita nu exista (nu au verificat conditiile de aplicabilitate a regulei).

T

Multi candidati au incercat sa calculeze direct / cu ajutorul

4 4 cost
0

schimbarii de variabila u = 2arctgt, netinand seama de faptul ca functia este

periodica de perioada T = 27 si de faptul ca aceasta schimbare de variabla

implica aplicarea procedeului de lipire a primitivelor, procedeu care nu a fost

cunoscut si aplicat in mod riguros.

Unele consideratii de ordin general. Problemele propuse la acest
concurs au atins puncte sensibile din problemistica matematica. Pentru re-
zolvarea lor este necesara o intelegere a fundamentelor legate de anumite
definitii si proprietati matematice. Tratarea acestor subiecte solicita din
partea rezolvitorului cunoagterea si aplicarea in mod corect a unor cunostinte
de teoria numerelor (lucru cu clase de resturi modulo n); combinatorica si
calculul probabilitatilor; structuri algebrice (intelegerea corecta a notiunii de
,parte stabila“); determinarea corecta a extremelor unor functii (in particu-
lar gi din functii trigonometrice); proprietati legate de calculul unor integrale
definite din functii continue gi periodice — si, nu in ultimul rand, si cunostinte
de calcul vectorial.

Cerintele cuprind o arie destul de mare de cunostinte matematice de
algebra, geometrie, trigonometrie gi analiza matematica.

Prin rezultatele ingrijoratoare ale acestui concurs se trage un semnal
pentru toti cei care doresc sa participe in viitor la un asemenea concurs.
Pentru ca reugita sa fie asigurata este necesara o exersare pe o problemistica
variata si delicata care poate fi furnizata atat de culegerile de probleme si
manualele scolare alternative, dar si de concursurile si olimpiadele de mate-
matica.
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DIDACTICA MATEMATICII

Metode active in didactica matematicii

NECULAI Stancrub)

Abstract. Mathematics is one of the gate keepers for success in all fields
of life.

The first question which arises in our mind as techers that why should
we teach Mathematics to our students? One of the main objectives of
teaching and learning Mathematics is to prepare students for practical life.
Students can develop their knowledge, skills; logical and analytical thinking
while learning Mathematics and all these can lead them for enhancing their
curiosity and to develop their ability to solve problems in almost all fields
of life. This problem solving nature of Mathematics can be found in sub-
disciplines of Mathematics such as in geometry, calculus, arithmetic and
algebra. That’s why it is common saying the Mathematics is mother of all
subjects.

This article illustrate practical use active methods of mathematics lessons.

Keywords: Goals of mathematics teaching, curriculum development,
teaching methods and classroom techniques, lesson preparation. Methodo-
logy of mathematics, didactics.

MSC : 00A35

Procesul de predare si invatare este, in cea mai mare parte, un proces
de comunicare intre cel care preda (profesorul) si cei care invata (elevii).
Cele doua componente ale acestui proces — predarea gi Invatarea — sunt ele
insele, in buna masura, procese de comunicare sau care implica in mod direct
comunicarea. A preda inseamna a elabora si a transmite mesaje, iar a invata
(cu sensul de a invata in clasi, in relatie cu profesorul) inseamna a recepta si a
asimila mesaje. Fireste, procesul real al comunicarii este mult mai complex.
A invata In procesul de invatamant nu se reduce la a recepta, ci implica
participarea activa a elevului in ambele ipostaze, de receptor si emitent de
mesaje, dupa cum a preda nu se limiteaza la a transmite, ci implica si actul
receptarii gi al reactiei de feed-back la mesaje emise de elevi, schimbarea
dinamica a rolurilor fiind una din conditiile principale ale comunicarii eficiente
in procesul de invatamant. Important este faptul ca procesul de predare —
invatare in matematica poate fi mai bine inteles si mai bine condus daca se
cunosc si se aplica cateva dintre metodele active, care se potrivesc acestei
discipline. In cele ce urmeazd vi prezentam utilizarea catorva dintre aceste
metode active folosite de noi la clasa — le vom exemplifica printr-un proiect
didactic.

b Profesor, Sc. gen. ,,George Emil Palade“, Buzau
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Proiect didactic
Clasa a VIII-a
Obiectul: Matematica / Algebra
Subiectul: Functii
Tipul lectiei: Lectie de consolidare
Obiectivele lectiei (1.4,1.5,2.2,2.3,2.6)
Obiective de referinta:
1. Cunoasterea si intelegerea conceptelor, a terminologiei gi a proce-
durilor de calcule specifice matematicii:
1.4. sa aplice in rezolvarea problemelor elemente de logica si elemente
de teoria multimilor;
1.5. s& identifice functii de gradul I (domeniul R sau o multime finita)
si sa le reprezinte grafic.
2. Dezvoltarea capacitatii de explorare/investigare si de rezolvare a
problemelor:
2.2. sa identifice reguli de formare a unor siruri si formule de definire
a unor functii ;
2.3. sa analizeze veridicitatea unor rezultate obtinute prin procedee
diverse (masurare, calcul, rationament);
2.6. sa determine, folosind metode adecvate (méasurare si/sau calcul)
lungimi de segmente , masuri de unghiuri, arii si volume.
3. Dezvoltarea capacitatii de a comunica utilizand limbajul matematic.
4. Dezvoltarea interesului si a motivatiei pentru studiul si aplicarea
matematicii in contexte variate.
Obiective operationale:
a) cognitive:
— sa reprezinte grafic o functie de gradul I;
—sa calculeze coordonatele punctului de intersectie a graficelor pentru
doua functii date;
— sa determine o functie in conditiile date.
b) afective:
— stimularea curiozitatii si dezvoltarea simtului critic;
— dezvoltarea spiritului de observatie si a concentrarii in rezolvarea
problemelor;
— concentrarea afectiva la lectie.
Metode si procedee didactice: conversatia, lucrul in echipa, demon-
stratia, mozaicul,turul galeriei.
Mijloace de invatamant: manual, culegeri, instrumente geometrice,
markere, coli A3.
Desfagurarea lectiei
1) Etapa organizatorica. Se noteaza absentii, se verifica tema pentru
acasa, comentandu-se ideile de rezolvare enuntate de elevi, se capteaza atentia
clasei prin anuntarea temei lectiei si a obiectivelor .................... 2min
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2) Reactualizarea cunostintelor. Metoda Mozaicului. Clasa se imparte
in grupe de cate 4-5 elevi, aleatoriu. Fiecare grupa primeste o tema teoretica
(alta pentru fiecare grupa), care se gaseste pe fisa nr. 1 de lucru, pe care
o vor rezolva impreuna timp de 10 min, o vor redacta pe un poster care va
fi afisat pe tabla sau pe un alt suport. Un reprezentant al grupei ales de
elevi, va prezenta raspunsurile argumentand. Membrii celorlalte grupe pot
pune intrebari, pot cere lamuriri sau completari. In acest timp profesorul
completeaza ghidul de observare al elevilor. Daca este nevoie profesorul sau
elevii pot interveni ........ ... 15min

3) Fizarea cunostintelor. In continuare, fiecarei grupe i se va cere sa
rezolve problema corespunzatoare de pe aceeasi fisa nr. 1 pe care au pri-
mit-o. Aceastd problema va fi rezolvata de asemenea in echipa si va fi redac-
tatd pe un poster pe care 1l au la dispozitie. Grupele raman aceleagi. In
cadrul grupului pot aparea discutii ,,certuri“ toate insa constructive. FEle-
vii pot cere profesorului, pe parcursul activitatii, informatii, lamuriri supli-
mentare, asupra enuntului, cerintei, realizarii desenului, demonstratiei, etc.
Toate posterele vor fi de asemenea afigate pe peretii clasei ......... 15 min.

Urmeaza turul galeriei. Grupele, intr-o ordine bine stabilita, trec prin
fata posterelor celorlalte grupe, mentionand folosind culoarea caracteristica
grupei, observatii, aprecieri (corecte sau nu) asupra modului de redactare,
apreciind prin note. Acestia trebuie sa-gi argumenteze observatiile, criti-
cile i metodele. Se impune supravegherea permanentd a elevilor pentru

desfagurarea in conditii optime a lectiei ................ ... ... ..., 15 min.
Se vor discuta gi alte metode de rezolvare a problemelor propuse.
Concluzit ST APTECIETE: oottt 3min

— ale profesorului: orale, criticind (daca este cazul), dar mai ales
incurajand elevii.
— ale elevilor: vor completa fara semnatura, biletele ce vor fi introduse
in ,valiza activitatii“
4) Tema pentru acasda. Problemele din Figa de lucru nr.2 ....... 3min
Ulterior profesorul va intocmi fisa de evaluare a grupelor si implicit a
clasei stabilind masurile de eliminare sau indepartare a deficientelor.
Pentru evaluarea activitatilor desfasurate se utilizeaza:
— Fisa de apreciere individuala si
— Chestionar de evaluare a lectiei / activitatii.
Fisa de lucru 1
Functitc — metode active —
Reactualizarea cunostintelor
Clasa a VIlI-a
Fie functiile f,g: R — R, f(z) =2z — 6, g(x) = x — 5. Se cere:
Grupa 1
1) determinati coordonatele punctelor de intersectie ale Gy cu axele
Oz si Oy;
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2) reprezentati grafic functia f;
3) determinati coordonatele punctului de intersectie ale graficelor
functiilor f si g;
Grupa 2
1) determinati coordonatele punctelor de intersectie ale Gy cu axele
Oz si Oy;
2) reprezentati grafic functia g;
3) determinati coordonatele punctului de intersectie ale graficelor
functiilor f si g;
Grupa 3
1) distanta dintre punctele de intersectie ale Gy cu axele de coordo-
nate;
2) perimetrul gi aria triunghiului format de graficul lui f cu axele;
Grupa 4
1) distanta dintre punctele de intersectie ale G4 cu axele de coordo-
nate;
2) perimetrul gi aria triunghiului format de graficul lui g cu axele;
Grupa 5
1) distanta de la origine la graficul functiei f;
2) raza cercului inscris i raza cercului circumscris triunghiului format
de graficul lui f cu axele;
Grupa 6
1) distanta de la origine la graficul functiei g;
2) raza cercului inscris i raza cercului circumscris triunghiului format
de graficul lui g cu axele;
Fizarea cunostintelor

Grupa 1
-2
1) rezolvati ecuatia: M =4;
Grupa 2
2) rezolvati inecuatia: f(x) + 2f(1) > 6;
Grupa 3

3) determinati coordonatele punctului de pe graficul functiei f, care
are ordonata triplul abscisei;

Grupa 4
ML 10) (150
2 B 2 )

4) aratati ca

Grupa 5
5) Care dintre punctele: A(1,—4), B(0,—6), C(—10,—26) se gasesc
pe graficul functiei f7
Grupa 6
6) Determinati a € R, astfel incat (a —2)f(—4) +1=0.
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Fisa de lucru 2
Tema pentru acasa

(in conformitate cu criteriile unice de evaluare la matematica, clasa a VIII-a)
Capitolul: Functii, clasa a VIII-a
pentru nota 5-6
1) Fie f: R — R, f(z) =z — 2. Calculati:
1

0 F0s) 5000 7 () 200 £ ().

2) Reprezentati grafic functia f : R — R, f(z) =2 — 3.

pentru nota 6-7

1) Fie functia f : R — R, f(z) =  — 3. Determinati m € R astfel
incat punctele: a) A(m;7); b) B(m;—4); ¢) C(4;m); d) D(2;m) sa apartina
graficului functiei.

2) Determinati functia f : R — R, f(z) = az + b, a,b € R stiind ca
reprezentarea graficului functiei contine punctele: A(3;4) si B(—2;3).

pentru nota 7-8

1) Determinati functia f : R — R, f(z) = ax + b, a,b € R care are ca
reprezentare grafica dreapta AB cu A(vV3 + 1,v/3) si B(2,—1)

2) Determinati punctele de intersectie ale graficului functiei f : R — R,

1
f(z) = —g + 6 cu axele de coordonate 2’z si y'y.

pentru nota 9-10
1) Fie functia f : R — R, f(z) =2 — 4.
a) Determinati a € R, astfel incat (a —2)f(a) +1 = 0.
b) Determinati b € R, astfel incat f(—b+1) = f(b+1)— f(b—1).
¢) Determinati un punct al graficului care are coordonatele numere
opuse.
2) Se considera functia f : R — R, f(z) = (2—v5)z+ V5.
a) Aratati ca punctul A(1;2) apartine graficului functiei.
b) Rezolvati in R inecuatia f(z) —2 > 0.
¢) Determinati numerele rationale a, b pentru care punctul
M (a; b+ b\/g) apartine graficului functiei f.

Fisa de apreciere individuala:

Unitatea de invatamant Data.........

La sféargitul lectiei completati spatiile libere:

1. Am invatat ca ............

2. Am descoperit ¢& ...............

3. Am fost surprins de faptul ca ............

4. Am folosil metoda ............ deoarece .............
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In realizarea sarcinilor am intdmpinat urmatoarele dificultati ..........
Va multumesc pentru sinceritate !

Chestionar de evaluare a lectiei / activitatii

Unitatea gcolara Data .........

1. Marcati pe scala de mai jos utilitatea acestei lectii/activitati, din
perspectiva activitatii dvs.
o1 2 3 4 5
inutil foarte util

2. Apreciati lectia /activitatea de astazi

01 2 3 4 5
inadecvata foarte buna

3. Va rugam, enumerati 3 secvente care v-au captat interesul si le-ati
retinut pentru agenda dvs.

4. Au existat secvente complet neinteresante? Justificati, va rugam,
raspunsul.

5. Profesorul a reusit sa fie ......

6. Cum v-ati simtit in cadrul grupului?

7. Apreciati participarea dvs. in cadrul acestei activitati ..........

8. Sugestii ..........

V& multumesc pentru sinceritate !

Nota. Lectia a fost filmata si se gaseste pe www.mateinfo.ro .

BIBLIOGRAFIE

[1] www.didactic.ro
[2] www.edu.ro
[3] www.mateinfo.ro

PROBLEME PROPUSE

285. Fie (x,,),, un sir de numere strict pozitive. Sa se arate ca:

o0
T ™
> 5> -
Slt (@ tret+ . o) 2
In plus, daca z1 + 9 + ... + x, = 1, atunci:
> xr T
k 2>—.
1+ (z1+x2+ ... +xK-1) 4

k=1
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Mai mult, constantele sunt optime. (in legatura cu o problema propusa
la Concursul ,, Traian Lalescu® din anul 2009.)

Radu Gologan

286. Fie f : (0,00) — (0,00) o functie strict descrescatoare si deriv-
abila pe (0,00) si fie F' o primitiva a ei. Presupunem ca sunt indeplinite
urmatoarele conditii:

1
i) girul <M> are limita 1;
f(n) n>1
i) sirul (F(n)),>, are limita 0;
/
iii) 7 este o functjie strict crescatoare pe intervalul (0, c0).

Atunci:
a) sirul (zp),,>; definit prin z, = f(1) + f(2) +... + f(n) este con-
vergent (notdm cu z limita lui);

_xn

F(n)

b) sirul (uy),~; cu termenul general u, = este convergent

(care este limita sa?) si este strict monoton.
Marian Tetiva

287. Fie f : [a, b] — R o functie continua astfel incat:
t

/f dx/f )dz # 0, Vt € [a, b].

a

(=

Sa se arate ca exista ¢ € (a,b) astfel incat:

(c— a)f(c) / f()da - / e / f(x)da / e

Cezar Lupu si Tudorel Lupu

288. Fie p > 2, ¢ > 2 numere intregi cu (p,q) = 1. Sa se demonstreze
ca numarul log, ¢ este transcendent.
Adrian Troie

289. Sa se determine curbele plane care au proprietatea ca raza vec-
T
toare a unui punct curent face un unghi constant a (0 < « < 5) cu tangenta

la curba in punctul respectiv.
Adrian Corduneanu
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SOLUTIILE PROBLEMELOR PROPUSE

264. Fie n € N* g1 V spatiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult n — 1 cu
coeficienti complecsi. Vom nota cu id aplicatia identica a lui V' gi pentru orice a € C vom
desemna prin uq : V. — V aplicatia definita de egalitatea:

ua(p(z)) = p(x + a).

a) Sd se arate ca multimea G = {uq }aec este un subgrup al grupului GL(V') (grupul
automorfismelor lui V') izomorf cu grupul aditiv al numerelor complexe. Folosind acest
rezultat, sd se precizeze un subgrup al grupului GL,(C) (grupul matricelor inversabile cu
coeficienti in C) izomorf cu grupul aditiv C. Sd se determine inversa unei matrici din acest
subgrup.

b) Pentru a € C — {0}, se considerd in V polinoamele:

x z(x—a) ... (x — (n—2)a)
=1 = . D = .
po(l‘) ) pl(x) 1-q y P 1(‘77) (n_ 1)!'@"71
Sd se arate ca familia {po,p1....,Pn—1} constituie o bazd in'V si sd se scrie matricea

endomorfismului ue — id in raport cu aceastd bazd.

¢) Pentru k € N, sd se determine ker(u, —id)® si im(u, — id)*.
d) Fie a,b,a, 8 € C. Sa se arate cd urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) (aua + Bup)" = o;

(ii) ker (auq + Bus) # {0};

(ifi) a + 8 = 0.

Dan Radu

Solutia autorului. a) Fie a, 8 € C i p,q € V; atunci:

ua (ap(z) 4+ Bq(x)) = ap(z + a) + fq(z + a) = aua(p(z)) + Bua(q(z)),

ceea ce aratid cd uq € Lc(V). Pentru a ardta ¢ G este subgrup in GL(V), s& observam c&
pentru orice a,b € C avem:

(ua © up) (p(2)) = ta (us(p(2))) = ua(p(z + b)) = p(z + a +b) = uats(p(x))

si deci uq 0 up = Gqyp € G. Cum pe de alti parte ug = id, rezultd ci u;' = u_q € G,
de unde, in baza criteriului subgrupului, conchidem c& G este subgrup in GL(V'). Evident,
izomorfismul dintre grupul aditiv C si grupul G este realizat de aplicatia ¢ : C — G, data
de egalitatea ¢(a) = uq.

Sa consideram in V' baza canonicd {eo,e1,e2,...,en—1}. Vom avea:

uq (eo(x)) = eo(x + a) =1 = eo(x)

uq (e1(z)) = e1(xz 4+ a) = a+ z = aeo(z) + e1(x)

g (en—1(z)) =en—1(z) =(a+ )" P =a" 1+ Cl_1a" 2z 4+...+C" {2z =

—1 1 -2 —1
=a"e(z)+Ch1a" Cer(z)+ ...+ CLZ1 + en—1(z).
Urmeaza ca matricea M, a lui u, In raport cu baza canonica va fi:

n—1

1 a ... a

0 1 Cl_ja" 2
M, = . .

0o 0 ... 1

Uzand de izomorfismul GL(V') ~ GL,(C), rezultd ca G va fi izomorf cu subgrupul
M C GL,(C) constituit din toat matricile de forma M,, unde a parcurge pe C. Conchidem

ca grupul aditiv C este izomorf cu grupul multiplicativ M = {M,} ... Din rationamentele
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anterioare, deducem ca pentru M, € M, avem:

1 —a ... (=) tamt
0 1 Cr_i(-1)""2ag"?

M= 0. . =M-_a.
0o 0 ... 1

b) Evident, deoarece familia considerata este constituitd din n vectori, pentru a proba
ca este baza in V va fi suficient sa verificam liniar independenta.
Sa presupunem ca:

Aopo(z) + Aip1(x) + ... + An—1pn—1(x) =0, Vz € C.

Facand in aceastd egalitate z =0, z = a, ..., z = (n — 1)a, obtinem sistemul:
Ao =
)\O + )\1 =

A+A+...+ o1 =0,

de unde Ao = A1 = ... = Ap—1 = 0 si deci liniar independenta familiei considerate. Pentru
a scrie matricea P, a endomorfismelor u, — id In raport cu aceasta baza, sa observam ca:

(ua —id) (po(z)) = ua (po(z)) — po(z) =0,

iar pentru k € {1,...,n — 1}, avem:

(ua —id) (pr(2)) = ta (pr(2)) — pr(z) = pr(z + a) — pr(z) =

_(z+a)z-...-[t—(k—2)a] z(x—a)-...-[t—(k—1)a] _
N klak B klak N
_z(r—a)-...-[x—(k—2)a] _
- (k—1)laF—1 = Pr-a ().
Prin urmare, matricea P, va fi:
0O 1 0 ... 00
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
P, = :
0 00 ... 01
0O 00 ... 00

deci o matrice banald semibordata superior cu o diagonala de 1.

¢) In raport cu baza consideratd la pct. b), matricea aplicatiei (uq — id)* va fi PE.
Evident, P, este nilpotenta de ordin n deoarece fiecare ridicare la o putere succesiva a lui
P, are drept efect deplasarea catre dreapta cu o pozitie a bordului diagonal format din
numarul 1. Urmeaza atunci ca pentru 1 < k <n — 1 avem:

ker(ua —id)* = S {po(x), ..., pr—1(2)},
im(uq —id)* = S, {po(z),. .., pn_r_1(2)},
iar pentru k > n:
ker(uq —id)* =V,
im(uq —id)* = {o}.
d) (i)=(ii). Deoarece proprietatea (i) este adevirata, rezulta ca:
(ottq + Bus) o (qua + fup)™ ' =0
gi deci im (ot + Bup)" ™" C ker (auq + Busp).
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Daci im (auq + Bup)” ™" # {0}, atunci rezultd proprietatea (ii). In caz contrar,
conchidem ca (quq +Bub)"71 = 0. In aceastd situatie este clar ca procedand recursiv
descendent vom ajunge la un moment dat la indicele de nilpotenta k al endomorfismului
auq + PBup si deci, pentru acest k, im (cuq +ﬁub)k71 # {o}, iar im (quq +ﬁub)k71 c
C ker (auq + Bup), ceea ce demonstreaza afirmatia (ii).

(ii)=-(iii). Plecand de la premiza (ii), existd p(z) € V astfel incat:

(aua + Pup) (p(x)) =0,  VzeC,
ceea ce este echivalent cu faptul ca:
ap(z + a) + Bp(z +b) =0, Ve C.
Sa presupunem ca gradp = k < n — 1. Atunci p se poate scrie sub forma:
p(@) = aoz" + q(=),
cu ap # 0 si gradg < k — 1. Urmeaza deci ca:
ap(z+a)+fp(a+b) = aao(z+a)" +aq(z+a)+Bao(z+b)" +Bq(x+b) = ao(a+B)a" +r(x),
unde gradr < k — 1. insé, dupa cum am presupus mai Inainte, polinomul din membrul
stang este polinomul identic nul, aga incat rezultd cu necesitate cd ao(a + 8) = 0. Cum
insa ao # 0, conchidem ca a4+ = 0.
(iif)=-(i). Dacd a = # = 0, implicatia este triviala. In caz contrar, egalitatea (i) este
echivalenta cu egalitatea:
(uq —up)™ = 0.
Evident, pentru a proba egalitatea de mai sus este suficient sa aratam ca:
(ua — wp)" (ex(x)) =0,
pentru polinoamele ej din baza canonica. Sa observam ca:
(ua —up)" (€o(x)) = 0.
Mai departe:
(wa —up) (e1(2)) = (ua — w) (e1(z + a) — er(z +1b)) =

= (ta —wp) ((a = d)eo(x)) = (a = b) (ua — ws) (eo(z)) = 0.

Sa presupunem ca:

(ua - ub)i (eifl(l’)) = 07 (1)
pentru orice ¢ € {1,...,k} si s8 ardtdm ca de aici decurge faptul ci:
(o —up)" ™ (er(x)) = 0. (2)

Pentru aceasta, si observam ca:

(ua — up) (ex(z)) = (z+a) — (z+b)* = arer_1(z) + ... + areo(x)

si deci:

(ta — )" ™ (ex(@)) = (ua — up)" ((ua — up) (ex(x))) =
= (ua — wp)" (arer_1(z) + ... + areo(z))
= a1 (ua —uwp)* (er_1(2)) + ... + ar (ua — up)* (eo(z)) = 0,

ultima egalitate fiind justificatd de ipotezele (1) facute. Rezultd, prin recurentd, afirmatia
(2). Evident atunci cd endomorfismul (u, —up)™ se anuleazd pe baza canonicd a lui V

si, dupd cum observam mai la inceput, aceasta este suficient pentru ca afirmatia (i) s fie
adevarata.
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265. Fie (xn.),~; un sir de numere pozitive care converge la 0 astfel incdt:

oo
g Ty = 00.
n=1

Atunci existd un subsir (xn,),~, ol lui (z5),~, astfel ca:

0o 0o

. 2
Sem—oe s >4l <o
k=1 k=1

George Stoica

Solutia autorului. Pentru m > 1 notam:

1 1

si fie (Amj)j> , subsirul format din multimile nevide ale lui (Am),, -
Dacad:
IF R
=

atunci construim subsirul (xnk) 1 alegand cate un element din fiecare Amj.
Daca: -

- < 00,

El-

1

<
Il

construim subsirul (2, ),~, alegand min {mj,cardAmj} elemente din fiecare A, (card
oo

inseamnd cardinalul multimii respective). Se observa usor cé E Tn, = 00 si apoi ca:
k=1
oo
,cardAmJ.}

a b min{mj 1
kZ:lxnk S; > gZF,

J j=1 "7

adica proprietatea din enunt.

Solutie datd de Marian Tetiva, profesor la Colegiul National Gheorghe Rosca-
Codreanu din Barlad. Sa incepem cu urmatoarea:

Lema. Daca (:rn)n21 este un sir de numere reale pozitive, convergent la zero si
oo

pentru care E T, = 00, tar m si N sunt numere naturale nenule, atunci existd numerele
n=1

naturale ¢ gi p, ¢ > p > N, astfel incat:
q q
1 . 2 2
E T > E S1 E T < W
n=p n=p

A 1
Demonstratie. Deoarece (z) are limita 0, existd M € N* astfel incat z, < —
m

. . . . 1 .
pentru orice n > M; in particular avem si z, < —, pentru orice n > p : = max{M, N}. Pe
m

de alta parte ipoteza implica, evident, si faptul ca Z T, = 00, de aceea trebuie ca la un

n=p
s

moment dat o suma E T, sa fie >

n=p

1
—. Sa alegem pe ¢ ca fiind indicele unde se produce
m
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schimbarea, deci ¢ sa fie acela cu proprietatea ca:
q—1 q
1 1
E Tn < — si E T > —.
" m s "= m
n=p n=p

Astfel vedem ca are loc prima inegalitate din enunt pentru aceasta alegere a lui p si q.
Ca sa vedem ca si a doua este verificatd nu este greu de loc; avem:

a K 1 11 1\2 2
2 2 2 2

§ xnzg xn+$q<EE $n+$q<gg+(—) = —.

n=p n=p n=p

m
Acum este destul de clar cum se rezolva problema. incepem prin a alege un grup

de termeni (consecutivi) ai sirului (z,),», care au suma > 1 si suma pétratelor mai mica
decat 1; alegem adica indicii p1 < ¢1 astfel incat:

q1 q1
daaz1 s Y an <L

n=pi n=pi
Presupunand ca am gasit, in general, numerele p1 < g1 < ... < p; < ¢ astfel incat:
4 ai
1 . 2 1
downzg s Y an<g,
n=p; n=p;

pentru toti 1 <4 <[, aplicam lema pentru N = ¢;+1, m = i+1 i gasim qi4+1 > pi+1 > q+1
astfel Incat:

qi+1 1 qi+1 1
Tp > —— si [ —
Z “7+1 3 Z "+ 1)?
n=p|41 n=p|41

Atunci sirul de numere naturale (ng),., cerut in enunt este:

p17p1+17"'7q1’p27p2+17"'7q2’p37"';

intr-adevar, pentru aceasta alegere avem:

si:

si demonstratia este incheiata.
Observatie. Fara indoiala ca, absolut la fel, puem aradta ca, in conditiile enuntului,
a > 0 fiind dat, existd un subsir (zn, ), al lui (z.),~, astfel ca:

o0 oo

. 1
E Tn, =00 sl E xn:a < 00.
k=1 k=1

266. Fic a, b, ¢ numere reale pozitive astfel incdt a > b > ¢ si b®> > ac. Sd se arate
cd functia ¢ : (0,+00) — R datd prin:

a® +b" +c” g
o) = (22,

pentru orice © > 0, este logaritmic concavd pe intervalul (0,+00).
Marian Tetiva
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Solutia autorului. Avem:

f(&) = (o) = 22,

x bilJ X
unde g(z) = % pentru orice > 0 si trebuie sa aratam ca f este concava pe
< - . . h
(0,00). Se calculeaza imediat derivata a doua, f”(z) = (f), unde avem:
x

h(z) = 2°¢" (z) — 2z4' (z) + 29(z), Yz > 0.

Evident, h se poate considera definita pe [0, 00) punand h(0) = 0, prin continuitate.
Apoi, h este si ea derivabila, avand derivata:
B (z) =2%¢®(z) <0, Va>0,
dacd reusim si aréitdm ci g are derivata a treia negativd pe [0,00). Atunci s-ar obtine
h(z) < h(0) = 0 pentru = > 0, deci si f”(z) < 0 pentru = > 0, ceea ce trebuia demonstrat.
Ne mai riiméane agsadar si dovedim c& ¢® () < 0 pentru orice z > 0.
In acest scop calculam:
, a*lna+b*Inb+c"Inc
g(z)= —
a® + b + c*

i apoi:
(Ina —Inb)? a®b® 4 (Ina — In¢)® a®c® + (Inb — Inc)? b*c®

g"(x) =
(a® 4+ b® + c’“)2 ’

pentru a ajunge in cele din urma la:
9V (x) =
1 [ 3, x T T 2
= Inb—1Ina)” @ —b") +a"b"c Ina—Inb)*(Ina+1nb—2Inc
ety 12 )@ =) > ( ) ( )
Sumele se fac dupéa toate permutérile circulare ale literelor a, b, c, iar cea de a doua
suma se dovedeste a fi egala cu produsul:

2lnc—Ina—1nbd)(2Indb—Ina—Inc)(2lna —Inbd —Inc).

Ipotezele asupra numerelor a, b, ¢ aratd ca ultimii doi factori din acest produs sunt
> 0, iar primul este < 0. Impreuna cu faptul ca:

> (Inb—Ina)®(a® - b*) <0,

pentru & > 0 (evident), asta ne aratd ce am dorit, adicd ne aratd ca g(?’)(x) < 0 pentru
orice x > 0 si demonstratia se incheie aici.

Extindere si generalizare data de [lie Bulacu, Erhardt+Leimer Romania, PTS,

Bucuresti.
Fie a1, ae,...,a, numere reale pozitive astfel incat a1 > a2 > ... > an, sin > 3.
1. Daca a? <aj_1an pentruorice j€{2,3,...,n—1}, atunci functia f: (—oo,0) =R}

definita prin:

1
ai +a5+...+a5\=
f(w)=(1 : ) ,

n
pentru orice z < 0, este logaritmic convexa pe intervalul (—oc, 0).

2. Daci a? > aia;41, pentruorice j € {2,3,...,n—1}, atunci functia f : (0,00) = R%}
definita prin:

1
ai +a5+...+ap\=
n b

) = (
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pentru orice z > 0, este logaritmic concava pe intervalul (0, o).
Solutie. Vom rezolva problema in trei pasi.
Pasul 1. In primul rand vom arata ca are loc identitatea:

(z—y)*(24+y—22)+(y—2)*(y+2—22)+(2—2)*(z+2—2y) = 22—y—2)(2y—2—12)(22—T—Y),

Vr,y,z € R.
Pentru stabilirea acestei identitati notam:

P(wvywz) = (1’—y)2($+y—22)+(y—2)2(y+2—2$)+(Z—33)2(Z+.T—2y), V.T,y,ZER,

si observam ca:
P(x7y7z):P(y7z7x):P(Z7x7y)7 vx’y7Z€R

P(y;rz,y,z) :P(m,HTm,z) :P(x,y,m;ry) =0, Vz,y,z € R.
Prin urmare:

Y+ z Z+x r+vy
P 'Y = ( - ) - ( - )7 IR R7
(z,y,2) =alx 3 (y 3 ) z 2 Va,y,z €

si:

unde a € R si a =const.. Identificind coeficientii lui z*, de exemplu, obtinem % = 2, adica
a=38.
In concluzie:

Plz,y,z) =2z —y—2)2y—2z—2)2z—x—vy), Vz,y,z € R.
Observatie. Prin calcul, se otine forma desfaguratd a lui P(z,y, 2):
P(x,y,z) =2 (:E3 +4° 4 23) -3 (mQy + oy + vz +ylt + P+ zm2)+12myz, Va,y,z € R.
Pasul 2. In al doilea rand vom arita ci in conditiile din enunt au loc urmatoarele
inegalitati:
1. Daca a? < aj_1an, pentru orice j € {2,3,...,n — 1}, atunci:
(Ina; —Ina;)®* (Ina; + Ina; — 2Inag) + (Ina; — Inag)® (Ina; + Inax, —2mna;) +
+ (Inax — lnai)2 (Inax +Ina; —2Ina;) >0, Vi, jke{l,2,....,n}, i<j<k.
2. Daca a? > aia;41, pentru orice j € {2,3,...,n — 1}, atunci:
(Ina; —Ina;)® (Ina; +Ina; — 2Inay) + (Ina; — Inag)® (na; + Ina, — 2Ina;) +
+ (Inay — lnai)2 (Inag +Ina; —2Ina;) <0, Vi, j,ke{l,2,...,n}, i<j<k.
intr—adevér, conform cu identitatea de mai sus, avem:
(Ina; —Ina;)* (Ina; + Ina; — 2Inag) + (Ina; — Inag)® (Ina; +Inax —2na;) +
+(nay —Ina;)’ (Inay +1Ina; —2lna;) =
=(2lna; —lna; —Inax) (2lna; —Inar —Ina;) (2Inar —Ina; — Inay).

Prima paranteza este pozitiva si ultima paranteza este negativa, deoarece din a1 >
> a2 > ... > an > 0 rezultd ci a; > a; > ar > 0, pentru orice 4,5,k € {1,2,...,n},
i < j < k, iar paranteza din mijloc este negativa, respectiv, pozitiva, deoarece:

1. Daca a? < aj_1an, Vj € {2,3,...,n — 1}, atunci a? < a;ax, oricare ar fi
5 k€e{l,2,....,n},i<j<k.
2. Daci a? > aiaj—1, Vj € {2,3,...,n — 1}, atunci a? < a;ak, oricare ar fi

i, 5, ke {1,2,...,n}, i< j <k
Pasul 3. Ardtam ca functia g : R* — R, definitd prin:
1 na’f—l—aﬁ—&—...—kaﬁ __ h(x)

— 21
g(z) - - -

El
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unde:

x x x
h(x):lnal —|—a2 —|—...+an’ 1‘#07
n
este convexd pe intervalul (—o0,0) si concava pe intervalul (0, 00).

Calculand derivatele ¢’ si g”, avem succesiv:

xzh/(x) — h(zx)

g/(x) = 2 , T #0;
g"(z) =% (W (z) + zh/ (z) — h;EZC)] — 2z [zh(z) — h(z)] _
_ 22" (x) — 2zh (z) + 2h(x)’ 520,

23
Derivata numéaritorului lui g”(z) (care se poate defini si in punctul = = 0) este egald
cu z2h® (z), pentru orice x # 0, deoarece:
[*h (z) + 22h/ (z) + 2h(m)]/ =
= 22h® (z) + 220 (z) — 2zh" (z) — 20 (z) + 2K (z) = 2°h®), Va #£0.

In continuare calculim h® (z), oricare ar fi  # 0. Avem succesiv:

a; a; lnai

h(m)zln&, YV # 05 h'(x):&, Vo #0,
7 >
1<i<n

unde numirul termenilor de forma a? Ina; este C.\.

x 2 x x
E a; In” a; E a; | — E a; Ina;

1<i<n 1<i<n 1<i<n
]’LN(.’L') — —
2
x
a;
1<i<n
x T (1 1 _)2
a;a; (I a; na;
1<i<j<n
= 2 , Vx #0,
x
a;
1<i<n

o . 2
unde numérul termenilor de forma afaf (Ina; — Ina;)” este C.

Z ajaj (Ina; —In a;)? (Ina; + Ina;) Z aj

1<i<j<n 1<i<n
(3) _ L ==
h (x) - 3 -
x
>
1<i<n
2 ;
2 g ajaj (Ina; — Inay) E ai Ina;
1<i<j<n 1<i<n
, Yz #0.
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Dupa efectuarea calculelor, obtinem:

Z aiaf (Ina; —Ina;)® (af — af)
1<i<j<n A

h(g)(x) = 3 + 3 VJ?;AO,
> al >
1<i<n 1<i<n
unde:
A= Z aiajay, [(Ina; —Ina;)® (Ina; + Ina; — 2Inag) +
1<i<j<k<n

+ (Ina; —Inax)® (Inaj +Inay — 2Ina;) + (Inay —Ina;)® (Inay + Ina; — 21n aj)] -

v . 3 . . .
Numarul termenilor de forma afa} (Ina; —Ina;)® (af —af), cu i < j, este Cr, iar
numarul termenilor de forma:

aiajay [(Ina; —In a;)’ (Ina; +Inaj — 2Inay) +

+(Ina; — lnak)2 (Ina; + Inay —2Ina;) + (Inax — lnai)2 (Inax +Ina; —21In aj)] ,
cui<j<k,este C2.
Pentru stabilirea semnului lui 2 (z), pentru orice = # 0, si a semnului lui g”(z),
distingem doua cazuri:
1. Daca a? < aj_1a, pentru orice j € {2,3,...,n — 1} sl <0, atunci ajaj (Ina;—
—Ina;)® (af —af) >0, i < j, deoarece diferentele Ina; — Ina; si af — af, cui < j, au
acelasgi semn, iar:

aiajay [(Ina; —In a;)?(na; +Inaj —2Inay) 4+ (Ina; — Inag)® (Ina; + Inax — 2Ina;) +

—&-(lnak—lnai)Q(lnak—&—lnai—21naj)] >0, i<j<ek,

conform cu inegalitatea de la pasul 2.

Deducem ci h® (z) > 0, pentru orice x < 0, adica 22h® (x) > 0, oricare ar fi z < 0.

Rezulta ci numiritorul lui g” creste pe (—o0,0) si valoarea sa pe (—oo,0) este cel
mult egald cu valoarea in 0:

2h(0) = 0.

Prin urmare x?h”(x) — 2xh/(z) + 2h(z) < 0, oricare ar fi x < 0, deci g"(x) > 0,
pentru orice x < 0.

In concluzie, g este convexd pe intervalul (—oo,0), iar f este logaritmic convexa pe
intervalul (—oo,0).

2. Dacd a} > aia;+1 pentru orice j € {2,3,...,n— 1} si z > 0, atunci afa} (Ina;—
—In aj)3 (a;“ — af) <0, i < j, deoarece diferentele Ina; — Ina; si aj — a7, cui < j, au
semne contrare, iar:

ajajay, [(Ina; —In a;)*(Ina; +Inaj —2Inag) 4+ (Ina; — Inay)’ (Ina; + nax — 2Ina;) +

+(lnakflnai)z(lnak+1na¢721naj)] <0, i<j<k,

conform cu inegalitatea de la pasul 2.

Deducem ci h® (z) < 0, oricare ar fi z > 0, adic z2h® () < 0, pentru orice z > 0.

Rezulta cd numéaritorul lui g” descreste pe (0,00) si valoarea sa pe (0,00) este cel
mult egala cu valoarea in 0:

2h(0) = 0.

Prin urmare 2*h” (z) — 2zh/(z) + 2h(z) < 0, oricare ar fi z > 0 si deci g”(z) < 0,
oricare ar fi x > 0.

In concluzie, g este concava pe intervalul (0,+00), iar f este logaritmic concava pe
intervalul (0, +00).
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Observatii. 1. Functia f poate fi definitd gi In x = 0 prin f(0) = lim f(x) =

z—0
= Yaijas-...-Qanp.
. VR . . . h(z)
2. Functia g poate fi definitd i in « = 0 prin g(0) = lm})g(x) = hrrh— =
T— T— €T

=h(0) =In Yaiaz ...  an.
3. Functiile g’ si g”’ nu pot fi definite si in z = 0 deoarece nu au limitd in = = 0.
4. Functiile h, b/, K’ si h® pot fi definite gi in = = 0 prin h(0) = lim h(z) =0,

K (0) = lirrh R (xz) =In Yarasz - ... an,
. 1 2
R”(0) = lim h"(z) = -3 Z (Ina; —Inay)”,

e 1<i<j<n
1
3 . 3 2
h()(()):ili%h()(x):ﬁ Z [(Ina; —Ina;)* (Ina; + Ina; — 2Inax) +
1<i<j<k<n

+ (Ina; — lnak)2 (Ina; + Inay —2Ina;) + (Inax — lnai)2 (Inax +1na; —21In aj)].
5. Problema este adevarata si in cazul n = 2, calculul ficandu-se intr-un singur pas
(a se vedea [1]).
Caz particular. Pentrun = 3 obtinem urmatoarea extindere a problemei din enunt,
1. Fiea, b, ¢ numere reale pozitive astfel incit a > b > ¢ si b? < ac Sd se arate cd
functia ¢ : (—o00,0) — R, datd prin:

a® +b* +c* =
o) = (22,

pentru orice © < 0, este logaritmic convexd pe intervalul (—oo,0).
2. Fie a, b, c numere reale pozitive astfel incdt a > b > ¢ i b* > ac Sd se arate cd
functia ¢ : (0,00) — R, datd prin:

a® +b" +¢* g
o) = (LAY

pentru orice x > 0, este logaritmic concavd pe interalul (0, 00).
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Nota redactiei. La problema s-a mai primit o solutie corecta de la domnul inginer
Marius Olteanu de la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-Superior“ din
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267. Sa se arate ca:

(n—1)m

te—1 ot >
Sont+1 “Bont1 T2

pentru orice n € N*.
Gheorghe Szo6llosy

Solutia autorului. Pentru n = 1 inegalitatea este evidenta. Fie n > 2. Se stie ca
r+4+y+ z=0si cosxcosycosz # 0 implica tgr + tgy + tgz = tgrtgytgz. Fie:

2n
km (k+ )7
Sn = t tg——.
n kzzl DT L T |
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Avem:
2n
1 km (k+1)m ™
Sn = — t tg | — t =
g ; Son+1 g( 2+ 1 > Son+ 1
2n+1 =
2n
(k+ 1)m v
t t t =
ta Z(g2n+1 I R S |
2n +1
1 i m
= - t —t 2nt =—(2 1).
P (anH gr+ng2n+1) (2n+1)
2n + 1
Dezvoltand S, (in form3 originaldl!) se constata ci ultimul siu termen este 0. Dintre
1
cei 2n — 1 termeni nenuli ai sumei, cel mijlociu este tg nnjrr ltg% = —tg? 2:1 1 iar

in ceea ce priveste ceilalti termeni nenuli, efectuadnd reducerile la primul cadran se constata
ca ultimul termen coincide cu primul, penultimul cu cel de al doilea s.a.m.d. In concluzie
avem:

n—1
—(2 1 =2 — >
(2n+1) = S» Ztg2 e e >
(n—1)m nw 5 N

> 2t ¢ —t
=1 Bont1 B oyt

deci:

nmw nmw (n—1)m
t t — 2tg > 2 1
g2n—|—1(g2n—|—1 on +1) ntle

-1
S tg LI 2tg7(n ) > (2n+ )tg (l —_ ) &

2n+1 2n+1 2 2n+1
T
tg
o te T o (n—1)m 2(2n + 1) T
S+l Bl < @ 272
2(2n + 1)

268. Fie cubul [ABCDA'B'C'D'] de muchie a gi punctele X € (AB, Y € (AD s
€ (AA’ astfel incat AX =, AY = 3, AZ =+, unde a, 3,7 > a si:
1 1 1 1 1 1 1 1 1
e T o el
a B a B v a v a a
Planul (XY Z) imparte cubul in doud corpuri [C1] si [C2] si intersecteazd muchiile
(A'B"), (BB'), (BC), (CD), (DD') si (D'A’) in punctele M, N, P, Q, R, S.
Sa se demonstreze ca urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) Dreptele MQ, NR si PS sunt concurente.
2) Sferele situate in interiorul corpurilor [C1] si [C2], tangente planului (XY Z) si

fetelor triedrelor tridreptunghice cu varfurile in A, respectiv C’, au raze egale.
1 1 1 2
) —+=+-—=—-.
) @ + 16} + Yy a
Daniel Vacaretu

Solutia autorului. 1)<3) Consideram reperul cu originea in A si semidreptele
(AB, (AD, (AA’ in calitate de semiaxe Oz, Oy, Oz. Planul (XY Z) are ecuatia:

x Yy z
“+Z4+Z=1
a B v
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Dreapta M(Q este intersectia planelor (A’B'C'D) si (XY Z), deci ecuatiile dreptei
M@ sunt:

yt+z=a
MQ: £+%+5:1,

«a v
analog:

rty=a
NR:{£+E+E_17

a B

rt+z=a
PS:q % Y 2_,

a B

Dreptele MQ, NR si PS sunt concurente daca si numai daca sistemul format din
ecuatiile lor este compatibil determinat.
Aceste sistem este:
y+z=a
r+y=a
rt+z=a
x Yy oz
o + 3 + 5 1.

. . . . .. . a . o
Subsistemul format din primele trei ecuatii are solutiaz =y = z = 5> care introdusa

in a patra ecuatie ne da relatia:
1 1 1 2
— 4= i —
Q@ v a

=y

Deci 1) & 3).
Centrul sferei inscrisa in triedrul cu varful in A este punctul 1 (w1, w1, w1) si distanta
de la ©; la planul (XY Z) este w1 = raza sferei. Avem deci:

w1 w1 w1
— 4+ =+ =-1
B ‘
= Ww1i.
1 1 1
E—‘r@—i—?

Q1 si A fiind de aceeasi parte a planului (XY Z) avem:

Sign(ﬂ+ﬂ+ﬂ—1)=sign<9+9+9—1>:_1,
« v a B 7

g
Rezulta:
1—w l—&-l—kl =w i—&-i-&-i@
Na " 375) Va2 5" 2
1
= w1
To1, 1, T T
a B a2 | B2 2

Centrul sferei inscrisd in triedrul cu varful in C” este Qa2 (w2, w2, w2) si:
d(Q2,(XYZ)) =a— w2 = raza sferei,

adica:
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si:
sign(—Jr% ﬂfl):Jrl
Rezulta:
1 1 1 _ 1 1 1 1 1 1
w2 E"FE‘F; — Pl E‘F 5 2 2+E+—2:>
1 1 1
1+a 2“!‘@‘1'?
= w2 = =
[ A R
a B a2 T 32T 2
a l+l+l>,1
_ a B v
a — w2 = .
TLL 11T T
a B o? B2y
1
(e W W R U N
a B a2 "3z 2
(L1 1)
S G A L1112
B R AR
a B 2oop
Deci 2) < 3).
Observatie. Conditia din enunt;
1 1 1 1 1 1 1 1 1
—+ S>>, o>, 4>,
a B a B 47 a v a a

a fost pusd pentru a ne asigura ci planul (XYZ) intersecteazi muchiile (A’'B’), (BB’),
(BC), (CD), (DD') si (D'A") in punctele M, N, P, Q, R, S situate in interiorul acestor
muchii.

Solutie data de Marian Tetiva, profesor la Colegiul National Gheorghe Rosca-
Codreanu din Béarlad. Vom arata ca fiecare din primele doua afirmatii este echivalenta
cu a treia. Pentru aceasta vom considera un reper cartezian Oxzyz care are originea O
in punctul A si pentru care semiaxele pozitive Oz, Oy, Oz sunt respectiv,semidreptele
(AB, (AD si (AA’. In acest reper varfurile cubului au cordonatele A(0,0,0), B(a,0,0),
C(a,a,0), D(0,a,0), A'(0,0,a), B'(a,0,a), C'(a,a,a) si D'(0,a,a); iar punctele X, Y,
Z au coordonatele (a,0,0), (0,3,0), respectiv (0,0,), deci ecuatia planului (XY Z) este
T Yy  Z
o + 3 + 5= 1.
1)<3). Punctul M reprezintd intersectia planului (XY Z) cu dreapta A'B’, carac-

terizata de ecuatiile y = 0 si z = a, deci M (a 1- 2 ,0,a |. Remarcam ca M apartine
Y
1

1
segmentului (A’B’) datoritd conditiilor din enunt v > a si — + — > —.
v a a

Similar obtinem:

N (w0 (1-2)). P(as(1-2).0), @(a(1-5) 00),
ofon(1-5)) w5 (05(1-2)-1)
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Rezulta ca un punct oarecare al dreptei M@ are coordonate de forma:

<(1—u)a (1—%) + ua <1—%) ,ua,(l—u)a),

pentru un anumit u € R. Analog, punctele dreptelor NR si PS au coordonate de forma:

((1—v)a,va,(1—v)'y (1— g) Ty (17 %))
(0-wa-ws(1-2) +us (1-2) wa),

pentru anumiti v, w € R.

Sa presupunem ca dreptele M@, NR si PS sunt concurente: aceasta revine la
existenta unor numere reale u, v si w pentru care coordonatele celor trei puncte generice
de mai sus sunt respectiv egale. Aceasta conduce In primul rand la egalitdtile (1 — v)a =

respectiv:

= (1 —w)a, ua = va si (1 —u)a = va, care obligd la u = v = w = 5 Egaland atunci
abscisele primelor doua puncte obtinem:

1 a a 1 a  a  a
—al2———=)=za=>—4+=+—-=2,
2 ( v B ) 2 a By
adici egalitatea de la punctul 3).

Reciproc, daca aceasta egalitate are loc, se verificd fara probleme ca punctul

b
(g, 2 g) apartine tuturor celor trei drepte (coordonatele sale se obtin ludnd pe fiecare

1
dintre u, v, w egal cu 5 si folosind egalitatea mentionatd). Se vede din cele de mai sus

ca, daca dreptele M@Q, NR si PS sunt concurente, atunci ele neaparat se intersecteaza in
centrul cubului.

S& ne ocupam acum de echivalenta afirmatiilor 2) si 3). Sferele despre care este vorba
la punctul 2) sunt, de fapt, sferele inscrise in tetraedrele AXY Z si C’' X'Y’Z’, unde punctele
X', Y', Z' reprezintd intersectiile planului (XY Z) cu dreptele C' D', C'B’, respectiv CC".

Un calcul simplu arata cé raza r a sferei inscrise in tetradrul (tridreptunghic) AXY Z

este:
ro 3V By
S af+ ay + By + /23 + o292 + 2772
aB+ay+ By + \/oﬂﬁQ +a242 + ﬁQ,yQ)

2
totald pentru acest tetraeddru). Desigur, 7/, raza sferei inscrise in C'X'Y’Z’, va fi datd de

aceeasi formuld in care a, 3, v se inlocuiesc cu o/ = C'X’, 3 = C'Y”, respectivy = C'Z’.

reprezinta volumul si aria

(V—QTM§1S—<

Punctul X', de exemplu, are coordonatele (a (1 _a ﬂ) ,a, a) (care se obtin
Y

B

luand in considerare ci X' apartine planului (XY Z) si dreptei C'D’). Atunci se calculeazi

imediat:
, a a
a =a—a« (1 3 7) ko,
unde:
k=242 42 1
a By

Analog calculaim 3’ = kB3 si v/ = kv; aplicAnd formula de mai sus pentru r’ gisim
atunci c& r’ = k.

Astfel vedem ca:
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1 1
V=rek=1lel+i 1% 90u -4
a B a f v a

si solutia problemei se incheie aici.

ISTORIA MATEMATICII

Dupa o suta de ani, la Valea Calugareasca

(Societatea ,,Gazeta Matematica“ la centenar)
MIRCEA TRIFUY

Acum o sutd de ani la Valea Calugareasca. S-au petrecut, iata, o suta de
ani de cand a avut loc, la via lui Ion Ionescu de la Valea Célugéreascém sedinta redac-
torilor Gazetei Matematice. La capatul acelei memorabile zile de 31 august 1909 s-a luat
hotararea definitiva de constituire a Societatii ,,Gazeta Matematica“, precursoarea de drept
a Societatii de Stiinte Matematice de azi. Pe pagina a doua a copertei numarului 1, anul
XV al Gazetei, numar aparut la 15 septembrie 1909 a fost publicatd urmatoarea nota
lamuritoare: ,,Cu incepere de la 1 septembrie 1909 Redactia Gazetei Matematice a fost
transformata in Societate, pentru indeplinirea unor forme legale. Principiile care ne-au
calauzit 14 ani in publicarea revistei raman insa aceleast i pe viitor.*

Din cei 21 de membri ai societatii nou infiintate, 12 erau ingineri si 9 profesori.
Mentionam aici inginerii: Tancred Constantinescu, Vasile Cristescu, Andrei loachimescu,
Ion Ionescu, Mihail Roco (fondatori ai Gazetei Matematice) si profesorii urméatori: Nicolae
Abramescu, Anton Davidoglu, Traian Lalescu, Dimitrie Pompeiu, Gheorghe Titeica.

Argumente pentru infiintarea Societatii. Motivatiile care au stat la baza
infiintarii Societatii au fost mai multe, legate, de exemplu, de solutionarea unor posibile
conflicte cu persoane din afara Redactiei, de punerea la adapost a putinului capital strans
pentru tiparirea revistei fatd de orice fel de imprejurari nedorite sau de cregtere a credi-
bilitatii in fata unor persoane dispuse sa faca donatii gi carora organizarea ,patriarhald“
nu le inspira suficienta incredere.

A existat 1nsa si un incident de altd natura, care poate fi atagat la motivatiile de mai
sus. In anul 1904 salariile functionarilor publici s-au redus drastic, cotizatiile la Gazetd se
incasau greu. Unul dintre redactori — profesor de matematica, nu i s-a pastrat numele —
a propus — nici mai mult — nici mai putin — desfiintarea revistei si impartirea capitalului
strans, ba chiar gi a cartilor din biblioteca.

A fost pusa in circulatie o Declaratie, care, semnata de o parte dintre redactori,
a fost transmisa lui fon lonescu, pe atunci casier, insarcinat si cu administrarea revistei.
Acesta, consfituindu-se cu A. loachimescu, A. Davidoglu si Gh. Titeica, care nu semnasera
Declaratia, a convocat adunarea redactorilor la Societatea Politehnicd, unde declaratiei de
desfiintare i-au opus declaratia celor patru, de continuare. Ion lonescu, in calitate de
casier, avea raspunderea fata de abonati de a le transmite revista pana la sargitul anului
si nu putea umbla la capitalul existent pana la acea data. Pe de alta parte, o lichidare
in parti egale nu era echitabila, redactorii neavand aceeasi vechime la Gazetd. Redactorul
Caton Erbiceanu a marturisit ca semnatura i-a fost luata cu rea credinta, cel care i-a cerut-
o asigurandu-l ca toti membrii redactiei sunt de acord cu lichidarea. Redactorul Tancred

DProfesor, Secretar general, S.S.M.R

2Via lui Ion Tonescu este, probabil, o mostenire de familie, de la mama sa, Maria-Atina
Tonescu, nascuta Diamandescu, fiica unui podgorean de la Valea Calugareasca. Via a fost
vandutd in 1938, cand Jon Ionescu a cumpdrat casa din strada Résuri din Bucuresti.(N.A.)
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Constantinescu a confirmat, revoltat, ca si el a patit acelasi lucru. Pentru a se reveni la
conditii normale de lucru, la 10 iulie 1904, a fost redactata o Clirculard, In care se arita,
printre altele, ca ,,. .. este natural ca nimeni nu este dator sa faca un sacrificiuv pentru care
nu are tragere de inima, dar nu nici nu trebuie ca acesta sa formeze o piedicd pentru cei
care vor sa meargd inainte. Gazeta trebuie sa-si continue aparifiunea in acelasi mod ca st
pand acum®. Cum nu toti redactorii au trimis raspuns, la 20 august este datd o a doua

circulara, cu ton aproape ultimativ: ,...In cazul in care nu vom primi raspuns pand la 7
septemurie a.c. va vom considera retras din Comitetul de Redactie al Gazetei.“
Unele raspunsuri s-au pastrat: ... Chiar daca s-ar dizolva actuala functiune pentru

publicarea Gazetei Matematice, voi face tot ce mi-ar sta in putin{d ca, fara nici o intdrziere
sa se injghebeze o alta“ (lon Ionescu); ,, Vd rog sd md considerati redactor al Gazetei
Matematice atdta vreme cat voi fi profesor de matematicd® (Vasile Teodoreanu).

Gazeta Matematicd a continuat sa apara ...

infiintarea unei societiti nu este o treabi usoarsd. Pentru obtinerea recunoas-
terii legale a Societatii, la sedinta de la Valea Calugareasca a fost desemnata o comisie,
frmata din V. Cristescu, A. loachimescu, I. Ionescu, T. Lalescu, I. D. Teodor si G. Titeica,
pentru elaborarea statutelor. Forma definitiva a acestora contine 31 de articole, grupate
in 12 Titluri, ca de exemplu: Art. 2. Scopul Societatii este raspindirea gustului pentru
studiul stiintelor matematice si indrumarea cercetari originale relative la aceastd ramurd de
stiinta; Art. 7. Nu exista decdat o categorie de membri: membri activi.

Dupa definitivarea statutelor, pentru recunoasterea Societdfii ca persoand morala
(juridicd) a fost alcituit urméatorul proiect de lege:

Art. Unic. Se recunoaste Societatii Gazeta Matematica din Bucuresti calitatea
de persoand morald in baza statutelor aci alaturate si care nu se pot modifica decdt cu
autorizatiunea Consiliuui de Minigtri.

Acesta a fost depus, din initiativa parlamentara, de catre deputatul de Vlasca, Nico-
lae Balanescu, in gsedinta Camerei din 27 martie 910, cand s-a cerut si s-a admis urgenta.
Raportor al legii a fost G. C. Dragu. Legea a fost votata in Camera deputatilor la 5 aprilie
1910, cu 61 bile albe si 3 bile negre.

La Senat legea a trecut in toamna aceluiag an, la 27 noiembrie, cu 45 bile albe si o
bila neagra, raportor fiind G. Cnstantinescu-Romniceanu.

Regele Carol I a promulgat legea prin Decretul 3798 din 16 decembrie 1910, publicat
in Monitorul Oficial o siptamana mai tarziu.

Luénd cuvantul in Senat, in favoarea legii, Spiru Haret a aratat ca aceasta Societate
- - . este o fondatie . .. stiintifica dezinteresata, care, nu numai ca nu are fonduri, dar, din
contra , da din punga ei pentru a sustine Gazeta Matematica. A contribuit mai mult decat
orice alta institutiune pentru dezvoltarea si intdrirea invatamantului matematic.

Comentand rezultatul votului din cele doua camere legiuitoare, lon Ionescu observa,
cu bonoma ironie, ca ... rezultatele sunt foarte surprinzdatoare, daca ne gandim catd lume
este certatd cu matematica inca de pe timpul cind o tnvdtau ca scolari !

Societatea Gazeta Matematica era, potrivit statutelor, administrata de o Delegatie,
compusé din doi membri, alesi pe o perioad a de doi ani si fara drept de realegere imediata
$i un casier, ales pe perioada de cinci ani, cu drept de realegere. Ceilalti membri au primit
sarcini pe probleme: delegat pentru aritmetica, delegat pentru geometrie, delegat pentru
cercetarea notelor si articolelor etc. Delegat pentru rapoarte a fost numit G. Titeica, o
functie In care a stat pana la sfargitul vietii.

Administratia si redactia au ramas, in continuare, in odaita din strada Manea Bru-
taru nr. 14 (azi General C. Budisteanu), acolo unde, la 14 octombrie 1894 cinci ingineri
(initiatorii): Victor Balaban, Vasile Cristescu, Ion Ionescu, Mihail Roco si Toan Zottu, au
propus infiintarea unei reviste de matematica ,,. .. de care sd profite elevii liceelor noastre “.
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Revista s-a numit, de atunci si pana astazi, Gazeta Matematica. La adresa amintita se
aflau birourile centrale ale Serviciului pentru Constructia liniei ferate Fetesgti-Cernavoda,
de sub conducerea inginerului Anghel Saligny, iar cei cinci ingineri, fiecare In varsta cu
putin peste 25 de ani, erau angajati acolo.

Dupa promulgarea Legii persoanelor juridice, in februarie 1924, statutul Societatii
a fost revizuit. S-au schimbat, printre altele, normele de fixare a cotizatiei si a taxelor
de admitere In Societate, a fost modificat anul financiar(de la an scolar, cum era pand
atunci, la an calendaristic). Potrivit noii legi, Societatea a fost pusa sub tutela Ministerului
Instructiunii Cultelor si Artelor, care a si aprobat, in anul 1932, noul statut, aprobare
Lintarita“ ulterior in tribunal.

Calea Grivitei nr. 158: Casa Gazetei Matematice. Inci de prin anul 1920
se preconiza constructia unui local al Gazetei Matematice, redactorul N. Nicolescu donand
primii 500 de lei In acest scop. In anul 1923, Traian Lalescu propune lui Tancred Constan-
tinescu, membru fondator al Gazetei, ajuns Director General al Cailor Ferate, sa doneze
o parcela dintr-un lot aflat langa Gara de Nord, pentru constructia localului. In aprilie
anul urmator, regele Ferdinand sanctioneaza urmatoarea lege: Articol Unic. Se ratifica
tnaltul decret regal mr. 3714 din 20 iulie 1923, prin care directiunea generala C.F.R. Casa
Muncii este autorizatd a ceda in mod gratuit Societatii Gazeta Matematica parcela din Calea
Grivitei Nr. 158-60 in suprafata de 250 mp pentru a-gi construi local, care sd serveascd
drept sediu al Societatii. .... Dat in Bucuresti, la 4 aprilie 1924, Ferdinand.

."'*"‘:-..;_
.‘ 'l‘b;:l;

(! ._q.'-‘

De la solemmnitatea punerii pietrei fundmentale a localului
,,Casa Gazeta Matematica”, 27 octombrie 1933.

Legea a fost votata de Adunarea deputatilor la 29 februarie 1924 in unanimitate cu
98 de voturi, iar in Senat, la 10 martie 1924, cu 68 de voturi pentru, contra 9.

La fondurile stranse pana atunci se adauga 1 milion de lei dati de Mihail Manoilescu,
subsecretar de stat la Finante (participant, ca elev, in patru ani consecutivi, la Concursurile
Gazetei Matematice) din fondurile culturale ale ministerului. Suma obtinuté, la care se
adauga dobanzile aferente, a fost suficienta pentru a construi parterul si primul etaj al
blocului din Calea Grivitei nr. 158 (azi 144), bloc care se va numi ,,Casa Gazeta Mate-
matica®. Inginerul Aurel Ioanovici, membru al Societdtii;se oferd sa faca lucrarea in cost,
adaugand mobilier, lampi, perdele . ... Dintre toate problemele propuse in Gazeta Mate-
matica nu a fost niciuna mai grea, mai frumoasd i mai interesantd, decat problema Casei
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Gazetei Matematice, va remarca Gh. Titeica la inaugurare, in ziua de 27 ianuarie 1935.
Cu constructia Casei perioada ,nomada*“ a Gazetei i, implicit, a Societatii, ia sfarsit. Aici
se vor tine de acum toate gedintele bilunare ale redactiei, aici se vor strange plicurile cu

articole si probleme.

Marele Jubileu din anul 1935. Semicentenarul Gazetei Matematice. Anul
1935 este anul primului mare jubileu al Gazetei Matematice: 40 de ani de la aparitia
primului numéar. Apare volumul omagial Gazeta Matematica — 1895 — 1935. Istoric,
fnvdjdmmte, in care redactorii: Gh. Titeica, Ion Ionescu, Andrei Ioachimescu, Cristea
Mateescu, Gheorghe Buicliu, Ovidiu Tino, Grigore Zapan fac o ampla si exacta radiografie
a ,fenomenului Gazeta Matematica“, relevand contributia revistei la succesul pe care l-a
avut reforma lui Haret, cu sectia reala a liceului. Gheorghe Titeica face prima judecata de
valoare asupra Gazetei, apreciind ca gscoala matemtica roméaneasca este produsul mai multor
factori: infiintarea celor dou#i unversitdti, la Iagi (1860) si la Bucuresti (1864), aparitia
primilor doctori in matemaaticd cu teze sustinute la Sorbona (Spiru Haret, Constantin
Gogu, David Emmanuel si aparitia celor doua reviste, Recreatii stiintifice la lasi si Gazeta
Matematica la Bucuresti. La sedinta festiva, tinutd in marele amfiteatru al Politehnicii, a
luat parte si regele Carol al 11-lea, care a facut urarea ca ,,...cei 40 de ani implinifi . .. sa
se tmplineasca inca de 40 de ori!“

In anul 1945, intr-o tara pustiita de razboi, in conditii austere, este sarbatorit semi-
centenarul Gazetei Matematice. Este publicat volumul ,, Gazeta Matematica (Decada a
5-a). Istoric - fm;d;tdmmte “, se bat 502 medalii de argint si bronz, se emit 400 000 de
serii de marci postale dedicate evenimentului. Cu prilejul Jubileului Gazetei, a inceput la
Bucuresti si s-a sfarsit la Cluj, cel de al 3-lea Congres al Matematicienilor Romani, la care
au participat 220 de persoane din 30 de orage ale tarii. O delegatie a participantilor la
Congres este primita la Casa Gazetei Matematice din Calea Grivitei, unde li se ofera chiar
o gustare. lon Ionescu, grav bolnav, in imposibilitate de a participa la festivitati, primeste
acasa, in strada Réasuri, o delegatie a Societdtii, care 1i inméaneaza medalia jubiliara. ... In
incinta Institutului de Statistica a fost deschisa Ezpozitia Cartii Romanesti de Matematicad.
Pe mesele si pe rafturile Expozitiei se puteau vedea cele 50 de volume ale Gazetei, dar si
Aritmetica lui Sincai sau Calculul diferential al lui Culianu, colectia completa a tezelor de
doctorat sustinute de matematicienii romani, carti de autori romani tiparite in strainatate,
carti de scoala, extrase din reviste straine.

Intr-un raport asupra mersului Societdfii pe anul 1945, prezentat in Adunarea gene-
rala din 25 februarie 1946, aflam despre dificultatile financiare aferente devalorizarii mo-
nedei nationale, despre costurile ridicate de tiparire a revistei, dar si de sprijinul material
acordat Societatii de catre autoritati, unitati scolare, persoane fizice, membri ai Societatii.
Astfel, sunt mentionati ca au donat 5000 lei N. Abramescu, Valeriu Alaci, N. N. Mihdileanu
si A. Popescu-Zorica. Un grup de elevi din Turnu-Severin au donat 87000 petru tiparirea
revistei. In acelasi scop, doneaza Liceul din Ramnicu-Sarat suma de 70000 lei, Ministerul
Educatiei Nationale (ministru Stefan Voitec) suma de 1000000 lei, Gimnaziul Oituz din
Tg. Ocna, suma de 20000 lei.

Se sfarseste o lume, se naste o lume. Anul 1949 avea sa fie un an de mari
framantari pentru Societatea Gazeta Matematica. La 15 mai, cu punctualitatea deja cunos-
cutd, a aparut numarul 9 al revistei Celelalte numere, 10, 11, 12 desi au fost platite, n-au
mai aparut niciodata. Nu s-a dat nicio explicatie in legatura cu acest fapt, nemaiintalnit
pana atunci. Mai mult, a inceput evacuarea localului din Calea Grivitei, mai multi trecatori
ocazionali putdnd observa cum pachetele cu cirti din biblioteca Societdtii (peste 3400 de
titluri) erau aruncate de la etajul intai diret intr-un camion ce stationa in fata localului.
Constantin Ionescu-Tiu, custodele bibliotecii i administratorul localului, a fost nevoit sa-si
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caute o alta locuinta, iar Grigore Zapan, casierul Societatii, a fost obligat sa retraga de la
Imprimeria Nationald , in stadiul in care se aflau, toate lucrarile care urmau s& apara.

Cartile din biblioteca s-au imprastiat ca fumul, nu se stie unde, Casa Gazetei Mate-
matice a fost preluatd de I.A.L. fard temei legal si intesatd de chiriagi (asa a rémas
pana astazi, cu deosebirea ca statul a permis chiriagilor sa cumpere apartamentele in care
stateau!).

Se petreceau lucruri teribile in toata societatea romaneasca, evenimentele se derulau
in secret, se instaura incet-incet atmosfera de suspiciune, de teama. Au loc procese politice
in care sunt ,demascati* dusmanii poporului sau cei care s-au facut vinovati de dezastrul
tarii, de crime de razboi si de inalta tradare, prin antrenarea Romaniei in razboi alaturi
de Germania hitleristd. Un val nemaivazut de arestari loveste grav Academia Romaéna,
Biserica, Armata, iar ,noua politica“, cu vremea, se va intinde peste tot. Membri marcanti
ai Socitatii Gazeta Matematica care au fost, intr-un fel sau altul, implicati in politica, sunt
arestati si dispar in Inchisori.

Inginerul Tancred Constantinescu, absolvent — sef de promotie (1895) al Scolii Nati-
onale de Poduri si Sosele, singurul in viatd dintre cei zece fondatori ai Gazetei Matematice
(el a donat In anul 1927 din partea C.F.R., terenul pe care s-a construit Casa Gazeta Mate-
maticd) a fost senator liberal gi ministru al Industriei si Comertului in guvernul Brdtianu
in perioada 1923-1926. Este arestat in noaptea de 5/6 mai 1950 , numitd mai tarziu —
,hoaptea demnitarilor“ — si moare in inchisoarea de la Sighet la 14 mai 1951.

Inginerul Mihail Manoilescu, absolvent — sef de promotie (1915) al Scolii Nationale
de Poduri si Sosele, membru al Societdtii din anul 1926 (a participat, ca elev, la patru editii
ale Concursului Gazetei Matematice), in perioada cand a fost subsecretar de stat la Finante
(1926-1929) a donat, din fondurile culturale, suma de 1000000 lei pentru constructia Casei
Gazeta Matematica. Creator de doctrina economica — cartea sa ,, Teoria protectionismului
gi a schimbului international* din 1929 este, dupa C. Murgescu, ,,...o0 primd strapungere
romaneasca in gandirea economicd universala“. A fost ministru al Lucrarilor publice si
Comunicatiilor in guvernul Maniu (1930), Guvernator al Béncii Nationale (1931), ministru
al Afacerilor Strdine in guvernul Gigurtu (1940), cdnd va semna, ca imputernicit al statului
roman, nedreptul Dictat de la Viena. Este arestat in anul 1944 si retinut, fara proces un
an de zile. In anul 1948 este arestat din nou si internat la Jilava, Ocnele Mari si Sighet,
unde moare in anul 1950. Apoi — caz, probabil unic in analele justitiei din tarile civilizate
— este judecat In absentd (!) la 12 aprilie 1952 pentru articole profasciste gi condamnat la
15 ani inchisoare si confiscarea totald a averii. Familiei i se va comunica moartea sa abia
in 1958 !

Profesorul universitar Constantin Busila, membru al Societd{ii inca din anul 1910,
absolvent — gef de promotie (1910) al Scolii Nationale de Poduri si Sosele, mare energetician,
a ajuns prorector al Politehnicii si decan al Facultatii de Electromecanica. in perioada 1941-
1943 a fost ministru al Lucrarilor publice si Comunicatiilor in guvernul Antonescu. In anul
1946 Tribunalul Poporului il condamna la 10 ani inchisoare. Moare In penitenciarul din
Aiud la 3 februarie 1950.

Generalul de divizie Gheorghe Potopeanu, membru al Societdtii Gazeta Matematicd
din anul 1930, a fost ministru al Economiei Nationale (1941), guvernator al Transnistriei
(din 26 ianuarie 1944), ministru de finante in guvernul Sdndtescu (23 august 1944-13 oc-
tombrie 1944). A fost arestat in octombrie 1944 si retinut trei luni de zile fird proces. In
anul 1948 este rearestat i condamnat la 5 ani de inchisoare pentru crime impotriva pacii,
la Jilava gi Aiud. Dupa ispasirea pedepsei este arestat din nou in 1957, condamnat la 10
ani de inchisoare pentru spionaj si inalta tradare si incarcerat la Jilava, Pitesti si Dej. Este
eliberat prin gratiere in 1966. Moare in acelasi an.
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Familiile gi-au plans in técere mortii, Ingropati, uneori in morminte nestiute, fara
cruci.

Si apoi s-a lasat, cu nedreptate si vinovatie, uitarea . ...

Viata mergea inainte.

In Gazeta invé‘géméntului din 15 iulie 1949 s-a putut citi ca: ... s-a produs,
de curand, un eveniment care va avea efecte de mare insemndtate in ridicarea nivelulus
stiingific din tara. Este vorba de infiintarea Societatii Stiintelor Matematice si Fizice din
R.P.R.“. Fird alte aminunte. In luna august a aceluiag an a aparut Gazeta Matematica
$1 Fizicd — revistd pentru studiul g1 rdspandirea stisntelor matematice i fizice, Anul I (vol.
55), Serie noud a Gazetei Matematice fondatd in 1895, nr. 1, iunie 1949. Era clar de ce
nu mai aparusera numerele din iunie-iulie-august ale vechii Gazete Matematice !

In acest prim numar al noii reviste, in articolul ,,Cuvant Inainte“, dupa o facila si
laconica apreciere pozitiva la adresa Gazetei Matematice, autorul, ascuns in umbra ano-
nimatului (articolul este semnat de ... secretariatul de redactie al Gazetei Matematice gi
Fizice) aratd c& ... Gazeta Matematicd, ca si revistele facultdtilor de stiinte, au prezen-
tat inca de la inceput o serie de lipsuri fundamentale, mosteniri ale regimului mosieresc
din trecut .... Izolarea indelungatd, fortatd a stiingei romdnesti de stiinta sovietica, cea
mai inaintatd din lume, a ridicat obstacole esentiale in calea creatiei stiintifice ... Gazeta
Matematica a acordat problemei invatadmantului o atentie cu totul redusa ... In total, Gazeta
Matematica nu mai corespunde democratiei populare din R. P. R. in drum spre socialism.
Dupa cum nu corespund nici formele organizatorice ale fostelor societati de matematicd
$i fizicd. In consecintd, in iunie 1949 a fost formata Societatea Stiintelor Matematice gi
Fizice din R. P. R. Totodata, Gazeta Matematica se transformd in Gazeta Matematica i
Fizica, devenind organ al Societatii de Stiinte Matematice si Fizice din R.P.R.“

Articolul-program continua cu definirea scopului Gazetei, ca organ al noii Societdti
si se Incheie cu indemnul mobilizator: ,,fnainte, dar, la munca luminatda, pentru o stiinta
in slugba poporulud! ¢

Defaimarea fara noima a vechii Gazete Matematice ar fi meritat o riposta pe masura.
Dar cine avea curajul sa o faca, in iuregul ,revolutionar“ al acelor ani ?

Pe ultimele pagini ale primului numar al Gazetei Matematice si Fizice este publicata
componenta nominald a Consiliului Central Provizoriu si al Biroului Societdtii Stiintelor
Matematice si Fizice in R.P.R., stabilite la sedinta de constituire din 30 mai 1949.

Din cei 39 de membri ai Consiliului, 16 au fost membri ai Societatii Gazeta Mate-
maticd, ceilalti provenid de la sectiile de matematica si de fizica ale Societatii Roméane de
Stiinte, defiintatd in primavara lui 1949 de catre Prezidiul Academiei R. P. R.

Nu a existat un decret al Marii Adunari Nationale, noul organ legisltiv al tarii, care
sa abroge Decretul Regal 3798 din 1910, de aceea concluzionam ca, in anul 1949 Societatea
Gazeta Matematica s-a transformat in Societatea de Stiinte Matematice si Fizice din R.
P. R., la aceasta afiliindu-se si sectiile de matematica si de fizica ale Societatii Roméane de
Stiinte.

Actul constitutiv al noii societati, insotit de lista participantilor la sedinta din 30 mai
1949, este inaintat Tribunalului Ilfov, Sectia a III-a, pentru legiferare si pentru dobandirea
personalitatii juridice. Aceasta este acordata, incepand cu data de 3 decembrie 1949,
sub controlul Ministerului invé‘géméntului si al Ministerului de Interne. Cu acelasi prilej,
Tribunalul Ilfov, Sectia Notariat, certificd cu nr 12497/1949, Statutul S.S.M.F din R.P.R.
aprobat la adunarea generala din 30 mai 1949.

In mod normal, o astfel de transformare ar fi presupus preluarea de citre noua
societate (S.S.M.F) a activului si pasivului vechii societati si a portofoliului de lucrari
(articole, note, probleme propuse etc.). Nimic din toate acestea nu s-a petrecut. Grigore
Zapan, casierul Societatii Gazeta Matematicd, a fost nevoit sa faca rost de sumele necesare
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achitarii datoriilor fata de tipografie. Corespondentii care au primit confirmarea retinerii
materialelor trimise, au agteptat in zadar, publicarea acestor. Rezolvitorii de probleme au
agteptat degeba sa afle rezultatele stradaniilor lor. Noua societate nu a mai folosit vechiul
sediu din Calea Grivitei — acesta capatase, deja, alta destinatie — ci a peregrinat, in calitate
de chiriag, pe la diferite adrese: la 1 iulie 1949, str. Episcopiei nr. 2, etaj 5, de la 1 ianuarie
1950, Bd. 6 Martie nr. 63, de la 8 iulie 1952, str. Dionisie Lupu nr. 40, de la 1 iunie 1954,
str. Spiru Haret nr. 12, de la 1 februarie 1955 si pana in prezent, str. Academiei nr. 14.

A fost neglijat tot ce amintea de trecut, se voia ca totul sa Inceapa de la zero, pe
baze noi.

S-a trecut cu vederea, chiar in actele constitutive, ca S.S.M.F. reprezinta o continuare
fireasca a Societdtii Gazeta Matematica, de aceea nu s-a facut referire la baza materiala de
care dispune aceasta din urma.

A fost retinutd numai vechimea, de peste jumatate de secol, a Gazetei Matematice.

Renuntarea ,la trecut“ — sau, la o parte din el — s-a prelungit si mai tarziu. Astfel,
in lucrarea ,Societati si Asociatii in stiinta roméanesca“ editata de Asociatia Oamenilor de
Stiinta din R. S. Romania, Bucuresti, 1981, se arata ca ,,...in 1949, sectiile de matema-
tica $i fizica ale Societdatii de Stiinte din Romdnia s-au constituit in Societatea de Siinte
Matematice si Fizice, care s-a scindat in 1964 in doud sectii (Ord.M.I. nr. 577 din 29 VI
1964), largindu-gii cadrul de activitate prin atragerea unui numdr mai mare de profesori
din tnvatamantul gimnazial gi liceal“. Nicio vorba despre Societatea Gazeta Matematica!

Abia la Conferinta Nationala a S.S.M. din 1995, in preambului Statutului S.S.M.
adoptat atunci, se prevedea ca: ... Societatea de Stiinte Matematice sub diferitele de-
numiri purtate de-a lungul anilor (Societatea Gazeta Matematicd, Societatea de Siinte
Matematice si Fizice, Societatea de Siinte Matematice) a fiintat in temeiul statutului So-
cietatii Gazeta Matematica din 1910, cu modificarile aduse in 1932, al statutului Societatis
de Siinte Matematice si Fizice, adoptat in anul 1949 si al statutului Societatii de Siinte
Matematice, adoptat in anul 1964, cu modificarile aduse in 1975.¢

Cinci ani mai tarziu, in sedinta publica din 3 octombrie 2000, Judecatoria Sectorului
1 Bucuresti ,,. .. in numele legii, hotaraste: Admite cererea formulatd de petenta, Societatea
de Stiinte Matematice din Romania, cu sediul in Bucuresti, str. Academiei nr. 14, Sector
1. ... Constatam ca petenta ... este succesoarea in drepturi a Societa{ii de Matematica si
Fizica din R.P.R., care a succedat , la randul sau. Societatii Gazeta Matematica“.

Acum, la inceput de mileniu, Societatea privea spre viitor ...cu Intreg trecutul!

La Valea Calugareasca, dupa o suta de ani. S-a intdmplat ca 25 septembrie
2009 sa fie o frumoasa zi de toamna cand, Biroul S.S.M.R. a convocat la Valea Calugareasca
reprezentantii filialelor Societatii, intr-o sedinta aniversara, pentru a marca Inceputul ma-
nifestarilor dedicate Centenarului Societatii Gazeta Matematica. Au participat si numerosi
invitati. Au luat cuvantul, pentru scurte alocutiuni aniversare, acad. Marius losifescu,
vicepregedinte al Academiei Roméane, prof. univ. Joan Tomescu, membru corespondent al
Academiei Roméane, presedinte de onoare al S.S.M.R., conf. univ. dr. Augustin Mitu, sec-
retar de stat in Ministerul Educatiei, Cercetarii si Inovarii, ing. Mircea Cosma, presedintele
Consiliului judetean Prahova, prof. Nicolae Angelescu, presedintele Filialei Prahova a
S.S.M.R gi inspector general la 1.5.J. Prahova, organizatorul de facto al intalnirii, prof.
univ. dr. Nicolae Victor Zamfir, presedintele Societatii Roméane de Fizica, prof. univ. dr.
Doru Stefanescu, primvicepresedinte al S.S.M.R., conf. univ. dr. ing. Alezandru Popa de
la Universitatea de Petrol si Gaze din Ploiesti (care a evocat personalitatea lui Ton Tonescu),
prof. Mircea Trifu, secretar general al S.S.M.R. Sarcina de moderator a fost sustinuta de
prof. univ. dr. Radu Gologan, presedintele S.S.M.R. Au mai prezentat cuvantari personale
si alocutiuni prof. Al. Popescu-Zorica, decanul de varsta al S.S.M.R., fost membru al vechii
Societati Gazeta Matematicd, prof. univ. dr. Miron Oprea si prof. Olimpia Popescu.



M. TRIFU, DUPA O SUTA DE ANI, LA VALEA CALUGAREASCA 255

Mesajul Societagti Romine de Fizici
acdresar
Socicririi de Stiinge Maremarics din Romdnia
cu pribejul aniversirdi a 100 de ani de la infingare
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Din interventiile participantilor la dezbatere s-au conturat cateva masuri si activitati
concrete pentru anul 2010: sedintd aniversara in Aula Academiei Romane, orgnizarea,
in Romaénia, a sedintei anuale a Comitetului Societatii Europene de Matematicd (EMS),
dezvelirea unui bust al lui fon Ionescu la Valea Calugareasca si a unei placi comemorative pe
casa din strada General Budigteanu nr. 14-16 din Bucuresti, o expozitie de carte romaneasca
de matematica, manifestari aniversare la nivelul tuturor filialelor Societatii.

La banchetul organizat la Valea Calugareasca, cu acest prilej, gazdele au oferit, dupa
»pohta“ matematicienilor ,un dram din gustul bucatelor muntenesti, din locul slobozirii
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Societatii de Matematica acum un veac“. Lista-meniu, alcatuitd dupa modelul din 1909,
si, evident. ,actualizata® in continut, a fost oferita fiecarui participant, ca aducere aminte.
Facem cateva ,citari“:

»Juica de Valeni — cu limpezimea unei axiome gi taria oricdarui inceput de teorie
matematicd, gustdldu (gustare) — condifie necesard potrivit rationamentului matematic, cas
de cap (tobd), lebdr, sorici, rdcituri (aspic), castravete cu urdd $i mdarar, ceapd de apd, bitoc
(chiftelute speciale), rogii umplute cu vinete“. Dupd cafea, s-a continuat cu ,,. .. sdrmdlute
(integrate in cuib de foaie de varzd si derivate din foaie de vitd), mamdligd vdrtoasd (ca
o demonstratie riguroasd) ciuscd of groscior (smantand) pentru redactarea finald si cu un
produs direct gi tensorial (dupd caz) de cdrndciori la jar: ceafd de purcel, piept de pui
otancit, carnciori calugdresti, toate acestea stropite cu vin de Valea Cdlugdreascd cu gust
de celebra teorema“. Desertul a constat dintr-o ,,. .. delicioasd placintd cu mere (ca bucuria
unui articol acceptat de Gazeta Matematica)“.

Motiv ca discutiile s& se prelungeasca (chiar dacad nu prin continuitate), pana tarziu.

Desfagurata intr-o atmosferd de intelegere si buna dispozitie, intalnirea de la Valea
Calugareasca a fost bine apreciata de participantgi.

Aspecte din istoria O.I.M.

CONSTANTIN Rusu?) si NEcuLal STAaNCIU?

La al IV-lea Congres al Matematicienilor Romdni in anul 1956, se propune organi-
zarea unei olimpiade internationale de matematica.

In anul 1959, Romania organizeaza prima Olimpiadd Internationala de Matematica
(OIM) — competitie anuald de matematicd la care participa elevi din diferite tari (atunci
au fost prezente 7 tiri).

Matematica este domeniul in care tinerii roméani s-au remarcat constant pe plan
international. De la lansarea OIM, in 1959, singurul participant care a reusit o lucrare
perfecta(realizarea punctajului maxim — 42 puncte) la fiecare dintre cele trei editii (1995,
1996, 1997) la care a luat parte este un roméan, Ciprian Manolescu. Ciprian Manolescu este
absolvent summa cum laudae In matematica la Harvard, iar in 2004 si-a Incheiat doctoratul
la aceeasi universitate. Acum este Associate Professor la renumita universitate americana
UCLA.

Cate trei medalii de aur, chiar daca nu adjudecate cu scor maxim, le-au revenit,
de-a lungul timpului, altor trei liceeni roméani: Mihai Manea (1999, 2000, 2001), Stefan
Laurentiu Hornet (1997, 1998, 1999) si Teodor Banicd (1989, 1990, 1991).

Alfi roméni care au obtinut punctaje maxime sunt: Daniel Tdtaru (1984, 1985),
Adrian Vasiu (1987, 1988), Nicusor Dan (1987, 1988), Andrei Moroianu (1987, 1989),
Mugurel Baredu (1987), Liviu Suciu (1987), Sergiu Moroianu (1991), Dragos Nicolae Oprea
(1995) si Ovidiu Savin (1995).

In afarit de cei mentionati mai sus medalii de aur au mai obtinut: Dan Voiculescu
(1966, 1967), Ana Caraiant (2002, 2003), Adrian Ioan Zahariuc (2005, 2006), Adrian
Bogdan Ungureanu (2005, 2006), Victor Nistor (1978, 1979), Constantin Chiscanu (1995,
1996), Geffry Barad (1992, 1993), Andrei Negui (2004), Florin Belgun (1990), Radu Ho-
ria Mihdescu (1998), Andrei Dan Ionescu (1991), Louis Funar (1984), Marius Beceanu
(1999), Adrian Ocneanu (1974), Serban Nacu (1992), Dragos Ioan Michnea (2005), Gabriel
Kreindler (2005), Livia Alezandra Ilie (2007), Cezar Gheorghe (1960), Adrian Corduneanu
(1996), Barbu Rudolf Berceanu (1968), Mugurel Barcau (1987), Radu Negulescu (1985),
Bogdan Enescu (1978), Ldszlé Zsidd (1963), Stefan Radu Niculescu (1996), Virgil Petrea

DProfesor, Liceul ,,Stefan cel Mare“, Ramnicu Sirat
2)Profesor, Sc. gen. ,George Emil Palade“ ¢ si Sc. gen. nr. 6, Buzau



C. Rusu & N. STANCIU, ASPECTE DIN ISTORIA O.I.M. 257

(2002), Basarab Nicolescu (1959), Mircea Martin (1972), Flaviu Iepure (1998), Nicolae Beli
(1986), Razvan Gelca (1985), Marius Dabija (1986), Eduard Gabriel Bazavan (2006), Elena
Madalina Persu (2009)si Omer Cerrahoglu (2009).

Doar doi participanti la OIM au patru medalii de aur: germanul Christian Reiher
(2000, 2001, 2002, 2003) si americanul Reid Barton (1998, 1999, 2000, 2001).

O alta performanta, neegalata pana acum la OIM, o realizeaza echipajul american in
anul 1994. Toti cei sase reprezentanti obtin punctajul maxim. Antrenorul echipei olimpice
de matematica a Statelor Unite, la Olimpiada Internationald de Matematica din 1994, de
la Hong Kong, a fost profesorul roméan Titu Andreescu.

In ceea ce priveste tara organizatoare a OIM, Romania ocupd primul loc (1959, 1960,
1969, 1978, 1999).

Cea mai importantd distinctie din lumea matematicii — Medalia Fields (din 1936),
este cunoscuta ca un fel de Premiu Nobel pentru matematica si recompenseaza realizarile
majore din matematica.

Ea se acordd in cadrul Congresului International de Matematicid (ICM). Tot la acest
congres se mai acordd Premiul Nevanlinna (din 1982) si Premiul Gauss , pentru aplicatiile
practice ale matematicii (din 2006). incepénd cu 2010, alaturi de aceste trei premii se va
acorda si Medalia Cern, pentru realizari in matematicd pe parcursul Intregii vieti.

Medalia Fields Premiul Premiul
Rolf Nevanlinna Carl Friedrich Gauss

Spre deosebire de Premiul Nobel, care se acorda anual, Medalia Fields este atribuita
la fiecare 4 ani. De mentionat cid medaliatii Fields trebuie sa aiba o varsta mai mica de 40
de ani. Printre acegtia sunt si urmatorii olimpici internationali:

Grigori Margulis — medaliat cu argint pentru U.R.S.S. in 1962. A primit Medalia
Fields in 1978.

Vladimir Drinfel’d — medaliat cu aur pentru U.R.S.S. in 1969. A primit Medalia
Fields in 1990.

Jean-Christof Yoccoz — medaliat cu aur pentru Franta in 1974. A primit Medalia
Fields in 1994.

Richard Borcherds — medaliat cu argint pentru Anglia (UK) in 1977. A primit
Medalia Fields in 1998.

Timothy Gowers — medaliat cu aur pentru U.K. in 1981. A primit Medalia Fields in
1998.

Terence Tao — medaliat cu bronz in 1986, cu argint in 1987 si cu aur in 1988. A
primit Medalia Fields in 2006.

La ultimul Congres International de Matematicd, organizat in Spania, la Madrid,
in 2006, un alt olimpic international, Grigori Perelman, a fost invitat si ridice Medalia
Fields. Talentat la matematica, urmeaza cursurile unui prestigios liceu leningradean renu-
mit pentru specializarea sa In fizica si matematica. Rezultatele sale nu se lasa asteptate
si, in 1982, devine membru al lotului sovietic pentru Olimpiada Internationalda de Mate-
matica si obtine medalia de aur cu scorul maxim posibil: 42 de puncte. A refuzat Medalia
Fields(2006) si premiul de 1.000.000 de dolari oferit de Clay Mathematics Institute, pentru
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rezolvarea Conjecturii lui Poincaré, una din cele sapte probleme ale mileniului. La Prince-
ton, unde olimpicul nostru international Daniel Tdtaru a efectuat studiile postdoctorale,
lucreazd englezul Andrew Wiles (a demonstrat marea teoremd a lui Fermat — dupa 357 de
ani de la enuntare) si a lucrat Incepind din 1993 si rusul Grigori Perelman.

Viitorul Congres International de Matematica, cel din 2010, va avea loc in India, In
orasul Hyderabad.

In incheiere, felicitam echipa Romaniei participanta la a 50-a editie a OIM de 1
Bremen, Germania (la care au participat un numér record de tari — 104) pentru rezultatul
obtinut.

Aceasta a fost formata din urméatorii concurenti:

e Flena Mdaddlina Persu (varsta — 18 ani) — argint 2007, argint 2008, aur 2009;

e Andrei Deneanu (varsta — 19 ani) — argint 2009;

e Francisc Bozdan (varsta — 19 ani) — argint 2009;

e Tudor Pddurariu (varsta — 17 ani) — bronz 2009;

e Marius Tiba (varsta — 16 ani) — bronz 2009;

e Omer Cerrahoglu (varsta — 14 ani) — aur 2009;
si condusa de:

e Prof.univ.dr. Radu Gologan (Leader);

e Prof. Mihail Balund (Deputy leader);

e Prof. Dan Schwarz (Observer A);

e Prof. Cristian Alexandrescu (Observer B).
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Centenar pentru matematicienii romani — 2009

MARIOARA COSTACHESCUY

Vom trece in revista, cateva aspecte esentiale din viata si activitatea a doi matema-
ticieni roméni, nascuti la 1909.

George Theiler

George Theiler, s-a nascut la Barlad, la 3 august 1909. Studiile primare si liceul si
le-a facut in oragul natal. In toamna anului 1928 s-a inscris la Universitatea din Bucuresti,
Facultatea de stiinte, de unde in 1931 a obtinut licenta In matematici. In perioada 1931-
1949 a lucrat ca actuar si expert actuar, la ,Societatea generalda de asigurari“, unde a
avut si functii importante. In anul 1952 a fost numit lector la catedra de matematici a
Institutului de Petrol si Gaze din Bucuresti, unde a functionat pana in 1961. In octombrie
1960 si-a trecut doctoratul in stiintele matematice, cu teza: ,, Contributii la teoria statisticii
neparametrice. Probleme de tip Kolmogorov-Smirnov; Manya Kvit; Renyi.“ Din 1962 a fost
numit conferentiar de analiza matematica la Institutul Pedagogic de 3 ani din Bucuresti. Pe

DProfesor, Liceul cu program sportiv, Roman, jud. Neamt
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baza de concurs, in 1963, a fost numit sef de sector la statistica matematica la Institutul de
matematica al Academiei Romane. Céand in aprilie 1964 s-a infiintat Centrul de statistica
al Academiei, a trecut ca sef de sectie la teoria probabilitatilor de la acest centru.

Urmarind etapele din viata acestui matematician, observam ca l-a preocupat cu
precadere Teoria probabilitatilor si Statistica matematicd, domenii In care a publicat si
diverse lucrari. Cu totul intdmplator a atacat si alte domenii matematice. Amintim aici:

a) functii egale aproape peste tot, integrabile Riemann;

b) rezolvarea sistemelor de ecuatii diferentiale liniare si omogene, in cazul cand
ecuatia caracteristica are radacini multiple;

c) a dat o demonstratie directd pentru teorema lui Kronecker din teoria functiilor
aproape periodice.

In Statistica Matematicd are, in special contributii la Teoria Statisticii Neparame-
trice: a dat un model probabilistic pentru unele probleme de statisticd neparametrica;
a studiat probleme de statisticid neparametrica bidimensionale; a examinat criteriile lui
Kolmogorov si Smirnov din teoria statisticii neparametrice; a studiat problema distributiei
asimptotice comune pentru doua cantitati corespunzand unui gir variational de experiente
referitoare la o variabila aleatoare.

In Teoria probabilitatilor, folosind o teorema a lui Onicescu si Mihoc despre lanturi
cu legaturi complete, simple si stationare, cu un numar finit de stari, George Theiler a
aratat ca aceasta este valabila si in cazul cand se renunta la a treia conditie pusa. A trecut
apoi la determinarea efectiva a claselor de lanturi cu legaturi complete carora li se aplica
aceasta teorema ergodica.

A avut colaborari cu Gh. Mihoc i Dumitru Firescu, iar lucrarile lui au aparut in
Analele Universitatii Bucuregti, in Comunicarile Academiei Roméane gi in reviste ca: Studii
si cercetari matematice sau Revista de statistica.

Dumitru Firescu

Dumitru Firescu s-a nascut la 10 decembrie 1909, in localitatea Barza, din fostul
judet Dolj. Liceul l-a urmat la Craiova, ludndu-si bacalaureatul in 1928. A intrat imediat
la Facultatea de stiinte a Universitatii din Bucuresti, sectia matematici, de unde a obtinut
licenta In matematici in 1931.

In pericada 1932-1933 a urmat Scoala de statistica ce era condusa de Octav
Onicescu, de unde a obtinut diploma de actuar, pe care a folosit-o intre anii 1933-1948,
indeplinind functia de actuar la Societatea de asigurari ,Nationala“, din Bucuresti. Simul-
tan a functionat tot in Bucuregti ca profesor la cursurile serale ale unei gcoli comerciale.
Apoi, in perioada 1948-1958, a functionat in Invataméantul mediu din Bucuregti. Anul 1958
a marcat trecerea doctoratului la Universitatea din Bucuresti, la Facultatea de matematica
i fizica cu teza, avand tema: ., Problema eficientei functiilor de estimatie pentru proba-
bilitatile fundamentale, directe si inverse, ale lanfurilor Markov omogene de ordin finit.*

In toamna anului 1958 a fost numit lector la catedra de matematici aplicate a profe-
sorului Mihoc; la aceasta catedra a fost avansat conferentiar in 1961. Dupa decesul lui Arno
Kahane, in 1965, Dumitru Firescu a ramas seful catedrei de matematici de la Facultatea
de Chimie din cadrul Universitatii din Bucuresti. Din 1964 functioneaza si la Centrul de
statistica al Academiei Romaéne, la sectia de aplicatii ale statisticii matematice in economie,
biologie, medicina si agricultura.

Publicatiile lui Dumitru Firescu sunt din domeniul Teoriei probabilitatilor si Statis-
ticii matematice. S-a ocupat in special de functii de estimatie eficiente pentru probabilitati
de trecere ale lanturilor Markov sau, in colaborare cu Gh. Mihoc, de procese stochastice
intalnite In demografie ori de generalizarea proceselor stochastice.

In primul memoriu publicat s-a ocupat de extinderea unor rezultate stabilite de
Gh. Mihoc in 1957 privind determinarea functiilor de estimatie pentru probabilitatile de
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trecere ale unui lant Markov, discontinuu, simplu si omogen; a considerat cazul cand dintre
toate probabilitatile de trecere, elemente ale unei matrici stochastice, numai unele sunt
necunoscute si a aratat, dand o serie de teoreme, ca functiile de estimatie sunt numai corecte
si gausiene; ele devin eficiente numai in cazul studiat de Mihoc. Pentru probabilitatile
de trecere inverse ale unui lant Markov simplu, omogen, de ordin finit, Dumitru Firescu
a determinat functiile de estimatie si a studiat proprietatea de eficientd si normalitate
asimptotica a acestor functii. Pentru cazul unui lant Markov simplu, care ia valori pe axa
reald, D. Firescu a determinat, in colaborare cu Gh. Mihoc, conditiile necesare si suficiente
de indeplinit de densitatile de probabilitate, pentru ca functiile de estimatie sa fie eficiente.

Considerand procesele stochastice de nastere si stingere, generalizare a procesului
stochastic dat de fenomenul mortalitatii si preocupat de generalizarea acestor procese prin
interventia postactiunii (ca In fenomenul invaliditatii), D. Firescu a studiat evolutia pro-
babilistica a unui proces de nagtere in care intervine o astfel de postactiune; a calculat
probabilitatile care determina evolutia ulterioara a procesului. Studiind familii de lanturi
Markov discrete stationare cu probabilitati de trecere strict pozitive, a determinat conditiile
necesare si suficiente de indeplinit de probabilitati, ca functiile de estimatie sa fie eficiente.
In urma colaboririi cu doctorul in medicing P. Tautu, a elaborat un model statistic al
hematopoezei (procesul de formare a celulelor sanguine in maduva osoasi).

A mai colaborat, in realizarea lucrarilor sale, cu G. Theiler si D. Negoiu, care au
aparut in: Analele Universitatii Bucuregti, Comunicarile Academiei Roméne si in reviste
ca: Studii si cercetari matematice sau Revista de statistica.
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Scoala de vara de la Busteni

A XIII-a editie a Cursurilor Scolii de vard pentru perfectionarea profesorilor din
invatamantul preuniversitar s-a desfagurat, dupa traditie, la Busteni, in perioada 27 iulie-
6 august 2009. Dupad cum se stie, aceste cursuri organizate de S.S.M.R., au deja o
indelungatd traditie, ele debutand la sfarsitul anilor ’50 ai secolului trecut (la Sacele) si
continuand, cu o scurta intrerupere in anii 90, pana in zilele noastre.

Gazda cursurilor a fost, ca de obicei in ultimii ani, Centrul de Pregatire pentru
Personalul din Industrie, care ne-a asigurat — prin persoana domnului director general Irinel
Ghita i a subordonatilor sai — conditii deosebite, atat in privinta desfagurarii propriu-zise a
cursurilor, cat gi In privinta cazarii participantilor; trebuie mentionat, de asemenea, totala
renovare gi modernizare a grupului alimentar, acesta fiind acum unul din cele mai elegante
din statiune. Tuturor celor mentionati mai Inainte le adresam multumirile noastre pentru
sprijinul acordat in organizare.

Conform regulamentului stabilit de mai multi ani, programul zilnic inclusiv saimbata
— a cuprins trei conferinte, pentru a acoperi un numar de circa 40 de ore in intervalul 28 julie-
Saugust, in care s-au desfagurat cursurile propriu-zise. Spre deosebire de anii precedenti, la
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finele cursurilor nu s-a mai desfasurat un colocviu, acesta fiind inlocuit printr-o sesiune de
comunicari gi referate, prezentate atat de cursanti, cat si de alte persoane care s-au aratat
interesate.) La incheierea cursurilor, toti participantii au primit o diplom3 care s& ateste
absolvirea lor.

Fata de anul precedent s-a Inregistrat o scadere ugoara a numarului de participanti
(49 fatd de 54); trebuie sd mentiondm aici faptul ¢ la cursuri nu pot participa mai mult
de circa 60 de persoane datoritd capacitatii salii de conferinte.

La deschiderea cursurilor au rostit scurte alocutiuni prof. univ. dr. Radu Gologan —
presedintele S. S. M. R. —gi prof. Nicolae Angelescu — inspector general la I. §. J. Prahova,
presedintele filialei din Ploiesti a S. S. M. R. Trebuie sa& mentionam, de asemenea, prezenta
— la inchiderea cursurilor — a domnului Emanoil Savin, primarul oragului Busteni, care ne-a
promis, pe viitor, sprijinul domniei sale in organizarea acestora.

Repartitia zonala a participantilor a fost destul de uniforma, mentinandu-se, totusi,
pe primul loc judetele din Moldova si dintre acestea, judetul Iasi unde se remarca, din nou,
activitatea neobosita a profesorului Vasile Nechita — secretarul filialei locale.

Absolventii cursurilor Scolii de vara de la Bustensi, editia 2009, impreund cu profesorii:
Eugen Paltanea, Dumitru Busneag, Catalin Gherghe, loan Tomescu $i Dan Radu

Cursurile au starnit un viu interes printre participanti, marcat pe de-o parte de
discutiile dintre acestia si conferentiari, iar pe de alta parte de sondajul efectuat la finele lor.
De altfel, aceste cursuri au constituit totdeauna un teren fertil pentru schimbarea opiniilor
intre cursanti si intre acestia si conferentiari pe teme privind invatamantul matematic
romanesc gi viitorul acestuia.

Tematica cursurilor a fost atent selectata, tinand seama de sugestiile facute in anii
anteriori in cadrul sondajelor de opinie. Lucrul a fost posibil si prin cooptarea de noi
conferntiari, din generatiile mai tinere, care s-au aratat interesati in prezentarea unor
conferinte axate pe probleme gtiintifice si metodice moderne. In misura posibilitatilor,
am cautat si pastram un echilibru intre subiectele cu caracter de informare stiintifica si
cele vizand metodica si metodologia predarii la clasa, primele avand, evident, un caracter

D In legiturd cu aceastd sesiune se va vedea materialul urmstor inserat in prezentul
numdr al revistei. (N.A.)
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preponderent. Selectarea conferentiarilor a fost ficutd cu deosebitd grija, fiind solicitati,
cu precadere, acei universitari, care, In decursul timpului, s-au aplecat cu interes si seri-
ozitate asupra Invatidmantului preuniversitar, fiind preocupati de perpetua imbunatatire
si diversificare a acestuia; nu in ultimul rdnd, am tinut seama si de simpatiile cursantilor
exprimate In sondajele din anii anteriori. Conferentiarii au izbutit sa stabileasca un mod
de comunicare simplu si eficient cu profesorii cursanti, fara a abuza de informatia stiintifica
si, ceea ce ni se pare esential, neadoptand o pozitie ex cathedra.

Vom prezenta, mai jos, tematica conferintelor sustinute.

e prof. univ. dr. Joan Tomescu (Universitatea din Bucuresti, membru corespondent
al Academiei Roméane), ,,Aspecte metodice privind predarea notiunilor de combinatorica in
liceu“; ,,Poliedre convexe si grafuri planare, fulerene si lema lui Sperner; ,,Blocuri design,
triplete Steiner, grafuri bipartite si implicatii asupra problemelor de olimpiada“.

e prof. univ. dr. Constantin Popovici (Universitatea din Bucuresti), ,,intregi patra-
tici®; ,,Unicitatea descompunerii In factori primi ai intregilor patratici“.

e prof. univ. dr. Radu Gologan (Universitatea Politehnica din Bucuresti), ,,Olimpi-
ada Internationala de Matematica — Bremen 2009 .

e prof. univ. dr. Doru Stefdnescu (Universitatea din Bucuresti), ,De ce nu ne este
frica de polinoame*; ,,Cum cultivim Istoria Matematicii? “.

e prof. univ. dr. Dumitru Bugneag (Universitatea din Craiova), ,, Elemente de teoria
categoriilor in matematica preuniversitara“.

e prof. univ. dr. Valeriu Gutu (Universitatea de Stat din Republica Moldova), ,,De
ce tabela valorilor functiilor trigonometrice este aga de mica?“; ,,Bilete cu noroc si functii
generatoare .

e conf. univ. dr. Dragos Popescu (Universitatea din Bucuresti), ,, Teoria cuplajelor
si aplicatii (I)¢ ,, Teoria cuplajelor si aplicatii (II)“.

e conf. univ. dr. Alezandru Gica (Universitatea din Bucuresti), ,,Probleme de ordin
in baraje si la O.I.LM.“; , Analiza matematica si teoria numerelor. Probleme*“.

e conf. univ. dr. Cdtalin Gherghe (Universitatea din Bucuresti), ,Metode de teoria
codurilor in probleme de tip O.I.M.*; | Aria figurilor poligonale“;

e conf. univ. dr. Fugen Pdltinea (Universitatea Transilvania din Bragov), ,,Extinderi
ale unor criterii clasice de convergenta*.

e conf. univ. dr. Andrei Vernescu (Universitatea Valahia din Targoviste), ,,Exemple
si contraexemple 1n analiza matematica liceald®; ,Cateva rezultate i formule completare
referitoare la integrala Riemann a functiilor continue*.

Ca si In anii precedenti vom aminti prezenta la cursuri a multora dintre ,,veterani®,
acei profesori care constituie un adevarat nucleu al cursantilor si al caror lider necontestat
este profesorul Vasile Nechita, participant la toate editiile de pana acum. De asemenea, vom
mentiona faptul cd am acordat o noud diploma de fidelitate (pentru participarea la sapte
editii consecutive a cursurilor) doamnei profesoare Maria Mihdes de la Colegiul National
Danubiana din Roman. O felicitim si pe aceasta cale, atat pe domnia sa, cat si pe toti
ceilalti ,,veterani“ ai cursurilor.

La incheierea acestor succinte insemnari trebuie sa adresam multumirile noastre sin-
cere domnului profesor Nicolae Angelescu — inspector general la I. §. J. Prahova si pre-
sedinte al filialei Ploiegti a S.S.M.R. si doamnei profesoare Mirela Dobrea — directoare a
grupului scolar Ioan Kalinderu din Busteni — pentru sprijinul neprecupetit acordat in buna
organizare i desfagurare a cursurilor . Acestora si multor altora, anonimi, le exprimam
gratitudinea noastra.

Dan Radu
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Lista absolventilor cursurilor de perfectionare pentru

profesorii de matematica, organizate de S.S.M.R.

la Busteni, in perioada 27 iulie-6 august 2008

. Alexa Lenuta

. Badea Aurelia Liliana
. Bejan Cornelia Livia
. Burtea Anne-Marie

. Cavachi Clarisa Ioana
. Caltea Elena

. Chirea Elena
. Chiriac Gilena
. Cojocea Tatiana

Costachescu Marioara
Cretu Ciprian
Dragomir Luminita
Frent Angela
Gavrilut Mihai
Georgescu Mioara
Tosub Maria

Kifor Roxana
Luchian Dorel
Macovei Monica Felicia
Maftei Maria
Marinescu Damian
Mihai Marcela
Mihaes Maria
Mihaila Adriana
Murar Aurelia
Miiller Gina
Nechita Vasile
Necula Elena
Negrea Ana Maria
Negrea Nicodim
Nica Paula

Nitu Stefan

Nour Maria

Novac Tulian
Oleniuc Claudia
Oleniuc Mariana
Palici Aurelia
Pauna Neculae
Paslaru Mihaela Lacramioara
Popa Filofteia
Popa Gabriel
Popescu Maria
Radu Margareta

Gr. Sc. Gh. Asachi — Galati

Lic. Teoretic Dimitrie Bolintineanu — Bucuresti
Universitatea Tehnica Gheorghe Asachi — lasi
Gr. Sc. — Orag Ovidiu

C. N. Bilingv Gh. Cosbuc — Bucuresti

Colegiul Tehnic de Arhitectura si Lucrari Publice
I. N. Socolescu — Bucuresti

Lic. Teoretic Nicolae Balcescu — Medgidia

Gr. Sc. T. Vuia — Craiova

Sc. cu clasele I-VIII nr. 108 Alexandru Obregia—
Bucuresti

Lic. cu Program Sportiv — Roman

Col. Tehnic Gheorghe Asachi — Iasi

C.N. C. Negri — Galati

Col. Tehnic Feroviar — Bragov

C. N. Roman Voda — Roman

S. nr. 26 — Craiova

C. N. Stefan cel Mare — Tg. Neamf,

Gr. Sc. Ind. Gheorghe Asachi — Bucuresti

Lic Tehn. M. Costin — Iasi

Colegiul Tehnic Petru Musat — Suceava

Sc. de Arte si Meserii — Dulcegti

Sc. cu clasele I-VIII Tudor Vladimirescu — Targoviste
Gr. Sc. Ind. Gheorghe Asachi — Bucuresti
Colegiul Tehnic Danubiana — Roman

Lic. Teoretic N. Iorga — Braila

Lic. cu Prog. Sportiv Banatul — Timigoara

Lic. Ec. C. C. Kiritescu — Bucuresti

Colegiul Costache Negruzzi — Iasi

Gr. Sc. Forestier — Campina

Gr. Sc. Traian Vuia — Targu Mureg

Lic. Tehnic Traian — Deva

Gr. Sc. Ind. Gheorghe Asachi — Bucuresti

Lic. Teoretic Al I. Cuza — Alexandria

Sc. gimnaziald nr. 41 Sf. Grigore Teologul - Galati
Sc. gen. A. Muresan - Deva

Gr. Sc. Virgil Madgearu — lasi

Sc. cu clasele I-VIII Blagesti — Pasgcani

Col. National Octav Onicescu — Bucuresti

Sc. gen. Coresi — Targoviste

Sc. M. Eminescu — Roman

Sc. cu clasele I-VIII nr. 12 — Targoviste

Col. Nat. — Iasi

Scoala Centralad — Bucuresti

Sc. nr. 3 — Botosani

263



264 DIN VIATA SOCIETATII

44. Radu Marin Sc. gen. nr. 3 — Botosani

45. Roman Neculai Sc. cu cl. I-VIII Vasile Alecsandri—Mircesti,

46. Sbiera Elena Oltita Colegiul Tehnic Al. I. Cuza — Suceava

47. Topan Daniela Adina Colegiul Tehnic de Transporturi Transilvania —
Cluj-Napoca

48. Tulcianu Ana-Maria Gr. Sc. D. Cantemir — Babadag

49. Tilica Daniela Gr. Sc. Ind. Gheorghe Asachi — Bucuresti

50. Vega Mariana Sc. gen. nr. 13 Mircea cel Batran — Pitesti

51. Voicu Adriana Lic. Ped. Matei Basarab — Slobozia

Prima sesiune de comunicari si referate metodico-stiintifice
organizata de S.S.M.R cu ocazia
Scolii de vara de la Busteni

In urma unei hotdrari a conducerii S.S.M.R. si conducerii Cursurilor de vara de la
Busteni, Incepand cu acest an, colocviul care marca finalul cursurilor a fost inlocuit cu o
sesiune de comunicari si referate la care cursantii se pot inscrie benevol. De asemenea, la
sesiune pot participa si alte persoane interesate care au trimis din timp comunicarea sau
referatul cu care vor sa participe.

A fost alcatuit un comitet stiintific care a avut menirea de a selecta dintre lucrari
acelea care prezintd un interes deosebit si care au fost sustinute in plen.” Anul acesta
comitetul a fost compus din urmatorii:

e Dumitru Busneag (Universitatea din Craiova)

e Catadlin Gherghe (Universitatea din Bucuresti)

e Radu Gologan (Universitatea Politehnica din Bucuresti, Institutul de Matema-
ticd Simion Stoilov al Academiei Romane)

Eugen Paltanea(Universitatea Trabsilvania din Bragov)

Dan Radu (Universitatea Politehnica din Bucuresti)

Doru Stefanescu (Universitatea din Bucuresti)

Ioan Tomescu (Universitatea din Bucuresti, membru corespondent al Academiei
Romaéne).

De asemenea, a fost format un comitet de organizare care s-a ocupat de buna
desfagurare a lucrarilor. Din acesta au facut parte:
e Catadlin Gherghe (Universitatea din Bucuresti)
e Radu Gologan (Universitatea Politehnicd din Bucuresti, Institutul de Matema-
ticd Simion Stoilov al Academiei Romaéane)
e Dan Radu (Universitatea Politehnica din Bucuresti)
e Doru Stefinescu (Universitatea din Bucuresti, prim-vicepresedinte al S.S.M.R.)
e Toan Tomescu (Universitatea din Bucuresti, membru corespondent al Academiei
Romaéne, presedinte de onoare al S.S.M.R.).
Lucrarile sesiunii s-au desfagurat in data de 5 august, dupa incheierea cursurilor.
Vom mai mentiona ca la sesiune a mai participat gi un invitat din strainatate in persoana
domnului Irinew Glajar de la Austin Community College din Austin, Texas, S.U.A.
Subiectele comunicarilor si referatelor au acoperit o arie larga de preocupari incepand
cu cele cu caracter stiintific sau metodic gi terminand cu cele care vizeaza teme din istoria

D Aceste lucriri au fost mentionate in lista de comuniciri si referate prezentatd mai jos
printr-un asterisc. (N.A.)
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matematicii, dar si cele legate de problematica generala a invatamantului preuniversitar.
Diversitatea tematicii abordate reflecta largirea ariei de preocupari a profesorilor, tendinta
acestora de a se ancora mai ferm in realitate, preludnd traditiile inaintasilor. Vom remarca,
in mod deosebit, seriozitatea si competenta cu care autorii au tratat tematica aleasa —
desigur, In mare masura clasica — foarte multi dintre ei vizand deschideri catre alte domenii
ale invatamantului sau ale vietii de zi cu zi, precum gi conexiuni metodice interesante si cu
un vadit caracter original.
Vom insera, mai jos, lista completa a lucrarilor inscrise in sesiune.

Maria Margareta Agapi —Scoala George Calinescu, Onesti, jud. Bacau —
»Zambetul stiintei“

Lenuta Alexa — Grupul Scolar Industrial Gheorghe Asachi, Galati, jud. Galati
— ,Asupra demonstratiei teoremei lui Pitagora numai cu rigla negradata si com-
pasul“

Aurelia Badea — Liceul Teoretic Dimitrie Bolintineanu, Bucuresti — ,,Jon Barbu
— poetul matematician

Cornelia Bejan — Universitatea Tehnicd Gheorghe Asachi, lasi, jud. Iasi —
yotructuri algebrice definite geometric

Ane-Marie Burtea — Grupul Scolar, Ovidiu, jud. Constanta — ,,Convexitate si
majorizare

Lucia Buruiana — Scoala cu clasele I-VIII Cezar Petrescu, Busteni, jud. Prahova
— ,Numere prime, numere compuse “

Petre Buruiana — Grupul Scolar Ion Kalinderu, Busteni, jud. Prahova — ,Inega-
litati intre elementele unui triunghi“

Clarisa Ioana Cavachi — Colegiul National Bilingv George Cosbuc, Bucuresti —
»Integrale <surori>*“

Elena Chirea — Colegiul National Nicolae Balcescu, Medgidia, jud. Constanta —
,Traian Lalescu — un matematician peste ani® (*)

Tatiana Cojocea — Scoala nr. 108 Alexandru Obregia, Bucuresti — ,,Aspecte
specifice ale rezolvarii ecuatiilor“

Marioara Costachescu — Liceul cu Program Sportiv, Roman, jud. Neamt —
»Anul 2009 in lumea matematicii“ (*)

Ligia Darau — Colegiul Tehnic Dr. A. Barbat, Victoria, jud. Bragov — ,Experi-
ment didactic comparativ pe tema evaluarii“

Luminita Dragomir — Colegiul National Costache Negri, Galati, jud. Galati —
,Forme, metode si instrumente de evaluare. Tehnici moderne la disciplina matem-
atica“

Stefan Nicolae Dumitrescu — Colegiul National Stefan Velovan, Craiova, jud.
Dolj — ,,Ecuatii diofantice de tipul 2% — 4% = 1¢

Mihai Gavrilut — Colegiul National Roman Voda, Roman, jud. Neamt — ,,Gene-
ralizarea unor inegalitati“

Mioara Georgescu — Scoala nr. 26 Craiova, jud. Dolj — ,Matematica aplicata“
Irineu Glajar — Austin Community College, Austin, Texas, S.U.A. — ,Predarea
matematicii la un colegiu de doi ani In S.U.A.“ (*)

Maria Iosub — Colegiul National Stefan cel Mare, Targu Neamt, jud. Neamt —
,Generalizari ale unor probleme din revista Sinus® (*)

Monica Macovei — Colegiul Tehnic Petru Musat, Suceava, jud. Suceava —
,Omotetia In plan® (*)

Damian Marinescu — Scoala Tudor Vladimirescu, Targoviste, jud. Dambovita
— ,Constructia mediei armonice a doua segmente“

Marcela Mihai— Gr. Sc. Ind. Gheorghe Asachi, Bucuresti — ,,Inegalitati clasice.
Aplicatii® (*)
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(22) Adriana Mih4&ild — Liceul Teoretic Nicolae lorga, Briila — ,Aplicatii ale ine-
galitatilor in rezolvarea de ecuatii si sisteme* (*)

(23) Gina Miiller — Colegiul Economic C. C. Kiritescu, Bucuresti — ,,Aplicatii ale
teoremei lui Lagrange“

(24) Aurelia Murar — Liceul cu Program Sportiv Banatul, Timigoara, jud. Timig —
»Strategii didactice eficiente in lectiile de recapitulare si sistematizare“

(25) Vasile Nechita — Colegiul Costache Negruzzi, lasi, jud. lagi — ,Proprietéti ale
functiilor convexe. Demonstrarea unor inegalitati cu ajutorul functiilor convexe“

(26) Elena Necula — Grupul Scolar Forestier, Campina, jud. Prahova — ,Frontiera
dintre matematica si inteligenta“

(27) Ana-Maria Negrea — Grupul Scolar Traian Vuia, Targu Mures, jud. Mureg —
»Unele aplicatii ale generalizarii teoremei lui Lagrange® (*)

(28) Nicodim Negrea — Liceul Teoretic Traian, Deva, jud. Hunedoara — ,,Calcule de
sume

(29) Stefan Nitu— Liceul Teoretic Al. I. Cuza, Alexandria, jud. Teleorman — ,, Vectori.
Vectori a ciror sumi este vectorul 0 . Aplicatii. “

(30) Maria Nour — Scoala Gimnaziald nr. 41 Sf. Grigore Teologul, Galati, jud.
Galati — ,,Promovarea metodelor activ-participative in Insusirea cunostintelor de
matematica“

(31) Iulian Novac — Scoala Andrei Muregsanu, Deva, jud. Hunedoara — ,Despre sis-
teme de numeratie“

(32) Claudia Oleniuc — Grupul Scolar Virgil Madgearu, Iasi, jud. Iasi — ,,Un nume
roménesc pe harta lumii: Spiru Haret“

(33) Mariana Oleniuc — Scoala cu clasele I-VIII, Bligesti-Pagcani, jud. Iagi —,Ordine
gi haos“

(34) Aurelia Palici — Colegiul Nagional Octav Onicescu, Bucuresti — ,,Caracterizarea
subgrupurilor aditive ale lui R si aplicatii in probleme de analizd matematica“ (*)

(35) Nicolae Pauna — Scoala Coresi, Targovigte, jud. Dambovita — ,Explorarea pro-
blemelor de loc geometric cu instrumente virtuale create cu CABRI GEOMETRY
1 (%)

(36) Mihaela Pislaru — Scoala Mihai Eminescu, Roman, jud. Neamt — ,Modernizarea
conceptului de predare-invatare prin informatizarea invatdmantului (utilizarea
laboratoarelor A.E.L. si a softurilor la orele de matematica).“

(37) Filofteia Popa — Scoala nr. 12, Targoviste, jud. Dambovita — ,Metode activ-
participative folosite in predarea matematicii“

(38) Maria Popescu — Scoala Centrald, Bucuresti — , Eleganta rationamentelor mate-
matice® (¥)

(39) Neculai Roman — Scoala Vasile Alecsandri, Mircesti, jud. Tasi — ,In legitur cu
problemele C.O: 4932 si C.O: 4953 (*)

(40) Elena Oltita Sbiera — Colegiul Tehnic Al. I. Cuza, Suceava, jud. Suceava —
,Inversiunea in plan* (*)

(41) Daniela Adina Topan — Colegiul Tehnic de Transporturi Transilvania, Cluj
Napoca, jud. Cluj — ,,Aspecte privind punctul intermediar in teorema de medie“

(42) Daniela Tilicad — Grupul Scolar Industrial Gheorghe Asachi, Bucuresti — ,,Siruri
recurente“

(43) Mariana Vega — Scoala nr. 13, Pitesti, jud. Arges — ,Istoria matematicii in
lectia curenta®

(44) Adriana Voicu — Liceul Pedagogic Matei Basarab, Slobozia, jud. Ialomita —

,,Conciziune si eficienta in rezolvarea problemelor de matematica“
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Lucrarile sesiunii s-au bucurat de un deosebit succes, multe dintre comunicarile
prezentate starnind vii discutii gi aprecieri, comentarii gi completari. Avand in vedere
opinia pozitivd unanima, vom perpetua aceasta initiativa si in anii urmatori.

Dan Radu

RECENZII

TITU ANDREESCU, GABRIEL DOSPINESCU,
Problems from the Book, XYZ Press, LLC, 2008

Parafrazand un text celebru bazat pe problemele considerate dumnezeiesti de Paul
Erdos (Proof from the Book, autori M. Aijner si G. M. Ziegler, Springer Verlag, 2003)
autorii au adunat Intr-un text extrem de generos (peste 550 de pagini) 23 de lectii de
matematica problemistica, nu neaparat elementara, bazate pe afinitaile lor matematice.

Fiecare astfel de lectie contine un preambul intitulat , Teorie gi exemple“ in care sunt
trecute in revista principiile legate de subiectul discutat si cateva probleme cu solutii com-
plete ce exemplifica titlul paragrafului. A doua parte a paragrafelor ,,Proleme de antrena-
ment “ contine intre 15 gi 25 de probleme lasate cititorului ca exercitiu, evident caracteristice
domeniului discutat.

Adeseori exemplele prezentate sunt total neelementare si chiar legate de tehnici noi
de cercetare matematica: vezi, de exemplu, teorema Van der Corput din lectia dedicata
distributiei uniforme (lectia 15).

Cu toate aceste exceptii, problemele provin in mare parte din cele aflate pe listele
olimpiadelor de matematica din diverse tari si ale Olimpiadelor Internationale. Mai mult,
ambii autori fiind legati de aceste competitii ( Titu Andreescu este de peste 30 de ani implicat
in concursurile de matematica din Romania si S.U.A. si autor a peste 20 de monografii pe
acest subiect, iar Gabriel Dospinescu, un eminent problemist, fost castigator al concursului
de admitere la celebra Ecole Normale Superieure din Franta si fost olimpic international
al Romaniei), aproape 50% din probleme ii au ca autori sau au ca autori matematicieni
romani.

Cartea este, dupa parerea mea si a multora dintre colegii ce au rasfoit-o sau au
studiat-o, un excelent text pentru pregatirea concursurilor de tipul Olimpiadei Internatio-
nale, concursului Putnam din S.U.A. sau al olimpiadelor studentesti.

Parerea personala este in acelagi timp c&, parcursul cartii este inegal nu numai in
desfagurarea lectiilor, dar si in cadrul fiecarei lectii in parte: subiecte simple combinate
cu unele nebanale, probleme minunate si nebanale cu unele prea tehnice si fara substrat
matematic adevarat.

Cu toate acestea, acest text nu poate lipsi din biblioteca oricarui matematician pa-
sionat de ,,problem solving“, patina de exceptional problemist si matematician a lui Gabriel
Dospinescu fiind prezenta la fiecare pas.

Radu Gologan
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ADRIANA DRAGOMIR, LUCIAN DRAGOMIR,
OVIDIU BADESCU, ION DAMIAN BiRCHI, Exercitii si probleme de
matematici pentru clasa a IX-a, a X-a, a XI-a, a XII-a (si nu numai)

Editura BIRCHI, Timisoara, 2009

Lucrarea reprezinta una dintre cele mai monumentale si complete culegeri de pro-
bleme destinate Invatamantului liceal, aparute in ultimii ani. Redactata in patru volume
— fiecare dintre ele destinat unei clase de liceu — ea acopera intreaga programa actuala a
liceului, cu cele in jur dde 2000 de probleme pe care le contine.

Rod al unei indelungate si vaste experiente a autorilor, culegerea constituie o selectie
valoroasa a unor probleme atat clasice, cat si de ultima ora, aparute in literatura de speci-
alitate (culegeri, reviste etc.) de-a lungul timpului (ne referim la ultimii vreo 40 de ani).

Ceea ce 1i confera un statut aparte printre alte demersuri similare este faptul ca
problemele au un variat grad de dificultate de ea, putand sa se foloseasca atat elevii cu posi-
bilitati mai modeste cat si cei ce pregatesc diverse concursuri de matematica sau olimpiade,
deci cei care au un potential intelectual mai ridicat si exigentele pe masura.

Toate problemele sunt insotite de raspunsuri, indicatii si — daca este cazul — chiar
solutii complete pentru cele mai dificile.

Selectia atenta si riguroasa a problemelor ofera cititorului o paleta larga de subiecte
de reflectie, pentru cei interesati constituind un stimul in perfectionare si autodepasire. In
acest sens vom mentiona cele patru capitole finale, de la sfargitul fiecarui volum, intitulate
sugestiv ,,Probleme pentru olimpiade gcolare si nu numai“, care constituie fiecare un flori-
legiu al celor mai interesante probleme propuse in decursul timpului la diverse concursuri
de matematica si olimpiade. In aceastd ordine de idei vom mentiona faptul ca pe aceste
liste de probleme apar numele celor mai cunoscuti propunatori, multi dintre ei veterani ai
acestui tip de activitate.

In concluzie, recomandam cu caldura utilizarea acestei culegeri de probleme, atat de
catre elevi cat si de catre profesori, ea constituind un pretios adjuvant atat in munca de
zi cu zi, cat §i In pregatirea concursurilor si olimpiadelor. Pentru a usura celor interesati
procurarea culegerii, vom da adresa de e-mail a editurii: rmt.mate@yahoo.com.

Dan Radu

ERATA

I. In G.M.-A nr. 4/2008, la pag. 359, randul 2 de jos, se va citi ,Kalinderu®,
in loc de ,,Kolinderu*.

IL In G.M.-A nr. 1/2009 se vor face urmitoarele modificiri:

e la pag. 61, randul 20 de sus, in loc de al doilea ,,x; “ se va citi ,,x3*;

e la pag. 63, randul 11 de sus, in loc de ,,V. Chirita*“ se vzi citi ,,V. Chiriac*;

“

e la pag. 64, randul 14 de jos, in loc de g “ se va citi "y

e la pag. 64, randul 4 de sus, in loc de ,,BC — QP se va citi ,,BC||QP*;

e la pag. 64, randul 6 de jos, in loc de ,,b,, — 1% se va citi ,,b,—1%;

e la pag. 66, randul 5 de sus, in loc de ,,4 cos®“ se va, citi ,,4 cos® a“;

e la pag. 66, randul 9 de sus, in loc de ,,a = 2“ se va citi ,,a = 2

e la pag. 98, randul 3 de jos, in loc de ,,Mihaela Doinaca“ se va citi ,,Mihaela

Doinaru*“.
Redactia



