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Definitia 1. Functia f : R — R este periodica daca exista T € R* cu
proprietatea ca f(x +T) = f(z), Vo € R.

Numaérul T din definitia anterioara se numeste perioada functiei f.

Observatia 1. Daca T este o perioada a functiei f, atunci k- T este o
perioada a functiei f, Vk € Z*.

Propozitia 1. Daca f : R — R este periodica (cu o perioada T') atunci
functia g : R — R, g(x) = f(ax +b), a,b € R, a # 0, este periodicd si o

perioadd a ei este T' = —.

T
Demonstratie. g (:): + —> = fl(ax+T+b) = f(ax+b) = g(z), Vz € R.
a

Propozitia 2. Dacd functia f : R — R are proprietatea ca erista

T # 0 astfel incat f(x +T) — f(x) = ¢, Vo € R, atunci exista o functie

g : R — R periodica, cu perioada T, astfel incat f(x) = g(x) + ax, Ve € R,
¢
dea= 2.
unde a =

Demonstratie. Fie g(x) = f(z)— %x, Vz € R. Atunci g(z+7T)—g(z) =
=flz+T)— f(x) —c=0,Vz eR.

Propozitia 3. Daca f : R — R este periodica si continud, atunci f
este marginita si st atinge marginile.

Demonstratie. Avem f(x +T) = f(z), Vo € R, unde T" > 0 este o
perioada a lui f. Din teorema lui Weierstrass rezulta ca f(R) = f([0,T]) =
= [a,b], a,b € R, a < b.
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Propozitia 4. Daca f : R — R este periodica si continua, atunci f
este uniform continud pe R.

Demonstratie. Fie T > 0 o perioada a functiei f. Deoarece f este
continua pe compactul [0,277], rezulta ca f este uniform continua pe acest
interval. Deci, Ve > 0, 36. > 0 (6. < T), astfel incat pentru orice a,be [0, 27
cu la —b| < 6, avem |f(a) — f(b)| < e.

Fieacum z,y e R,cuxz <ysiy—z < d..

Alegem a = x —nT, b =y —nT, unde n = [%} Obtinem 0 < a < T
sib—a=y—x<d<T.Decib<a+T <2T.

Rezulta ca a,b € (0,27 si |a — b] < .. Obtinem atunci:

1f(a) — f(b)] <e=|f(z)— f(y)] <e.

Deci, f este uniform continua pe R.

Propozitia 5 (Teorema de densitate Kronecker). Daca T € R\Q,
atunci multimea A = {m 4+ nT | m,n € Z} este densa in R.

Demonstratie. Pentru inceput se arata ca, pentru orice € > 0, exista
a € A astfel Incat 0 < a < e. )

Fie € > 0. Exista n € N* cu proprietatea — < €. Consideram numerele

n
{T},{2T}, ..., {(n+1)T}, unde { } desemneaza partea fractionara. Acestea
sunt n + 1 numere distincte in (0,1). Rezulta ca exista i # j astfel incat:

0 < {iT} — {(jT} < %

Obtinem (i — j)T 4 [jT] — [¢T] < e. Notand k =i — j, m = [jT]| — [iT),
vom avea:
O0<m+kT <e.
Fie atunci a =m +nT € A. Am gasit astfel a € A, cu 0 < a < e.
Consideram acum y > «, z,y € Rgi ¢ = y — 2 > 0. Rezulta ca exista

a€ A cul<ac<e. Fien:[f]—kl. Obtinem na > x. Darngf—kl
a

implica na < x+a < x +¢e =y, deci na < y. Rezulta in final ca na € (%L', Y);
cum na € A, teorema este demonstrata.
Aplicatii
A1l. Daca functia f : R — R este periodica, continud si neconstantd,
rezultd cd functia g : R — R, g(z) = f(2?) nu este periodica.
Solutie. Fie T' > 0 o perioada a functiei f.
Presupunem prin absurd ca g este periodica. Cum g este continua,

rezulta g este uniform continua.
Fie a,b € [0,T]. Avem:

lim (\/a +nT —Vb+ nT) —0¢ unif .cont.

n—oo

9 unif cont. Tim_ (g (W) —g (m)) = 0.
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Obtinem:

0= lim (f(a+nT) ~ [ (b+nT)) = f(a) ~ (D)
deci f(a) = f(b), adica f este constanta, fals.

A2. Fie functia f : R — R periodica, continud si neconstantda. Atunci,
functia g : R — R, g(x) = f(z) + f(2?) nu este periodica.

Solutie. Presupunem prin absurd ca g este periodica. Deoarece g este
continua rezulta ca g este uniform continua. Fie T' > 0 o perioada pentru f.

Cum f este periodica si continua, rezulta ca functia f este uniform continua.
Fie a,b € R. Rezultd lim (vVa+nT — b+ nT) = 0 deci:
n—oo

nlgr()lo (f (\/a—i-nT) —f (\/b—i—nT)) =0 i
nh_)ngo (g (\/a + nT) —g (\/b + nT)) =0.
Folosind faptul ca g(z) = f(x) + f(2?), obtinem:

lim (f (a+nT)— f(b+nT)) =0,

n—oo
adica f(a) = f(b), deci f este constanta, contradictie.
A3. Daca functia f: R — R este periodica, continud si exista 17, Ty >
>0 cuT) €Q, Ty ¢ Q perioade pentru functia f, atunci f este constantda.
Solutie. Cum 177 € Q, avem T = 2, cu p,q € N*, deci ¢ = p si astfel
q

p este perioada pentru f. Cum p € N* rezultd ca pTs este perioada pentru
f si atunci mp + npTh este perioadad pentru f.

Obtinem f (mp + npTs) = f(0), Vm,n € Z, deci f(px) = constant,
Ve € A ={m+nTy|m,n€Z}, iar aceasta este densd in R. Deoarece f
este continua, rezulta f(px) = constant, Va € R, p # 0, deci f = constanta.

AA4. Daca functia f: R — R este marginita gi exista T > 0 astfel incat
flx+T)— f(z) =c,Vx € R, atunci f este periodica, de perioadd T' (¢ = 0).

Solutie. Conform Propozitiei 2 avem f(z) = g(z) 4+ ax, Vo € R, unde g
este periodica de perioada T'. Obtinem f(nT') = g(nT') 4+ anT = g(0) + naT.
Cum f este marginita, avem ca sirul {g(0) +naT}, -, este marginit, deci
al = 0, adicd a = 0, prin urmare f = g. Rezultd ca f este periodica de
perioada T

A5. Daca f,g : R — R sunt functii periodice cu perioadele T > 0,

T
respectiv To > 0 gi Tl € Q, atunci f + g este periodicd.
2

T
Solutie. ?1 = E, m,n € N* = mlIy =nT; =T. Obtinem ca T este o
n

2
perioada comuna a functiilor f si g.
Rezultd (f + g)(x +T) = f(x+T) +g(x +T) = f(z) + g(z), Vz € R,
deci f + g este periodica.
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A6. Daca f,g: R — R sunt functii periodice, continue, neconstante si
f + g este periodica, atunci T; € Q pentru orice Ty perioada o lui f gi Th
perioada a lut g.

Solutie. Presupunem prin absurd ca % ¢ Q, deci T, = a - Ty, unde

acR\Q.

Deoarece f + g este periodica avem ca functia h : R — R, h(x) =
= f (Tyz) + g (T1z) este periodica.

Fie u,v € R — R, u(z) = f (Thz), v(z) = g (Tiz). Rezulta ca u, v sunt
continue, periodice, neconstante, u are perioada 1, v are perioada a. Cum
u~+v este periodica, rezulta ca exista T' > 0 astfel incat u(z+71)+v(z+T) =

not

= u(x)+v(x), Ve € R. Deci u(z+T)—u(z)=v(z)—v(x+T)=H(z),Vz € R.

Cum u are perioada 1, rezulta ca functia u(x + T) — u(x) are perioada
1, deci H are perioada 1.

Cum v are perioada a, rezulta ca functia v(z) — v(z + T') are perioada
a, deci H are perioada a. Dar H este continua, 1 € Q, a ¢ Q si din A3
obtinem ca H este constanta. Rezultd u(x + T) — u(x) = constant. Cum u
este continua gi periodica, rezultd ca u este marginitd. Din A4 deducem ca
uw(x+T)—u(x)=0,VzeR.

Obtinem astfel ca w si v au perioada T'. Daca T € Q, rezulta ca v are
perioadele a si T', deci, conform A3, v = constanta, fals. Daca T ¢ Q, rezulta
ca u are perioadele 1 gi T, deci, conform A3, u = constanta.

Observatie. Daca f sau g nu este continua atunci afirmatia A6 nu
este adevarata.

Contraexemplu. Fie A = {m +nn | m,n € Z}.

Functia f(x) = { é’ i ; ﬁ este constanta si A \ {0} este multimea
perioadelor sale.

Functia g(z) = sinz, Vo € R este periodica si neconstanta. Atunci
1+4sinz, z€ A
sinz, x¢ A
luam 77 = 1 o perioada pentru f si 7o = 27 o perioada pentru g, nu rezulta

avem ca (f + g)(z) = este periodica, T' = 2w. Daca

A
— & Q.
caT2 Q
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In lucrarea [1], din 1986, matematicianul roman Dorin Andrica de la
Universitatea ,,Babeg- Bolyai“ din Cluj-Napoca, a emis urmatoarea ipoteza:
Conjectura lui Andrica: Daca p, este al n-lea numar prim pozitiv,

atunce:
VPnt1 —/Dn <1

pentru orice n € N*,

Valabilitatea afirmatiei a fost dovedita cu ajutorul calculatorului pentru
toate numerele prime mai mici ca 2°3 (I. Ghory, in 2000).

In 1798 matematicianul francez A. M. Legendre a formulat:

Conjectura lui Legendre: Intre oricare doud pdtrate perfecte consec-
utive exista cel putin un numdr prim.

In 1845 matematicianul francez J. Bertrand a formulat:

Postulatul lui Bertrand: Pentru oricare numar natural n > 2, in
intervalul (n,2n) existd cel putin un numar prim.

Cinci ani mai tarziu, in 1850, matematicianul rus P. L. Cebasev a dat
o demonstratie acestei afirmatii, transformand-o intr-o teorema. Exista mai
multe demonstratii pentru postulatul lui Bertrand, una recenta, apartinand
autorului acestor randuri, putand fi consultata in [7].

In 1958 matematicianul polonez W. Sierpinski a formulat:

Conjectura lui Sierpinski: Pentru oricare numere naturale n si k
astfel incat 2 < k < n, in intervalul ((k — 1)n, kn) exista cel putin un numar
prim.

In fine, in 1961 matematicianul polonez A. Schinzel a formulat:

Conjectura lui Schinzel: Pentru orice *x > 117, in intervalul
(z,2 + /x) existd cel putin un numdr prim.

Se pare ca insusi Legendre formulase aceasta conjectura, dar sub forma
mai slaba , pentru x suficient de mare“.

In lucrarea de fata studiem unele conexiuni logice ce pot fi facute cu
aceste conjecturi, dar si cu altele ce vor fi prezentate ceva mai incolo.

Propozitia 1. Conjectura lui Schinzel = Conjectura lui Sierpinski.



