Bull. Math. Soc. Sci. Math. Roumanie
Tome 53(101) No. 4, 2010, 329-361

Etude géométrique intrinseque des extrémales d’un
Lagrangien non-holonome et optimalité

par
F. FARAH ET F. PELLETIER

Résumé

Ce travail se situe dans le cadre de I'étude des extrémales d’un La-
grangien L non-holonome défini sur un sous fibré du fibré tangent a une
variété. Nous donnons d’abord des conditions suffisantes d’optimalité lo-
cale. Dans le cadre du formalisme géométrique sur les quasi-algébroides
([PoPo], [CLMM]), & un tel Lagrangien régulier est associée une connexion
canonique. Dans notre contexte, ce formalisme posséde une version assez
naturelle. Nous montrons que la connexion canonique de L est 'unique
connexion lagrangienne métrique associée a L dans ce formalisme. Enfin,
nous construisons une connexion lagrangienne ”naturelle” dont les géodési-
ques sont les extrémales de L
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1 Introduction

Le contexte et les résultats de ce travail se situent dans la cadre de 1’étude
des extrémales associées a un Lagrangien non-holonome. La situation classique
est la donnée d’un lagrangien L sur ’espace tangent T'(Q d’une variété @ et on
considere la restiction de L a une sous variété C C T'QQ de contraintes admissibles.
Ce cadre a fait 'objet d’un grand nombre de publications : mentionnons a titre
d’exemples [CLM], [GMM] [GM] et au moins toutes les références contenues dans
ces travaux. Dans cet article nous considérons un lagrangien L : E — IR ou la
contrainte E qui est un sous fibré du fibré tangent 7'M d’une variété M.

Les récents développements du formalisme géométrique associé & une structure
d’agébroide ou de quasi-algébroide sur une variété ont permis de construire un
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cadre général d’étude des systémes mécaniques non-holonomes (voir par exemple
[PoPo], [CLMM], [Po] et toutes les références contenues dans ces travaux). Dans
notre contexte, F se trouve muni d’une structure naturelle de quasi-algébroide
(Remarque 2.10) ainsi que de systémes de coordonnées privilégiées. Cette situa-
tion permet de donner une version assez simple des objets géométriques de ce
formalisme (voir le paragraphe 2 ainsi que les Remarques 2.4, 2.10, 3.7, 3.11 et
4.4).

La caractérisation des courbes localement optimales 7 : [a, b] — M du probleme
variationnel

L0y = / Ly (), 4 (1))t

naturellement associé peut se faire, d’'une part par la théorie du controle, d’autre
part, en utilisant une caractérisation des extémales de L comme solution d’une
équation différentielle. Un premier objectif de ce travail est de faire le lien entre
ces deux approches mais surtout de donner des conditions suffisantes d’op-
timalité locale (Théoreme 3.13). A noter que la preuve de ce Théoréme étant
assez technique et assez longue, pour la clarté de ce travail, nous avons choisi de
faire cette démonstration dans un Appendice.

Dans le cadre de la terminologie [CLMM]) et [PoPo], & un lagrangien régulier
L défini sur Pespace sous-jacent F d’un quasi-algébroide (E,a,[ , ]) sur une
variété M sont naturellement associés :

un ” E-fibré tangent” (noté T¥ E dans [CLMM)),

une semi-gerbe Sy, , une forme symplectique Q0 sur T¥E,

une métrique pseudo-riemannienne g, sur le fibré vertical de T*E

une connexion canonique I'y, (appelée connexion de Cartan-Kern dans ([PoPo]).

Dans le cas particulier ot E est un sous fibré de TM et [, ] est le pré-crochet
de Lie canonique sur E, nous en donnons une version assez naturelle. Toujours
dans notre contexte, étant donnée une forme symplectique Q sur TP E, compa-
tible avec ’endomorphisme vertical, on peut lui associer une métrique pseudo-
riemannenne canonique g sur le sous fibré vertical de TP E. Si S est une semi-gerbe
alors il existe une unique connexion lagrangienne associée a S et qui préserve la
métrique g par transport paralléle le long des courbes intégrales de S (Théoreme
4.12). En particulier, la connexion de Cartan-Kern T'z, (cf [PoPo]) est pécisément
cette connexion lagrangienne métrique associée & la donnée de (S, Q) (voir
Théoréme 4.13). Tous ces résultats font ’'objet essentiel du paragraphe 4.

Lorsque L est quadratique, alors les géodésiques de 'y, sont les extrémales
de L. Dans le cas général, ce résultat n’est plus, vrai. Néanmoins, il existe une
unique connexion lagrangienne r L, dont les géodésiques sont les extrémales de L,
et caratérisée par (Théoréme 4.13 (2)) :
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I’espace horizontal associé a I';, est contenu dans la distribution engendrée
par Sy, et Iespace
horizontal Hr, associé a la connexion lagrangienne canonique I'z,.

2  Préliminaires

Dans ce paragraphe, les rappels et notations ne sont que des adaptions du
cadre classique du formalisme géométrique associé & une quasi-structure de Pois-
son sur E*. Néanmoins, le fait que F soit un sous fibré de T'M permet d’une part
de choisir des systemes de coordonnées privilégiées, et d’autre part de pouvoir uti-
liser des structures induites sur E. Pour le formalisme de géométrie différentiellle
associé a une quasi-structure de Poisson, parmi de nombreuses références, nous
nous référons essentiellement a [PoPo], [CLMM] et [Po]. Enfin, pour la compa-
raison entre ces deux formalismes nous renvoyons a la Remarque 2.4.

2.1 Notations

Soit M une variété différentiable connexe de dimension n et E une distribu-
tion réguliere sur M, c’est-a -dire un sous fibré de dimension p du fibré tangent
TM & M. Nous noterons E° C T*M Tannulateur de E. Le fibré E (resp EY)
peut aussi étre considéré comme une sous variété de TM (resp. T*M).

Dans tout ce travail, pour tous les calculs en coordonnées locales,
nous adopterons les conventions classiques suivantes :

e les indices latins 4, j, k, [, ... varient de 1 a n et pour les indices répétés la
sommation portent sur les entiers variant de 1 a n;

e les indices grecs a, (3,... varient de 1 & p et pour les indices répétés la som-
mation portent sur les entiers variant de 1 a p.

Considérons une carte (U, ®) centrée en un point z. Sans perte de généralité,

on peut supposer que le systéme de coordonnées (z!,--- ™) est tel que

E, est engendré par (ﬁ’ o W) et BV est engendré par (daPtl,...  da™).
x x
Quitte a restreindre le voisinage U, il est facile de construire un champ de reperes

(A1, -, Ap) de E au-dessus de U de sorte que chaque Ay, o = 1,--- ,p s’écrive :

= 9ze *Oxd

Aa a + ZB]i
Ji>p

Notons (A1,---,Ay) le champ de reperes associés sur TM avec A; = 5 bour

ox
j:p+17 , T
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(6%, ---,0™) la base duale de T*M correspondante. Par suite, on aura
0% =dx®* poura=1,---,p

07 = dz? — ZBg‘d:va pour j=p+1,---,n.

a<p

On dira que (Ay,---,A,) est un champ de repéres adaptés de TM (resp.
(6%,---,0™) un champ de co-repéres adaptés sur T*M ) et le systéme de co-
ordonnées (zt,--- 2" al,---  a") (resp. (x',--- 2™ (1, ,Cn)) naturellement
associé sur TM (resp. sur T*M) est appelé un systéme de coordonnées
adaptées.

Notons (a!,--- a™ yb -+ y") (vesp. (z!,--- 2™ &, ,&,)) le systéme de co-
ordonnées canoniques sur T'M (resp. T*M) naturellement associé & la carte de
domaine U.

Dans ce contexte, sur U le difféomorphisme ® de changement de coordonnées est
caractérisé par :

(0

yr = ~at poura=1,---,p (1)
¥y = a + Bla® pour j=p+1,---,n.

[

Sur T* M, le difféfomorphisme de changement de coordonnées est caractérisé par :

504 = Ca_ E B&CJ poura:l,--- , D
j>p _ (2)
& = G pour j=p+1,--- ,n.

Sur le fibré TE tangent a F, il existe deux structures de fibré :

pg:TE - FEetdn: TE —-TM

Notons € le sous fibré de TE défini par €& = dr~!(E). Le noyau de chacune des
projections pg et dm est égal a E¥ = ENTVT M, ou TVT M est le sous fibré vertical
de TTM.

Soit X un champ de vecteur tangent a E. Cette section de w : £ — M se
releve en une section X" du fibré v : T'E — E définie par :

X(z,u) {(z,u+tX ()}

" dtji=o
Nous dirons que X" est le relevement vertical de X.

Nous notons aussi TX : TM — TE sa différentielle. Par suite X7 (u,x) =
TX (x,u, X (x),u) est une section du fibré dr : TE — E tel que dr o XT = drn
qui s’écrit localement :

0
XT = XA + 0P Ag(X*) —
+utAp(X®) 53
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par suite dm, (XT) = X.

Nous dirons que X7 est le relevement tangentiel de X.

Nous noterons que J(X7) = XV, ou J est 'endomorphisme vertical sur 7T M.
Sur F, le groupe a un parametre de dilatations d;, caractérisé par

0r(x,u) = (z,tu),

est le flot d’un champ de vecteurs canonique C sur F appellé le champ d’Euler.
Il est clair que C est tangent a TV E. En coordonnées adaptées, le champ d’Euler
s’écrit :

C =a"A

L’endomorphisme vertical J sur TT M est caractérisé par (voir par exemple [Gr]) :

J(A;) =AY et J(AY) =0 pour tout i =1,---n.

Considérons un champ de reperes adaptés (41, - ,A,). Pour (z,a) € E, la
fibre T(y o) E (vesp. £,.q)) est alors engendrée par (Ay,--- , A,, A7, --- , A}) (resp.
(A1, Ap AT, AD)).

L’endomorphisme J induit sur £ un endomorphisme J de € caractérisé par :

J(Ay) = AL et J(AL) =0 pour tout a =1,--- ,p. (3)

Dans la suite, comme nous nous restreignons essentiellement & T'E', nous adoptons
les notations complémentaires suivantes :

Notations 2.1

o (2t -+, 2" al, - aP) désigne un systéme de coordonnées adaptées sur E qui
pourra étre noté simplement (z°,a®).

e e fibré T'E sera noté EV.

e Uendomorphisme vertical J induit sur € sera encore noté J.

e au-dessus du domaine de définition de ce systéme de coordonnées, E* est iden-

tifié au fibré T*M/E° et est engendré par (dzt,--- ,dzP).

Remarque 2.2 Considérons un champ de repéres adaptés (Ay,--- , Ay) sur M.
Nous avons localement sur la variété TM :

) 9 OB’ 9
A= — + 3 Bl et [A,, AY] = > B L=
TR T ° Dut Dy

4,j>p

Dans un systeme de coordonnées adaptées, les coodonnées locales de la sous
variété E de TM sont (x',a%). Dans ces conditions, en restriction d la sous
variété B, on a

Ay = J(As) et [Aq, AB] = 0 pour tout o, = 1,--- , p.

(e
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Par suite, sur la sous variété E de TM, il est alors naturel d’identifier A}, avec

o pour a=1,---,p.
a

Dans ces mémes conditions, la fibre Ty o) E (resp. E4.q)) est alors engendré
par

9 9 0 0
(Al’...’Am%...?%) (resp. (Ah...,Ap,%...?%)).

Une équation différentielle du second ordre sur E ou semi-gerbe, est
un champ de vecteurs S sur E qui est une section pour les deux structures de
fibré sur TE définie par dm et pg.

Localement, dans un systéme de coordonnées adaptées (z°, a®) une semi-gerbe
va s’écrire : 9

4™ [e%
S=a%4, + S (w,a)%.
Remarque 2.3
1. Une semi-gerbe S sur E est toujours tangente a E.

2. Un champ de vecteurs Z sur E tangent a £ est une semi gerbe si et seule-
ment st JZ = C.

Remarque 2.4 dans le cadre du formalisme géométrique associ€é a un quasi-
algébroide de Lie (voir par exemple [PoPo] [CLMM],[Po]), £ s’identifie natu-
rellement au E-fibré tangent de E noté TPE. Plus précisément, TPE est un
fibré sur E et, dans ce contexte particulier, la fibre en (x,b) € E est T(ib)E =

{(a,a,A) € E; x Ty E. Par suite les fibrés £ et TFE sont canoniquement
isomorphes. Via cet isomorphisme, les coordonnées (adaptées) sur E et £, on
a alors une correspondance canonique entre ces deux formalismes et les ”objets
géométriques” qui s’y rattachent : I’ endomorphisme vertical, les relévements ver-
ticauz et tangentiels, le champ d’Euler, les semi-gerbes, mais aussi les connexions
(section 2.2) et les pré-crochets de Lie (section 2.3).

2.2 Connexions

Une connexion I' sur £ est un homomorphisme de £ qui vérifie
JI=Jet'J=—J.

Etant donnée une base adaptée (A1, -, A,), alors

0 0

(A1,---,AP,A1£%,--- PE%)

est une base locale de &, T" est alors caractérisée par la matrice :

(IIfl —(}d> (4)
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En accord avec les notations classiques, le terme général de la matrice I' sera écrit
sous la forme

—2r%,
De sorte que

0
I'(Ay) = A, —QFQW pour a=1,---p.

Les coefficients T sont appelés les coefficients de la connexion T

La plupart des résultats qui suivent sont classiques : lorsque E = T'M voir
[Gr], pour un fibré quelconque sur M voir par exemple [PoPo] et pour la situation
pariculiere d’un sous fibré E de TM voir [F]

La donnée d’une connexion I' sur £ est équivalente a la donnée d’'une décompo-
sition suivante :
E=E"®Hr
‘Hr s’appelle I’espace horizontal de T'
Soit ' une connexion sur E'; il existe une unique semi-gerbe S sur E qui est

tangente a Hr. Cette semi-gerbe s’appelle la semi-gerbe canonique de I'. Les
courbes intégrales de S seront appellées les géodésiques de T'.

Lemme 2.5 Soit I' une connexion sur £. Considérons I' comme un tenseur de
type (1,1) sur E, nous avons alors :

1. i Y est un tenseur semi-basique' de type (1,1) sur E alors T + Y est une
connexion sur E.

2. Réciproquement, si I est une connexion sur &, il existe un unique tenseur
semi-basique Y tel que IV =T+ 7T

3. Soit S la semi-gerbe canonique de I'. Alors S est la semi-gerbe canonique
de la connexion TV =T + Y si et seulement si T(S) =0

Comme dans le contexte classique, on dira que la connexion I' est linéaire sur
& si elle est caractérisée par un sous fibré supplémentaire de £V invariant par le
groupe a un parametre de dilatation J;.

Proposition 2.6 [F/
Nous avons les équivalences suivantes :

(i) la connexion T' est linéaire

(i) pour tout champ de vecteurs Z sur E tangent a € on a

[C.T]Z =[C,TZ] -T[C,Z] =0

Ipour la définition d’un tenseur semi-basique voir [Gr]
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(i4i) dans tout systéme de coordonnées adaptées, les coefficients de la connexion
ont une écriture du type

I0(z,a) = a'T7, (x) (5)

pour tout « =1,--- | p.

2.3 Pré-crochet de Lie

Cette section est une adaptation a notre contexte du formalisme associé aux
structures de quasi-algébroide (voir par exemple [GU], [PoPo] et [CLMM])

Rappelons si ¢ : FF — M est un fibré sur une variété M un pré-crochet
de Lie sur F' est la donnée d’un morphisme o : F' — T M, et d’une application
IR-bilinéaire antisymétrique [, | sur F qui vérifie la propriété de Leibniz :

(X, [Y]r = a(X)(N)Y + f[X,Y]F

pour toute section X et Y de F.

Dans le cas d’un sous fibré E de T'M, il existe une maniere assez naturelle de
construire de telles stuctures sur FE :

soit B’ un supplémentaire de E dans TM et q : TM — E la projection associée ;
on peut alors définir un pré-crochet de Lie par :

[Xa Y]E = Q[Xﬂ Y}
ou [X,Y] est le crochet de Lie classique sur M des champs de vecteurs X et Y.

Par dualité, un pré-crochet de Lie est canoniquement associée a la donnée
d’un bivecteur de quasi-Poisson P sur E* ( cf [GU]) [PoPo] [CLMM]).

Dans un systéme de coordonnées adaptées (z%,a®) sur E et (2%,(,) sur E*,
le bivecteur P aura une écriture du type :

0 yain (6)

1
— 4+ Aa
aC,B BCa

0]
P=-Cly=— A
2an3e,
le pré-crochet de Lie canoniquement associé a P est caractérisé par les relations :

Ao Al = Clpd,
9(1 a):

e

[

Dans la suite, un tel pré-crochet de Lie sera noté [, |p.

Remarque 2.7 Dans le cas ou E est un sous fibré de T M, un pré-crochet de
Lie sur E vérifera lidentité de Jacobi si et seulement si E est involutif .
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Parmi les tenseurs de quasi- Poisson sur E*, il existe un tel tenseur canonique
7o caractérisé de la maniere suivante :

Lemme 2.8 ([F]) my définit un pré-crochet de Lie [ , |o sur E caractérisé par
[Aa, Aglo = 0 pour tout champ de repéres adaptés sur E.

Comme pour F, il est clair que &, en général, n’est pas stable par crochet de
Lie. Pourtant nous avons quand méme la propriété suivante :

Lemme 2.9 Pour tout Y wertical et toute section Z de &, le crochet de Lie
(classique) [Y, Z] est tangent a E.

Remarque 2.10 Prenant en compte l’inclusion naturelle de E dans TM, la
donnée de [, |p sur E muni ce fibré d’une structure de quasi-algébroide sur M.
Le contexte de la Remarque 2.4 se situe dans le cadre d’une telle structure. En
particulier, pour le pré-crochet de Lie canonique [ , o, on a une structure de
quasi-algébroide canonique sur E.

Le résultat suivant permet de munir £ d’un pré-crochet de Lie qui ne dépend
que du bi-vecteur P ([PoPo] [CLMM],[F])

Proposition 2.11 (/F])
Sur £*, il existe un unique bi-vecteur linéaire 11 tel que le pré-crochet de Lie [, |n
associé ait les propriétés suivantes :

(1) Y, Zln = Y, Z] pour toute section Z (resp. section verticale Y ) de €

(2) 11 est projetable sur P c’est & dire :

(i) [Z,2'\n = [Z,Z']p pour toute section Z et Z' de £ projetable sur une
section Z et Z' de E respectivement ;

(ii) Z(mo f) =mo Z(f)
pour toute fonction f sur M et toute section Z de & projetable sur une
section Z de E.

2.4 Fibré image réciproque

Notons 7* F le fibré image réciproque de 7 : E — M au-dessus de 7w : £ — M.
On a les diagrammes commutatifs suivants (voir par exemple [Go]) :

T H
ok — F ok — TFE
mo | | == | o
E — M E — F
T Idg

ou 7y (x,u,v) = (z,u) et H(x,u,v) = (z,u,0,v) est injectif.
Une section Z de 7 : m*E — E peut étre assimilée a un champ de vecteur sur
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E, via l'injection H. Une telle section Z peut aussi étre considérée comme une
application 7 : E — E qui vérifie

ToZ=m (7)
Dans un systeme de coordonnées adaptées, Z s’écrit :
7 = 2°(z, u)Au(2) (8)

On notera X' (E) les sections de E et X*(E) I’ensemble des applications de E — E
qui vérifient (7). Si X € X(E), Papplication X : E — E définie par X (z,u) =
X (x) vérifie (7). Ainsi on pourra toujours considérer une section de E comme un
élément de X*(E).

Comme précédemment, tout X € X*(E) se releve en une section XV du fibré
v:TE — E définie par :

X (z,u) {(z,u +tX (z,u))}

" dtp=o

Cette correspondance X — XV définit un isomorphisme J de fibré rendant com-
mutatif le diagramme :
J
™FE — T'E

Uyt

e

Idg

3 Extrémales d’un Lagrangien régulier sur un sous fibré

3.1 Probléme variationnel, approche par la théorie du contrdle

Etant donné un sous fibré E de T M, tout chemin absolument continu
v : la,b] — M, tangent presque partout & F, est appelé un chemin horizontal.
Deux points xg et x1 de M étant fixés, soit ¥ un sous ensemble de E, on note
C(zg,x1,%) lensemble des chemins horizontaux joignant xo & 1 (c’est a dire
v(a) = o et v(b) = 1) et tels que (y(t),4(t)) € X presque partout.

Un premier probléme est de donner des conditions pour que C(zg,x1, %) soit
non vide. Le célebre théoréeme sur les orbites de champs de vecteurs de H. Suss-
mann ([S]) établit qu’il existe une partition de M, en sous variétés immergées,
caractérisées par la propriété que deux points quelconques d’une telle sous variété
peuvent étre joints par un chemin horizontal. De plus chacune de ces sous variétés
est maximale pour cette propriété.
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On suppose désormais que ’ensemble C(xg,x1,X) est non vide.
Considérons un Lagrangien L : E — IR. Un probléeme d’optimalité classique

consiste & rechercher les chemins horizontaux dans C(zg,z1,%) qui minimisent
b

(resp. maximisent) la fonctionnelle £(y) = / L(v(t),4(t))dt :

inf{L(y) ;v € C(xo,21,%)} (resp. sup{L(Y) ;v € C(xo,21,%)}) (9)

Comme L(7) est invariante par translation sur le paramétrage de 7, on notera
C(zg,x1,%,T), 'ensemble des chemins horizontaux paramétrisés sur un intervalle
[a,a + T] et nous allons rappeler quelques définitions sur l'optimisation de la
fonction £ sur C(zg,x1,%,T). Supposons que £ possede un minimum (resp. un
maximum) sur C(zg,z1,2,T).

Définition 3.1

1. Une courbe horizontale v est dite minimisante (resp. maximisante) en
temps T si la fonctionnelle L atteint son minimum (resp. son mazximum,)
sur C(xg,x1,2,T) en 7.

2. On dira qu’une courbe v € C(xg,x1,%,T), définie sur [a,b], est localement
minimisante (resp. localement maximisante) pour la fonctionnelle L,
si, pour tout point to € [a,b] pour lequel ¥(to) est défini, il existe un voi-
sinage V. x W de (vy(to),%(to)) dans X tel que, pour tout sous intervalle
[t1,t2] de [a,b], pour lequel on a y(t) € V et 4(t) € W, pour presque tout
t € [t1,t2], alors la restriction de v a ce sous intervalle est minimisante
(resp. mazimisante) dans C(y(t1),v(t2),V x W,ta —t1).

Dans la suite, une courbe minimisante ou maximisante (resp. localement mini-
misante ou maximisante) sera appelée une courbe optimale (resp. localement
optimale). Il est clair que toute courbe optimale est localement optimale. Il est
donc naturel de s’intéresser a rechercher des conditions nécessaires et des condi-
tions suffisantes pour qu’une courbe soit localement optimale. Quitte a changer
L en —L, il suffira de se restreindre au cas localement minimisante.

Le probleme de la recherche des courbes localement minimisantes dans

C(zg, 21,2, T)

est clairement un probleme local. On peut donc se placer dans le contexte de
coordonnées adaptées.

Dans tout ce paragraphe, sur TM (resp. T*M) le champ de repéres adaptés

(Ay,---,Ay) (resp de co-repere dual associé (61, -« ,0,)), les coordonnées cano-

niques (Ila e Inayla e 71,77.)

(resp. (zt, -+, 2™ &, -+ ,&,)) et les coordonnées adaptées (z!,--- 2", al, -+, a")
1

(vesp. (z',--- ,2™, (1, -+, () sont fixées sur un ouvert U de M.
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Dans ces conditions, dans un champ de reperes adaptés, (Aq,---,4,), tout
chemin horizontal est caractérisé par un équation du type :
Y(t) = a®(t)Aa(v(1)) (10)
Si (AL,---, A") sont les composantes de A,, o =1---,p sur la base
0 0
(717 Ty 7n)’
ox ox

le probleme de caractérisation des courbes localement minimisantes est un pro-
bleme de controle optimal gouverné par I’équation différentielle

& = f(x,a)
ott fi(z,a) =a®Al/(z),i=1,---,n sont les composantes de f et olt
a=(at, -+ ,aP) € IRP est le controle.

Pour v € IR, on considere "I’hamiltonien du principe du maximum” :
H, : By xy T*U = U x IR” x IR" — IR défini par :

H,(z,a,8) =<&, f(z,a) > —vL(z,a) = a® < &, An(z) > —vL(z,0) =

= a"§ Al (z) — vL(z,a) (11)

11 résulte du principe du maximum de Pontryagine ([PBG]), que si 7 est une
courbe minimisante (dans U et définie sur [0,7]), il existe un champ de covecteur
£:10,T] — T*U le long de « et un réel v tels que presque partout (v,£(t)) # 0
et que l'on ait :

5(t) = 3;2” (1 (1), alt),£(1))
€)= - 5% (1(0), a(0). £00) (12)
H,((0) ), €0)) = sup {HL (1), 0, €(1)} = cte

aER

Par suite, une courbe localement minimisante est solution du systeme :

0H,

93
. OH,
fo_ H

ox
H,
0 v _ g

da

jj:

(13)

D’autre part, toute courbe (v,€) : [0,T] — T*U solution de (13) s’appelle une
bi-extrémale. En fonction de la valeur du réel v, on obtient deux types de bi-
extémales ([PV], [LS]) :
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1. si v = 0, mais £(t) # 0, la bi-extrémale (,&) est appelée bi-extrémale
anormale ou singuliére (ces trajectoires sont indépendantes du lagrangien
L, elles dépendent seulement de la distribution).

2. siv # 0 (que Pon peut normaliser & v = 1) la bi-extrémale (7, {) est appelée
bi-extrémale normale.

Définition 3.2

Soit v : [0,T] — M wune courbe horizontale :

1) nous dirons que 7y est une extrémale normale (pour [’hamiltonien (11)), s’il
existe un covecteur £ le long de v tel que (,€) soit une bi-extrémale normale.
2) nous dirons que -y est une extrémale strictement anormale (pour l’hamil-
tonien (11)), si pour tout covecteur non nul & le long de ~ tel que (v,€) soit une
bi-extrémale, cette bi-extrémale est anormale.

Remarque 3.3 une courbe 7y localement optimale se reléve nécessairement en
une bi-extrémale (v,€), mais il est bien connu en théorie du contréle (voir par
exemple [LS] ou [PV]) qu’il existe des courbes localement optimales qui sont des
extrémales strictement anormales.

3.2 Extrémales et bi-extrémales normales

L’objectif de cette section est de faire le lien entre le formalisme ”hamilto-
nien” sur T*M en théorie du controle et ’approche classique des extrémales d’un
Lagrangien. Compte tenu de la Remarque 2.4, une partie des résultats obtenus
dans cette section correspondent aux résultats généraux obtenus dans le cadre du
formalisme non-holonome sur des agébroides des et quasi-agébroide ([CLMM],
[PoPo]). La différence essentielle se situe au niveau de la définition de la trans-
formée de Legendre (voir la Remarque 3.7).

Commencons par le résultat suivant :

Lemme 3.4 [F] : Soit L : E — IR un Lagrangien sur E. Il existe alors une
application unique A : E — T*M qui rend commutatif le diagramme :

—T*M

E
s
M

et telle que dLjg o J = N w)e

ot w est la forme canonique de Liowville sur T*M et dLig et AN*w)e sont les
restrictions respectives de dL et N*w a £ C TE.

L’application A ainsi définie s’appelle la transformée de Legendre de L.
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Définition 3.5
Nous dirons qu’un Lagangien L sur E est régulier si sa transformée de Legendre
A est de rang maximal n + p.

A noter que dans des coordonnées adaptées on a :

oL .
dngOJ: %dx .

0’L

aaaaaﬁ) 7 0.

La transformée de Legendre A posséde les propriétés suivantes : (voir [F] pour
plus de détails).

De plus, L est régulier si et seulement si det(

Proposition 3.6 [F/
Etant donné un lagrangien L sur E de transformée de Legendre A, considérons

QL = ANdw

La 2-forme Qp, posséde les propriétés suivantes :

1. Qu(JX,Y) + Qu(X,JY) = 0 pour tout champ de vecteurs X et Y sur E
tangent a €. En particulier, la restriction de Q0 au sous fibré £V est nulle.

2. le rang de )1, est au plus 2p et Qp, est de rang mazimum 2p si et seulement
si L est régulier;

3. Si L est régulier sa restriction au sous fibré £ est de rang 2p ;
4. le fibré dual E* étant identifié o T* M /E°, il existe une application A : E —
E* rendant commutatif les diagrammes :

A

E——T*M E—"s
e |
T*M/E° M

De plus, A est un difféomorphisme local sur E*. A est un difféomorphisme
(global), si et seulement si la restriction de A a chaque fibre de E est un
isomorphisme.

Remarque 3.7 dans la cadre du formalisme général non-holonome sur un agébro-
ide de Lie E sur M (cf [CLMM]), la transformée de Legendre est un morphisme
de E dans E*. Dans notre contexte, c’est un relévement de E dans T*M qui se
factorise au travers au quotient T*M/E® = E*, pour donner la transformation
de Legendre A au sens du formalisme général pré-cité. En particulier la 2-forme
Qr, associée a L (Proposition 3.6) correspond au résultat analogue dans ce for-
malisme.
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Il résulte de la proposition 3.6 que le sous fibré £V est un fibré lagrangien
c’est-a-dire de dimension maximum p, et tel que la restriction de Q2 a £V soit
nulle.

Proposition 3.8 [F/
Soit L un Lagrangien régulier.

1. 1l existe un unique champ de vecteurs S sur E tangent a € qui est solution
de l’équation :
isQ, = —d(©cL — L)e

ot O¢ désigne la dérivée de Lie par C sur TE. De plus S est une semi
gerbe sur E.

2. Une courbe vy sur E est une courbe intégrale de S si et seulement si A(7y,%)
est une bi-extrémale normale.

Définition 3.9
Nous appelons extrémales de L les courbes intégrales de S.

Remarque 3.10 Compte tenu de la remarque 3.8, une extrémale de L n’est
jamais strictement anormale.

Remarque 3.11 Les extrémales de L ainsi définies sont bien siur les extrémales
au sens classique du formalisme non-holonome sur les quasi-agébroides. En par-
ticulier, dans notre contexte, elles satisfont a une équation d’Euler Lagange qui
s’écrit (dans un systéme de coordonnées adaptées) :
0*L oL

L o —0 14
9ac0aP toa da*dx"  0xP (14)

)
ou —— désigne la dérivation par A,
dx™
Preuve de la Proposition 3.8. On se place encore dans un systeme de
coordonnées adaptées sur F. On a alors :
oL
OcL—-L=a"——-1L
© da®
En coordonnées adaptées, un champ de vecteurs S sur E tangent a £ a une
écriture du type :

-3 O
= S“A, B_~_
S=S5 + S 9P
Par ailleurs, la restriction de 0y, a &£ s’écrit :
1, 6§ ,0L 0 , 0L 0%L
Qr = (—(—) = —(—)\dz>* N d B d B dz® 1
L 2(533‘1(8@5) 5$5(8aa)] S dacdal " M (15)
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)
~—— désigne la dérivation par A,)

ox

La résolution de I’équation

(Rappelons que

isQp = —d(OcL — L)

conduit aux relations :

6 ,0L 6 ,0L o O°L oL 0  OL

5237 " 527 8aa) T 50000 = 528~ 527 e
go PL__ o &L
da*dal “ da*0aP

2T
Comme la matrice (7a <5 B) est inversible sur € on obtient :
a*Oa
SY=a% pour a=1,...,p

et la premiere équation donne :

W 2L 6L , & 0L

9a50a? — 528~ 502947

Cette expression entraine que le champ de vecteurs S est bien défini et que S est
une semi-gerbe sur E.

Par ailleurs, comme la restriction de 2 a £ est symplectique, cette solution est
unique.

2) Le fibré E* étant localement identifié avec le sous fibré de T*M engendré
par dx!,---dxP, la projection po : T*M — T*M/E° se raméne alors a la projec-
tion de T*M sur E* paralellement & E°. Rappelons qu'une bi-extrémale (7, &)
est solution du systéme différentiel (13), avec v # 0 et
Hu(xv a, 5) = a’angza(x) - VL(‘T7 a)'

Dans ce cas, sans perte de généralité, on peut supposer que v = 1. La derniere
équation du systéme (13) donne alors la relation

oL

@(wﬂ) = fz‘Ai- (16)

Le long d’une bi-extrémale normale, I’hamiltonien H; vaut donc :

Hy(z,a,¢) = aa%(%a) — L(z,a) = [O¢L — L)(z,a) (17)
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Dans les coordonnées adpatées, on a A% = 62 pour o, 3 = 1,--- ,p (67 étant
le symbole de Kronecker) et on a posé¢ A2 = BJ pour « = 1,--- ,p et j > p;
le changement de variables entre les coordonnées adaptées et les coordonnées
canoniques est caractérisé par :

(a=Ca+ Y BiE powr a=1,-,p
i>p _
G=¢& pour j=p+1,--,n
La relation (16) s’écrit donc en fait :

oL
@) = (18)

Etant donné un point (29, ¢o) € T*M|y = U x IR", comme L est régulier, il existe
des fonctions a®(z, ¢) définies sur un voisinage V x W C U x R™ de (zo, (o) telles
que

oL

%(x,al(x,(), -+, aP(z,()) = (o avec la condition (19)
;TI;(I.O’ a’l(xo? CO)7 e 7ap(x(]7 CU)) = (C())a

Prenant en compte les relations (19), dans les coordonnées adaptées (x,() sur
V x W, considérons la fonction

7:‘(377C) = aa(x’C)Ca - L((Jf,al(.ﬁ,C), T 7ap(x’C))'

On peut donc considérer H comme une fonction H(z, £). Une courbe (v, £) conte-
nue dans V' x W est alors une bi-extrémale normale si (y,£) est une courbe
intégrale du champ hamiltonien H.

D’autre part, si A : Ejyy = U x IRP — T* M est la transformée de Legendre de
L, ona AlU x IR’} = U x IR” = EJ;, compte tenu des identifications du début
de paragraphe. Comme on a : A(V x W) ={V x W}NE;, =V x{Wn R}, il
résulte alors de (18) et (19) que I'application (z,¢) — (z,a'(x,(),- -+, aP(x,())
en restriction & A(V x W) = {V x W}n El*U est I’application réciproque de la
restriction de A a V. x W :

A AV W) ={VXWINE; =V x{WNR}—Ux R = Eyp
De plus, sur V' x W on a bien str :
[@CL - L](IL‘,CL(IE,C)) = ﬂ(xaC) ou a(:c,() = (al(x7§)7 e ,a”(x,{))

Compte tenu de (2) ¥ laisse invariant U x IR” = Efj; et sa restriction a
U x IR” = E}f; est I'identité. Il en résulte que sur A~ (V xW)ona:

HoA =[OcL — L]
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De plus, H est indépendant des variables {p41, - - &y.
Notons dwy, la 2-forme induite par dw sur V. x W. Sur ENA~HV x W), on
a Q = A*dwy. La restriction de A & A=1(V x W) étant un difféomorphisme sur
E*N{V x W}, on a alors dw(A,S, ) = —dH, ce qui acheve la démonstration.
A

3.3 Extrémales localement optimales

Etant donné un lagrangien L sur F, on peut lui associer un champ de tenseur
sur le fibré vertical £ défini de la maniére suivante :

g (JX,JY)=Qp(JX,Y), pour tout champ de vecteurs X et Y tangent a &.

(20)
Le tenseur g7, est bien défini et il est symétrique. De plus, g, est non dégénéré
si et seulement si L est régulier. Ainsi, lorsque L est régulier, g5, est alors une
métrique pseudo-riemannienne sur le fibré £Y. Comme M est connexe, la signature
de la forme quadratique sur £V associée est constante. Les conditions suffisantes
d’optimalité qui suivent, vont concerner seulement les cas ou cette métrique est
riemannienne ou bien lorentzienne.

Définition 3.12
On dira que le lagrangien L régulier est de type riemannien (resp. lorentzien) si
g1, est une métrique riemannienne (resp. lorentzienne) sur E.

Un lagrangien L sera de type riemannien (resp. lorentzien) si et seulement si,
au voisinage de chaque point de F, il existe un systeme de coordonnées adaptées

1

(xt,--- 2" al, -+ aP) dans lequel la matrice ( est définie positive (resp.

0°L )
. i Oa~daPf .
de signature (1,p—1)). Il est clair, qu’en général, une extrémale n’est pas optimale
ni méme localement optimale. Nous allons maintenant donner des conditions

suffisantes pour que ce soit le cas :

Théoréme 3.13
Soit L un lagrangien régulier sur E et v : [a,b] — M wune extrémale de L telle
que OcL(v,5) # 0 sur [a,b] alors on a :

i) si L (resp. —L ) est de type riemannien alors -y est localement minimisante
(resp. mazimisante).

ii) si L (resp. —L) est de type lorentzien et si gr.(77,5) < 0 (resp. gr,(¥%,%%) >
0) sur [a,b] alors v est localement maximisante (resp. minimisante), ¥
étant le relévement vertical de 7.

Remarque 3.14 Dans le cas ot la signature de la métrique g est (k,l) avec
k>1oul>1, les extrémales ne sont pas, en général, localement minimisantes
ou mazimisantes. Ce résultat est établi dans [PP1] dans le cas ot L est homogéne
de degré 2.
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La preuve de ce théoreme est technique. Compte tenu de sa longueur et malgré
son indépendance avec le contexte des paragraphes suivants, cette démonstration
sera donnée en Appendice

4 Connexions Lagrangiennes métriques et semi-gerbes

4.1 Connexions canoniques associées 4 une semi-gerbe

La proposition suivante permet & toute semi-gerbe S de lui associer une
connexion canonique (relativement au choix de [, |p) :

Proposition 4.1 [F/
Soit S une semi-gerbe sur F. Alors Uapplication I'g sur € caractérisée par :

Is(Z) = [JX, 5] - JIX, Sl (21)

est une connexion sur €. Dans un systéme de coordonnées adaptées, les coeffi-

0
cients de la connexion I'g associée a S = a*A, + Sﬁﬁ—ﬁ sont :
a

08”P
YO8 _ =1....
(aCy, Do ) pour ao=1,--- ,p.

1

o=
@2

avec [Aq, Aglp = CozA,.
Lorsque S est quadratique (c’est a dire si S vérifie [C,S] = S5) on a :

Proposition 4.2 [F]
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) S est quadratique

(#i) dans tout systéme de coordonnées adaptées, S a une décomposition du type :

1 0
_ Loy AQB
S =a%A, + 2a a Sw\—aaﬁ
(iii) T's est linéaire

(iv) S est la semi-gerbe canonique de T'g.

Théoréme 4.3 [F]

FEtant donné le pré-crochet de Lie canonique |, |o, soit S une semi-gerbe sur & et
Fg la connexion canonique associée. Alors, toute connexion I' s’écrit de maniére
unique 'Y + T ot Y est un tenseur de type (1,1) semi-basique.

De plus, S est la semi-gerbe canonique de T' si et seulement si Y(S) = [C,S]—S.
Enfin si T est linéaire, alors sa semi-gerbe canonique S est quadratique. Dans ce
cas, la connezion canonique I's (associée a un pré-crochet de Lie [, |p quelconque
sur E) est aussi linéaire et S est la semi-gerbe canonique de T'g.
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Si L est un Lagrangien régulier sur E et Sy la semi gerbe associée, a tout
pé-crochet de Lie [, |p sur E est associée une connexion canonique I'yp sur E.
La connexion canonique associée au pré-crochet de Lie canonique [, o sur F sera
notée I'f,

Remarque 4.4 compte tenu de la Remarque 2.4, la connexion canonique I'f
associée & un Lagrangien régulier L sur E correspond a la connexion de Cartan-
Kern selon la terminologie de [PoPo].

4.2 Connexions métriques associées 4 une semi-gerbe

Dans toute cette section, nous choisissons le pré-crochet de Lie canonique [, |o
sur E que l'on notera simplement |, ]. La semi-gerbe S est fixée et I's désigne
la connexion canonique de S associée & ce pré-crochet de Lie. Dans ce cas, étant

donné un champ de reperes adaptés (A4y,---, Ap, al ’W)7 les coefficients
a a
de la connexion I'g sont
108°
s = ~59a0 pour o, 3=1,--- ,p.

Nous allons adapter & notre contexte la notion de dérivation introduite dans [BU]J.

Nous appelons dérivation verticale associée a S toute application
D: X&) — X&)

qui vérifie :

(1) D(Y +Y’) = DY + DY’ pour tout Y et Y’ verticaux;

(2) DfY = S(f)Y + fDY pour tout Y vertical et toute fonction différentiable
fsur E.

Soit Z un élément de X*(E), c’est a dire un champ de vecteurs sur E. Soit
hr(Z) la projection horizontale relativement & une connexion I' du relevement
Z7T de Z. Localement, on a alors

T

he(2) = 2°(Aa =T 55).

D’autre part, rappelons que J induit un isomorphisme J de X*(E) sur X (&)
caractérisé par

J(2)=2".
Proposition 4.5 [F/

1. Soit ' une connezion sur E. Alors l’application
DrY =[S, Y]+ hp(J 1Y)

est une dérivation verticale associée ¢ (S,T).
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2. Pour toute dérivation verticale D associée a S, il existe une unique connexion
I" telle que D = Dr.

3. Si D = Dr alors dans un systéeme de coordonnées adaptées nous avons :

9 _ s
Oa? @

0
—— pour tout aa=1,---,p.

daP
ou T2 sont les coefficients de la connexion T.

Preuve. (résumée)

Nous montrons d’abord le résultat pour I' = I'g, en utilisant les coordonnées
locales adaptées. Pour une connexion I' quelconque, il existe un tenseur semi-
basique T de type (1,1) sur E tel que I' =T's + T (lemme 2.5).

Nous avons donc

1
hF:hFS _i’r

Par suite on a :

DrY = Dr.Y — Z(J~XY)).

Il en résulte que DrY vérifie bien les propriétés caractéristiques d’'une dérivation
verticale.

Soit D une dérivation verticale. Alors A = D — Drg est un endomorphisme de
EY. On considere 'endomorphisme de T'E défini par :

Y(Z) = -200Z

On vérifie que I' = T'g + T est une connexion sur £ et I'unicité résulte de ’écriture

locale.
AN

Etant donnée une dérivation verticale Dr associée & un couple (S,T'), de
maniere classique, nous pouvons définir une notion de transport parallele le long
des courbes intégrales de S :

si ¢:]0,T] — E est une courbe intégrale de S, un champ de vecteurs vertical
est parallele le long de ¢ si on a DrY (¢(s)) = 0 pour tout s € [0,T].

De plus, si v € E;’(O) alors il existe un unique champ de vecteur vertical V'

parallele le long de c et tel que V(¢(0)) = v.
On définit ainsi un champ d’isomorphisme 7y : 55(0) — 5:(5) pour tout s € [0,T].

Considérons maintenant une métrique pseudo-riemannienne g sur £. Comme
dans [BM], nous avons :
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Définition 4.6

1. La connexion I est dite g-métrique relativement a S s’il existe une métrique
pseudo-riemannienne g sur £V telle que le transport paralléle 4 le long de
toute courbe intégrale ¢ de S soit un isométrie de 5;’(0) dans g(s) pour tout
s.

2. On dit que S est g-métrique si sa connexion canonique I's est g-métrique.

A la métrique g est naturellement associé le tenseur Drg de type (2,0) sur 7,
défini par :

Drg(Y,Y") = Sg(Y,Y") — g(DrY, Y') - g(¥, DpY").
Comme dans le cas classique, on a :
Lemme 4.7 [F] La connexion I' est g-métrique si et seulement si Drg =0

Par ailleurs, la métrique g définit un isomorphisme g de £ dans [£”]*. Considérons
alors le morphisme de fibré @, : [£Y]* ® £¥ — ®2[E]* défini par :

D, (A)=<goA, >
ol <, > est le crochet classique de dualité.
Lemme 4.8 [F] L’application ®, : [EV]* @ EY — @*[EY]* est un isomorphisme.
Notons S(€?) et A(EY) les formes bilinéaires symétriques et antisymétriques sur

EY respectivement.
On a bien str la décomposition canonique :

D[] = S(EY) ® A(EY)
On notera @g et <I>§4 la composition de ®, avec la projection canonique de
@2[EV]* sur S(EY) et A(EY) respectivement (paraléllement & l'autre facteur de

la décomposition)
Avec ces notations nous avons alors :

Proposition 4.9 [F/
L’ensemble des connexions g-métriques I' est caractérisé par :

{T=Tg—2A0oJ, avec A € [@5]71(D1~Sg)}

ot Drg est la dérivation verticale associée a I'g.
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4.3 Connexion métrique lagrangienne associée a une semi-gerbe

Rappelons que si L est un Lagrangien régulier, la 2-forme différentielle €y,
associée est de rang maximum 2p et sa restriction a £ est symplectique et £V est
une distribution lagrangienne (voir paragraphe 3.2).

A L est également associée une métrique pseudo-riemannienne canonique sur £V

g (Y, Y)Y=Qr(Y,Z'") on JZ' =Y'.
Plus généralement, considérons une 2-forme différentielle Q2 sur E ayant les pro-

priétés suivantes :

(1) Q est compatible avec J c’est a dire Q(JX,Y) 4+ Q(X,JY) = 0 pour tout
XetY;

(2) Q est de rang constant 2p;
(3) la restriction de Q & & est symplectique.

Dans tout ce paragraphe, la 2-forme 2 vérifiant de telles hypothéses
est fixée.

Lemme 4.10 [F] Nous avons les propriétes suivantes :
1. &Y est un sous fibré Lagrangien dans E.
2. Le noyau de ) est un supplémentaire de £ dans TE.

3. 1l existe une unique métrique go sur E¥ définie par
90(Y,Y') =Q(Y, Z")

ot Z' est tel que JZ' =Y.
4. Dans un systéeme de coordonnées adaptées, la restriction de Q a £ a une
écriture du type :

1
0= iwagdxa ANdzP + Gapda® A daP (22)

ot la matrice de terme général wap (Tesp. @ap) est antisymétrique (resp.
symétrique) de rang p et on a :

9o = @apda® ® da’. (23)
Dans la suite, nous écrivons la décomposition (22) :
1 e B a B
Q= §wa5da: ANdz” + gopdx® Ada (24)
Définition 4.11

Nous dirons qu’une connexion I' est lagrangienne si l’espace horizontal associé
est un sous fibré lagrangien relativement a €.
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Nous allons établir le résultat suivant :

Théoréme 4.12

Soit S une semi-gerbe. Il existe une unique connexion lagrangienne gq-métrique
relativement a S. Dans un systéme de coordonnées adaptées, avec les notations
(23) et (24), les coefficients de cette connexion sont caractérisés par :

1
ga“/rg = 5(5(9116) + wap)- (25)

Preuve. On notera simplement g la métrique gn. Considérons une connexion
I'=Tg¢+T.

Nous allons montrer qu’il existe un unique tenseur semi-basique 7 tel que I's +7T
vérifie les conclusions du théoreme.

Comme I' doit étre g-métrique relativement a S, d’apres la proposition 4.9, le
tenseur doit déja s’écrire

T =—-2A0J, avec A € [®3]7!(Dryg).
Pour une telle connexion, le projecteur horizontal hr est égal a :
hr =hs+AJ (26)

ou hg est le projecteur associé a I'g.
Pour que la connexion soit lagrangienne il faut et il suffit que 1'on ait :

Q(hr(Z),hr(Z") = 0 pour tout Z et Z' tangent a &.
11 résulte de (26) que cette condition est équivalente & :
Q(hs(2),hs(Z")) = UAITZ'  hs(Z)) — UNTZ, hs(Z')) — UANTZ,NTZ'). (27)
Or A est a valeurs dans £V, nous avons donc :
QATZ,ANTZ") =0 (propriété (3) de Q).
Ainsi, on a :

QUAJTZ  hs(Z)) = ULTZ,hs(Z)) = g(ATZ', Ths(Z)) — g(ATZ, Ths(Z"))
=g(NJZ',JZ) —g(NTZ,JZ") (28)

pour tout Z et Z’ tangent & &.

Par ailleurs, J est un isomorphisme de Hrg sur £V, notons Hg l'isomorphisme

réciproque de £V dans 'espace horizontal Hp, (canoniquement associé a I'g, pour
plus de détails voir [F]). La condition (28) est alors équivalente a

2 (A) = Q(Hg, Hs).
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Par suite, I' sera une connexion lagrangienne g-métrique relativement avec S si
et seulement si I' =T'g + AJ avec &4(A) = Dgg + Q(Hg, Hg).
Comme @, est un isomorphisme, alors A est unique a vérifier cette condition.

On se place maintenant dans un systéme de coordonnées adaptées. Compte tenu
des propriétés de I" avec les notations (23) et (24) on a :

o 0
DFQ(&?a W) = S(gap) — 910 — gavF’ﬁY =0
0 0
Q(hr(%)a hl‘(w)) = Wag — Jary L'} + 98,12 =0 (29)

d’otu les équations :

S(9ap) = 9syT% + gar L'}
Wap = Jar L'y — 98,13 (30)

En additionnant ces deux équations, nous obtenons le résultat annoncé.
O

Nous allons appliquer ce résultat dans le cas d’'un Lagrangien régulier, nous avons
alors :

Théoréme 4.13
Soit L un lagrangien régulier et Sy, sa semi-gerbe canonique.

1. La connexion canonique associée I'y, = [J,SL] est l'unique connexion la-
grangienne (relativement & Q) et gr-métrique relativement a Sy,

2. Il existe une unique connexion Iy lagrangienne (relativement a Qp, ) vérifiant
les deux propriétés suivantes :
(i) St est la semi-gerbe canonique de T
(i) Si Hy et 7:[% sont les fibrés horizontaux associés a L'y, et fL respec-
tivement, alors Hy est contenue dans la distribution engendrée par Sy et

Hr.
3. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) Tp =Ty
(2) T est linéaire
(3) 1C,S] =5
(4) 1€, L] = L.
Preuve.

1. On applique le théoreme 4.12 & Q = Qp, et g = gr. Soit ', 'unique connexion
ayant les propriétés du théoréme pour le couple (Qr,gr.).

Il suffit donc de montrer que dans un systéme (quelconque) de coordonnées
adaptées, les coefficients de la connexion I'g, vérifient la propriété (25).
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Etant donné un systéme de coordonnées adaptées, d’apres le paragraphe 3.2, on
a:

Wap = 5a(gen) T 55 Gaa)
2L
9ap = P) Ofiaaﬁ (31)
S8 = & — a/\i(ai)
Gap T b Sz Oa®

De maniére classique, on note ¢*° le terme général de la matrice (gap) ! inverse
de la matrice (gog)-
Nous avons alors :

17097, 6 0L 4L
M= 5|5 @ s — )t
21 Oa 1) da”. oz
+ vﬁ(i(@_i(é)H_ B A59aw}
0z Oar Sz da™ oz
_ 1709"", \ 6 ,0L 6L <8 43 09y
= 31T 5 G ) + 9 + TR

Orona:
978 A6 OL oL 09~

957 an (@ 507 Gar) ~ 5r) = S8 gga -

Pour achever la preuve de cette partie, il suffit de noter que 'on a :

9y  OPL  0gay
da®  Ha®daPdar  Hal

2. Existence :

La connexion T 1 est caractérisée par son fibré horizontal H 1, dans €. Notons H,
le fibré horizontal associé a I',. Comme €27, est symplectique dans &, 'orthogonal
symplectique S§ de Sy, définit une distribution de codimension supérieure ou égal
a 1 de £ qui contient Sy,.

Considérons H, la distribution engendrée par Sy, et Hy, N.S7. Dans chaque fibre
E(z,u) Ou bien Sp(x,u) & Hy et dans ce cas Hy, est transverse a S} en (z,u) et
la dimension Hy, en (x,u) est p ou bien Sr(z,u) € Hy et dans ce cas, Hp =
Hr NS = Hy et sa dimension est encore p. Il en résulte que Hy, est un sous
fibré de £ supplémentaire de £°.

Comme I'p, est lagrangienne, nous avons

0L(2,7') =0
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pour tout Z et 7' tangent a Hi N SS9 et Qp(S,Z) = 0 pour tout Z tangent a
Hr N Sz. _
Par suite I';, est bien lagrangienne et vérifie les conditions requises.

Unicité :

Soit I' une connexion lagrangienne qui vérifient les conditions (i) et (ii) et notons
‘Hr le fibré horizontal associé.

Comme I';, est lagrangienne, Hr est contenue dans S5.

En un point (z,u), si Si(x,u) € Hy, dans ce cas, Hr = Hy, = Hy en ce point.
Si Sp(z,u) € Hy alors lespace vectoriel engendré par Sy, et Hy en (z,u) est
transverse a S7 et son intersection avec S} est de dimension p et contient Hr.
Nous avons donc encore Hy, = 7:lL en ce point.

Les équivalences (1) (2) et (3) de la partie 3. sont élémentaires compte tenu de
la proposition 4.2 d’une part, et I’expression de Sy, en fonction de L (voir para-
graphe 3.2) d’autre part.

5 Appendice

Dans cette appendice, nous donnons une démonstration du théoreme 3.13 .
Une courbe extrémale  définie sur un intervalle [a, a + T étant fixée, nous pou-
vons déja remarquer que 7y est C'°°. Nous reprenons les notations et le contexte
de la proposition 3.8.

Le probleme étant local, nous considerons un voisinage V' x W de (v(to), ¥(t0))
dans E avec la propriété (19) et des voisinages I de to de sorte que que (y(I),4(1))
€ V x W. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer tg = 0 et considérer
un voisinage I de ¢y = 0 du type | — ¢,¢[. Considérons deux points t; < 0 et
to > 0 de 1.

Notons alors (v, 7n) la bi-extrémale A(v, ) associée a 7.

Rappelons que si H = [©¢L — L] o A=! alors (v,7) est une courbe intégrale du
champ hamiltonien Hsur Vx W et que par suite on a :

H(~(¢),n(t)) = C = constante (32)
Dans les coordonnés adaptées, on a la décomposition :

v =A4%A, et n = nedx”.
De plus, par hypothese, on a

n(¥) = ©cL(v,%) # 0.

Ainsi 4 et 17 ne sont pas nuls en 0. On a bien str %(7(0), n(0)) = 4*(0). Apres

une transformation linéaire sur les variables (x!, .-, aP), sans perte de généralité,
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on peut donc supposer que

On a alors : o
8751(7(0)’77(0)) # 0.

Dans V x W, lensemble Sy = {(z,£) : H(z,£) = C} est une hypersurface
réguliere et la restriction de 7}, & Sy est une submersion, quitte & restreindre
V x W. Désignons par S; I'hypersurface d’équation ! = 0 dans V x W. Les
hypersurfaces Sy et S; sont transverses en zg = (v(0),7(0)) et par suite, pour
V x W assez petit, définissent localement une sous variété > de Sy de codimension
1 et la restriction 7y, de 7y, a X est encore une submersion.

I existe donc une section € sq de la submersion 7]y, telle que so(7(0)) = 7(0).
Notons ¥ le graphe de cette section.

On peut remarquer que, dans le systeme de coordonnées canoniques

(1'17--' 7xna£17"' ag’n)v

la section sg est caractérisée par une équation du type :

H(U’?gl(u))a T 7511(“)) =C

ottu = (0,2%---,2") € U.
D’aprés le théoreme des fonctions implicites, on en déduit que sy a une écriture
du type :

&1 = so(u) (33)

Le champ hamiltonien 7 est tangent & Sp, dﬂrz(ﬁ(ZO)) est égal & 4(0) et H est
transverse a Yo en zq.
Il en résulte que dans {(z',---,2") € V : a! = 0}, il existe un voisinage
ouvert relativement compact U de g = 7(0) tel que H soit transverse & Y dans
So N (m3,)"1(U).
Soit ®; le flot du champ hamiltonien H et désignons par Y; l'image par ®; de
.
Pour £ > 0 assez petit, la réunion des variétés ¥; pour —e < t < € est une sous
variété de Sp de dimension n. On note o sur V' (resp. o¢ sur U) la 1-forme défine
par X (resp. o). On notera que o = s*w.
Compte tenu de (33), on a

dog = spdw = 0.

Dans ces conditions, il est bien connu que (cf [PP2]) X est une variété lagrangienne
et par suite il existe une fonction F' : V' — IR de sorte que o = dF au dessus de
V.

L’hamiltonien H; du PMP en restriction & ¥ s’écrit :

Hi(z,a,s(x)) =a% < 0,4y > —L(z,a) = dF(a®A,) — L(z,a) (34)
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Comme 4 = v*A,, alors H possede les propriétés suivantes :

Hy(y(8),¥(t), s 0 v(t)) = Hi(v(t), 7(t), n(t)) = H(¥(t),n(t)) (35)

Par ailleurs, pour ¢ € [a, b] fixé la différentielle de la fonction a — Hi(y(t), a,n(t))

est caractérisée par :
OH, co A > oL
= 0'7 —_——
da” “ 0a®
Cette différentielle s’annule pour a = (y'(t),---+?(t)). De plus, en ce point, la
hessienne de cette fonction est :

0’L

S =~ guagan

Considérons d’abord le cas ou L est est de type riemannien.
Pour tout (e(t),¢(t)) € V! x W, posons ((t) = s o c(t).
Soit a(t) défini par
Ale(t),a(t)) = C(t

~

On aura
Hi(c(t),a(t),((t) =C

S(e(t),c(t)) définie négative, ainsi b — Hy(c(t),b,((t)) possede un maximum en

a(t).
On a donc

Hy(c(t),a(t), (1)) = sup{H1(y(t),b,((t)), b € W} (36)
Considérons maintenant deux points quelconques ¢; < ty de | — ,¢[. Posons

T =ty — 1 et soit ¢ : [0,7] — V’ un chemin horizontal absolument continu tel
que ¢(0) = v(t1) et ¢(T) = v(t2). Si a(t) = (at(t),--- ,aP(t)) sont les composantes
de ¢ sur Aq,---, Ay, alors a(t) € W.

Par suite :

L(c(t), a(t)) — L(y(t1 + 1), 4(ts + 1)) = dF(¢) — dF (}) — [Ha(c(t), a(t), (1)) — C]
= dF(¢) — dF () — [Hi(c(t), a(t), C(t)) — Ha(c(t), a(t), ¢(1))]

Compte tenu de (36), on a alors :

L(c(t),a(t)) — L(y(t1 + 1), 4(t1 + 1)) = dF(¢) — dF (7).
On en déduit :

/O L(e(t), alt)) — Lix(ts + 1), 4t + )]t
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= F(c(T)) = F(e(0)) = F(v(t2)) + F(v(t1)) = 0.

Ce qui acheve la démonstration dans le cas L (resp. —L ) de type riemannien.

Considérons maintenant le cas ou L est de type lorentzien. Dans cette situa-
tion, la signature de la hessienne S est (p — 1,1). La restriction de S aux point
de X permet de définir une métrique pseudo-riemannienne - que 1’on note encore
S- sur Ay. Notons AT, A7 et A I’ensemble des points a € A de la fibre tels
que S(y(t),¥(t)(a,a) soit strictement positif, strictement négatif, et nul respecti-
vement. Remarquons que A" posséde deux composantes connexes.

On suppose désormais que :
9(3",4") < 0 ou de maniere équivalente S )5 ((t), ¥(t)) > 0.
Etant donné le champ de vecteurs X sur V', on peut choisir un (autre) systeme

de coordonnées adaptées (z',---,z",a',--- ,aP) ayant les propriétés suivantes :
i 0
1. Ay = X = —-
' ozt
3. S(X7lea) =0 pour o = 27 ,D;
4. 8(An, Ag) = —6ap, pour @, =2, ,p

On note (z,---, 2", Ciyoee ,fp) les coordonnées adaptées sur E* associées au
nouveau champ de reperes adaptés Ay, -+, A,. Soit <i>(a_c, a,() (resp. ®(z,a)), le
difféomorphisme associé au passage des nouvelles coordonnées aux anciennes dans
V' x A(V' x W) (resp. (V' x W). On pose
H=Ho®, H = H,o®, L =Lo® respectivement. On a bien sir

H(z,a) = Hi(v,a,s(x)) = H(Z,a,s(T))

Dans le systeme de coordonnées (Z',--- T
v:t—(t,0,---,0)

5@ = 2 (7,1,0--,0)

H|E(i'vs(i')) = ﬁl(*’zaLO,"' 70as(j)) = 'H(i71,0 70) =C

Comme ¥ = X (), il existe un voisinage relativement compact V” de v([a, b]) dans
V' et une boule B centrée en 1 dans IR? de rayon p < 1 telle que V” x B C DT
et (y(t),7(t)) appartienne & V” x B C D pour tout t € [a, b)].

Considérons t1,ts €]a,b], avec t1 < to et soit ¢ : [t1,t2] — V” un chemin ho-
rizontal ayant les propriétés suivantes :

c(ty) = v(t1) = (t1,0---,0) et c(ta) = y(t2) = (t2,0--- ,0)
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avec (c(t),¢(t)) € V7 x B pour t € [t,ta].
(ct(t), -+ ,cP(t)) et ¢ = by A, (presque partout). On a bien sir

On écrit ¢(t) =

¢
)=t —|—/ b'(s)ds et b' > 0 (presque partout).
t1

L’application ¢! est donc un homéomorphisme absolument continu de [t1, t2] dans
lui-méme, I’application

¢
Tit—t —|—/ 1/b'(s)ds

ty

est 'homéomorphisme absolument continu réciproque de c'.

Si on considére la reparamétrisation & (t) = co 7, on aura ¢! = 1.
On peut écrire :

ta 1
:/t1 [H(CO(U),].,O . ,O)Wdu C(tg tl)
ta 1
—C \ bl(u>du—C’(t2 t) =0

D’autre part, on a :

H(C(t)7b1(t)707 e 70) - ﬂ(c(t)7 1707 e 70)

=8(e— ' X, 6= e X) + D (e*)et)
a=2
= D@1 +e®)] < D (¢)?)(=14p] <0.

Le méme argument que dans le cas riemannien permet de conclure.
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