Abstract

In acest articol se prezinta cateva modalitati de obtinere a unor inegalitati in-
tegrale pornind de la anumite proprietati date, presupunand ca se cunosc deja
inegalitati clasice precum Cauchy-Buniakovski, Rogers- Holder. Pe langa proce-
sul de recapitulare si verificare a unor cunostiinte de analiza, elevii sunt stimulati
sa 1gi creeze propria tehnica de descoperire prin exercitiu.
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0.1 Introducere

Procesul de predare cunoaste mai multe etape, iar fiecare necesitd metode adec-
vate (asa zisa "metoda PAR”).

1. Prezinta: Metode de prezentare de noi cunostinte elevilor sau de
incurajare in a le gasi singuri, ceea ce poate implica fapte, teorii, concepte,
povestiri etc.

2. Aplicé: Metode care sa-i oblige pe elevi sa aplice noile cunostinte care
le-au fost doar prezentate. Aceasta este singura modalitate de a te asigura ca
elevii formeaza concepte despre noul material pentru a il intelege, a gi-1 aminti
si a-1 folosi corect pe viitor.

3. R,ecapituleazé: Metode de Incurajare a elevilor sa igi aminteasca
vechile cunogtinte in vederea clarificarii si concentrarii asupra punctelor cheie,
asigurarii unei bune intelegeri, punerii in practics si verificarii cunostintelor mai
vechi.

Acest material pune accentul pe metode active de utilizare a informatiilor
acumulate de elevi, mai exact potrivite fazelor de aplicare si analiza.

Metodele actuale, folosite de obicei, cum ar fi predarea/dictarea ii pot plictisi
pe elevi daca dureaza prea mult; strategiile active actuale sunt cu atat mai
folositoare. Ideal ar fi ca strategia de prezentare activa sa includa o activitate
de ”aplicare” care sa fie urmata de o strategie de recapitulare activa scurta.
Astfel, toate nevoile elevilor sunt atinse intr-un mod activ.

B. De ce sa folosim strategii de “prezentare” activa?

| Toate studiile arata ca invatarea vine in urma exercitiului, adica punand
in practica ceea ce am invatat pentru a putea, de exemplu, raspunde la intrebari.
Acest lucru 1i determiné pe elevi sa prelucreze informatia si s& 1i confere un sens
gasit de ei. Acest proces poartd denumirea de proces constructivist.

Studiile subliniaza faptul ca metodele active:

| Creeaza o Invatare mai profunda gi o mai buna aplicare a cunostintelor
| Elevii dau dovadd de o buna memorare

| Elevii dezvolta aptitudini de gandire mai buna

| Sunt mai apreciate de elevi

Invatarea activa 1i determina pe elevi sa-gi formeze propria lor intelegere a
materialului si propria perspectiva.
Verifica nivelul de invatare:

| Se poate obtine feedback asupra masurii in care elevii inteleg materi-
alul si pot corecta aspectele intelese gresit.
| Elevii isi dezvolta propriile aptitudini de gandire si de intelegere propriu-

zisa a temei, exersind in acelasi timp si aptitudinile care le vor fi verificate.
Evaluarea performantelor prin:
1. Modalitati de evaluare a progresului elevilor
2. Sarcinile de lucru individual
3. Notarea
4. Feedback-ul



Acest articol pornegte de la o inegalitate propusa de D. M. Batinetu-Giurgiu
in [1] si il propune s& exemplifice modalitati prin care elevii pot exersa gi chiar
concepe in cadrul unei lectii de analiza, cateva inegalitati integrale. Stim ca are
loc urmatoarea inegalitate:

/ 1@ v</3 @

unde f: R — R este o functie continud cu proprietatea f (z) f (—z) = 1,
oricare ar fi z € R.

Pentru a demonstra aceasta inegalitate vom folosi urmatoarea proprietate
(elevii fiind astfel obignuiti in a-gi concepe demonstratiile mergand pe cazuri
generale):

Proprietatea 1. Dacd f este o functie continud pe [—a,al, atunci
fa)de= [ (7 @)+ f (~a))da
—a 0

Demonstratia este imediata daca consideram in integrala fi)a f (x) dx schim-
barea de variabila, —x = t.
Membrul stang al inegalitatii (1) se poate astfel scrie

5 eosz . [% \Jcosz Vcosx f ()
31+f(:v)dx_/o(1+f(x)+1+f /””( f(x))d”

Utilizand inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski avem

fusl jusy %
2 2
/ veosxzdr < (/ cos :de) g
0 0

1
Cum (foE oS a:dx) * =1 se deduce inegalitatea (1). Cum se pot deduce

si alte inegalitati cu ajutorul inegalitatilor clasice Cauchy-Buniakovski, Rogers-
Holder, inegalitatea mediilor?

0.2 Generalizari

O generalizare a acestei inegalitdti este imediaté [3]:

Lema 1. Fie f,g: R — R doud functii continue cu proprietatea f (z) f (—z) =
1, oricare ar fi x € R, g functie para. Atunci

‘/ T el < \/ ([ orar) )

oricare s € R,.




Demonstratia se bazeaza pe faptul ca

/_séngr(fz)dx—/Osg(x)dx.

Pentru f = 1 se obtine relatia cunoscuta pentru g functie para
S S
/ g(x)dsz/ g (x)dx.
—s 0

Lem3& 2. In conditiile lemei de mai sus, daca p > 1 gi ¢ > 1, astfel incdt
%—&—% = 1,0btinem urmdatoarea inegalitate (in urma aplicarii inegalitatii Rogers-

Holder):
[ = (] oere)

Consecinta 1. Fie g o functie continud si pard pe [—s,s], atunci

’/ emH \/S(/Osg(w)zdw)

oricare ar fi r € R.
Demonstratie. Se utilizeaza Lemal (si inegalitatea Cauchy-Buniakovski) in
conditiile in care "™ - 7" = 1.

Consecinta 2. Dacd a € R — {1} si g este o functie continud si para

(—s,5], atunci
s \/ ([ ot@ras).

oricare ar fi r € R.
Consecinta 3. Dacd a € RY — {1} §i g,h sunt doud functii continue, g

pard pe [—s,s] , h impard. Atunci
\/S (/ g(m)2dm>,
0

‘/ ah(@ +1

oricare ar fi r € R.




0.3 O noua abordare

Am vazut ca dacd f,g : R — R sunt doua functii continue cu proprietatea
f(x) f (—z) = 1,oricare ar fi x € R, g functie pard, atunci

/Zlig%dx/osg(x)dx,

deci putem obtine urmatoarea inegalitate

[ @l =| [ 5| < (/_29@2“)% S o= @

Lema 3. Fie f,g : R — R sunt doud funclii continue cu proprietatea
f(x) f(—z) = Loricare ar fi x € R,p > 1 ¢i ¢ > 1, astfel incdt %Jr% =19
functie para. Atunci obtinem urmdtoarea inegalitate:

[rooraz ([ otorae)” o] st

Consecinta 4. Dacd a € R} — {1} si g,h sunt doud functii continue, g

Q=

pard pe [—s,s] , h impard, p > 1 gi ¢ > 1, astfel incdt %—&—% = 1, atunci obfinem
urmdtoarea inegalitate:

/Osg(x)dm ’

s I dz
P _
Demonstragie. Cum

° g(x) o 5 g(m) g(_x) 7 s
/Smdx 7/0 (1+ah(m) + 1_|_ah(—z))dx = o g(z)dz

Q=

in urma aplicarii inegalitatii lui Rogers-Holder, obtinem ceea ce ne-am dorit.
Consecinta 5. Daca plecam de la o masura absolut continud in raport cu

masura Lebesgque, g functie para, pozitiva, integrabila, f,g:R — R* sunt doud

functii continue cu proprietatea f (x) f (—x) = l,oricare ar fi x € R atunci

pentru du = g (z) dz avem
|2 —u.a

de unde deducem inegalitatea corespunzatoare

[l o ([ o)




0.4 Aplicatii

1. Sa se demonstreze urmatoarea inegalitate:

/’T \/cosg < or

dr <
- et +1

Demonstratie. Cum functia f(z) = e*,g(x) = y/cos 3 verifica conditiile
din Lema 1, vom obtine

T JcosZ 4
/ 2dr = / cos fd;t <
_x e +1 0 2
1
< Jr (/ cos d:c)
O 2

e . 2 ™
sin z*dx .
/ > < 7r/ sin? 22dx
—x € + 1 0

Demonstratie. Se aplica Consecinta 1si obtinem:

Iy . 2 Iy m
sin z°dx . .
/ — :/ sin z?dx < 7T/ sin? x2dx
e emT 41 0 0

3. Sa se demonstreze ci oricare ar fi n € N se verificd urmatoarea inegalitate:

% 4/ COS T ™
2n+1$+1d13§ B)
-3

ors

2. Sa se verifice:

eSl]’l

Demonstratie. Se aplica Consecinta 1si obtinem:

3 3
/ vecoszdx < g/ cosxdr = +/7/2
0 0

4. Sa se demonstreze ca oricare ar fi a € R} — {1} se verifica inegalitatea:

1 1 V10
L 2

N

>



Demonstratie.

1 .232 1
1 (@ +1) 0

([o) g

de unde in urma calcularii celor doua integrale deducem inegalitatea dorita.

N|=

IN

5. Sa se demonstreze urmatoarea inegalitate:

™

1
z 2 L)
- 5 44
<f7% tg :de)

[V

us
3

Demonstratie. Se utilizeaza inegalitatea (3)

Jusy t 2 fusl
/3 tgx dr = /Stg%cdxg
_zetsm 41 0
3
< (/ (e'9® + 1)_2dx)%(/ tg4xdm)%.

6. Calculati (concursul ” Grigore Moisil”, Zalau, 1998, [5])

w3
w3

(SE]

s
3

/QW dr
_or (24 cosx) (1+ e®)

7. S& se arate ci ([6])

e dx _a
_o 227+ b 4 /D2 Ant2 Ty



Bibliografie

v

[1] D. M. Batinetu-Giurgiu: Concursul interjudetean de matematicd ” Laurengiu
Duican”, Bragov 1999, cls. a XII-a, problema 2, G. M. 7-8 /1999, pag. 286.

[2] C.P.Niculescu and L.-E. Persson, Convex Functions and Their Applications.
A Contemporary Approach, Springer-Verlag, New York, 2006.

[3] A. Florea, Metode de invatare activa. O noua abordare a unei inegalitati
integrale, comunicare sustinuta la a XI -a Conferinta anuala a Societatii de
Stiinte Matematice din Roménia, Bucuresti 26-27 iunie 2007.

[4] D. M. Batinetu-Giurgiu s.a., Exercitii gi probleme de analizd matematica
pentru clasele a XI-a gi a XII-a, EDP, Buc. 1981.

[5] Gazeta Matematica, nr. 4, 1999.

[6] Gazeta Matematic&, nr. 9-10, 2001.



