Asupra unei probleme de concurs

Neculai Roman

In Revista de Matematicii din Timigoara nr. 1/2002 se afli problema:

C.2002.2. Fie C un cerc circumscris triunghiului ABC, iar A; centrul cercului tangent la AB, AC si la
C. In mod analog construim punctele B; si C. Demonstrati ca daca AA; B1C; ~ AABC atunci ABC este
un triunghi echilateral (Andrei Jorza).

In enuntul problemei se spune “A; este centrul cercului tangent la AB, AC sila C”. Se pune intrebarea:
la care cerc tangent la AB, AC si la C se refera autorul? La cel tangent interior sau la cel tangent exterior
cercului C? S& zicem ¢4 se referd la ambele cazuri. In cazul in care cercul tangent la AB, AC si la C este
tangent exterior cercului C avem trei cazuri:

1. tangent la (AB, (AC sila C;
2. tangent la (AB, (CA silaC;
3. tangent la (BA, (AC sila C.

La care se refera autorul?

In Revista de Matematici din Timigoara nr. 2/2002 se afla o solutie a problemei C.2002.2. Citez din
solutie:

“Consideram inversiunea I(A4,bc)(BC = a,AC = b,AB = ¢). I(B) = B’ cu AB' = b, I(C) = C' cu
AC" = c. In aceastd situatie C se transform& in B’C’, iar cercul tangent la AB, AC, respectiv C in cercul
inscris in triunghiul AB’C’. Datorita simetriei AAB'C’ si AABC fatd de AA;, vom avea I(Ay) =1, I este
centrul cercului inscris in AABC”.

In prima parte a acestei lucrari vom arata ca solutia problemei C.2002.2 din Revista de Matematica din
Timigoara nr. 2/2002 nu este corectd, iar in partea a doua vom da o solutie a problemei C.2002.2 in cazul in
care A; este centrul cercului tangent la (AB, (AC sila C.

Pentru prezentarea acestei lucrari avem nevoie de urmaétoarele rezultate:

Definitie. Fiind date doua cercuri Cy si Co de centre Oy si respectiv Oz, numim distantd tangentiald intre
cercurile C1 i Co (i notam do, 0, ) lungimea tangentei comune exterioare duse la cele doud cercuri (lungimea
segmentului cuprins intre cele doud puncte de tangenia).

Teorema 1 (Casey) Dacd cercurile Cy, Ca, Cs i Cy de centre O1, O, O3 i respectiv Oy sunt tangente inte-
rior cercului C (presupun orientarea in ordinea numerotdrii) atunci avem urmdtoarea relatie intre distantele
tangentiale dintre cercuri:

do,0, - do,0, +do,0, - do,0, = do,0, - d0,0,-

Rezultatul este valabil gi in cazul In care cercurile C1, Co, C3 si C4 sunt tangente exterior cercului C
(vezi [1]).



Teorema 2 Dacd C este un cerc de centru C ce nu trece prin P, atunci Ip,(C) este un cerc D de centru D

incat PD = %},) .PC.

(Ip, este inversiunea de pol P si putere p, iar C(P) este puterea punctului P fatd de cercul C.)

Observatie. Centrul D al cercului D = Ip,(C) nu este imagine prin Ip, a centrului C al cercului C.
Intr-adevar, egalitatea

PD.PC — P pe _ pe
PD.-PC=p < 13 PC" =p < C(P) = PC~,

egalitate imposibild deoarece C(P) = PC? — r? si evident 12 # 0 (vezi [2]).
Teorema 3 Inversiunea este o transformare conformd (adicd pastreazd unghiul a doud curbe) (vezi [2]).

In continuare demonstram urmatoarele:

Teorema 4 Dacd I, este centrul cercului exinscris triunghiului ABC, tangent laturii [BC] si I este centrul
cercului inscris in triunghiul ABC atunci Ig (1) =1 (b= AC, ¢ = AB, iar I4 . este inversiunea de pol
A si putere bc).

DEMONSTRATIE. Fie IM | AC, M € AC si I, M, L AC, M, € AC (fig. 1).

B
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Fig. 1:
In AAMI dreptunghic:
A M AM
R Al =
€9 Al cos % )
In AAM,I, dreptunghic:
cos é AM, Al AM, ()
2 Al, o S %
Din relatiile (%) gi (xx) rezulta:
AL Aq, = AM-AM, AL AL = PP urar —pe
cos? é p(p —
2 be



Teorema 5 Fie C cercul circumscris triunghiului ABC, T cercul inscris in triunghiul ABC, I, cercul
exinscris triunghiului ABC, tangent laturii [BC| si Ay cercul tangent la (AB, (AC sila C. Ardtati ca:

1. daca A; este tangent exterior cercului C atunci Ig pe( A1) =Z;

2. dacd Ay este tangent interior cercului C atunci I pe( A1) = Zy;

DEMONSTRATIE. Urmarim pe figurile 2 si 3.

A, B

SN

Fig. 2: Fig. 3:

Fie T4 4(B) = B’ §i Ia4.(C) = €. In aceasti situatie 14,4.(C) = B'C".

Deoarece cercul A; nu trece prin A, I4p.(A1) este un cerc ce nu trece prin A (conform teoremei 2).
Pentru c& A; este un cerc tangent la (AB, (AC sila C, I4 (A1) este un cerc tangent la (AB, (AC si B'C’
(conform teoremei 3). Datoritd simetriei triunghiurilor ABC' si AB'C” fatd de AA; rezultd ci I4 p.(A1) este
un cerc tangent la (AB, (AC si BC.

1. Dacé A; este tangent exterior cercului C atunci 14 p.(A1) =7 (fig. 2).

2. Daca A; este tangent interior cercului C atunci 14 p.(A1) = Z, (fig. 3).

Observatie. Solutia problemei C.2002.2 din Revista de Matematica din Timigoara nr. 2/2002 nu este corecta
pentru ca daca cercul tangent la AB, AC si la C este tangent exterior cercului C, atunci afirmatia “cercul
tangent la AB, AC si C se transforma in cercul inscris in AAB’C’” este corectd conform teoremei 5.1) daci
autorul solutiei se refera la cercul tangent la (AB, (AC, sila C, dar “I4p.(A1) = I” nu este corecta conform
observactiei de la teorema 2. Dacéa cercul tangent la AB, AC si C este tangent interior cercului C, atunci
afirmatia “cercul tangent la AB, AC si C se transforma in cercul inscris in AAB’C’” nu este corectd conform
teoremei 5.2), iar “I4p.(A1) = I” nu este corecta deoarece, conform teoremei 4, 14 p.(I,) = I si, evident,
Ar # Lo
In concluzie, solutia problemei C.2002.2nu este corecta pentru ca autorul solutiei se foloseste de relatia
be

IA,bc(Al) =] < AA1 = ﬂ

care nu este corecta.



Solutia problemei C.2002.2
Cazul in care A; este centrul cercului tangent la (AB, (AC sila C

Fie A; cercul de centru Aq, tangent la (AB, (AC si la C, I centrul cercului inscris in AABC, IM L AC,
M e AC, A1 M, L AC, M, € AC si AyM{| L AB, M| € AB. Distingem doud cazuri:
I. Cercul A; este tangent exterior cercului C (fig. 4)

Fig. 4:
Din AAM1I dreptunghic rezulta:
A AM bc
—=— Al =(p— 1
COSs 2 AI (p a’) p(p _ a) ( )
In AAM; A, dreptunghic avem:
A AM;y AM;,
[€0)] 5 = A—fll <~ AAl = A (2)
COS 5

Aplicam teorema lui Casey cercurilor A, B, A;, C (A, B, C degenerate) tangente exterior cercului C si
obtinem:

s AM, b AM, —a- AM, = 2be <= AM, = —° ®)
Din relatiile (2) si (3) rezulté:

Ad, = be be (@)

p—a \ plp—a)

Din TA; = AA; — AT folosind relatiile (1) si (4) avem:
)2

A, - be {bc (p—a) ] 5)

p(p —a) p—a



Analog:

5= p(paf b) {ac 7p(f; b)Q]’Icl N p(pai c) {ab 71?(6; C)T

Dar
_ 2ab + 2ac + 2bc — a® — b —
be (p a)2 ac (p b)2 —ab— ( _ 0)2 a ac Z a? c?

Din relatiile (5) 7) obtinem:

be ac

—a) p—a’ plp—c) p-

—+ g, deci:

Dar m(£B1ICy) = m(LBIA) +m(LAIC,) <= m(L{BIC,) = ? + g + 1;1 2

A
m(ZBlfC’l) = 900 + 5

Din teorema cosinusului in AB;IC si relatia (9):

A A
B,C} = IB} + IC? — 2IB; - IC} cos(90° + 5) < B0} =IB} +IC? +2IB, - IC; sin )

(folosind relatiile (8)) <=

2 2 2 2 _ _
BiC? = Kac3+ Kab3+ 2K = abc Je=b—c
plp—0)? plp—cP (-bd—c \p-bFE-—0 be
K2ac K2ab 2K2q
BiC} = + +
ST pp =0 T plp—e)® T plp—b)(p—c)
Analog:
K2ac K2be 2K2¢
AB} = + +
T pp—0)% T pp—a)® " pp—a)(p—0)
KZ2%ab K2%be 2K2b
ACT = + +
YT pp -3 T pp—a)® " plp—a)(p—c)
2 2 2
Din AA1B,C; ~ AABC = B1201 = A;ﬂcl = A1231 folosind relatiile (10), (11) si (12) avem:
a c
c n b i 2 B c n a n 2 B
a(p—"0)* alp—c)* alp—b)(p—c) blp—a)*  blp—c)? blp—a)lp—c)
_ a b 2
cp—0? clp—a)® clp—a)(p-0b)
Consideram:
c b 2 c a 2

ap—07F Tap—cF ap-bm—c bp—a?)  bp—cF @ bp-a)p—o

(10)



T a)B} i [a@ e M i [a@ (e R e
T e e e R
= Zf—”ﬁifﬁg; . " . ?pai(i; . " (p— a2)2(91(?b—_b()l()p —c) 0=
- E bt e ae =) =" =
@ = b deoarece (EJED ia;b(g)j bc))?’] " (; —+ cb)3 e a)(pr Dp—c) 0
e 0 O g (< S

entru ca: atb >0
P —0F " -a)p-bp-o

ab(p + ¢) < p®).
Analog b = c.
Prin urmare relatiile (13) sunt echivalente cu @ = b = ¢, adicd ABC' este un triunghi echilateral.

II. Cercul A; este tangent interior cercului C (fig. 5)

Fig. 5:
Din AAM; Ay dreptunghic rezulta:
AM
A_AM — AA = 4411

cos 5 = A4,
0055

Aplicdm teorema lui Casey cercurilor A, B, Ay, C (4, B, C degenerate) tangente interior cercului C si

obtinem:
aAM1+bAM1+cAM1:2bc <~ AM1:—
p

be

(14)



Din relatiile (14) si (15) rezulta:

aa, = |t
p \ p(p—a)

Din IA; = AA; — AT folosind relatiile (1) si (16) avem:

L _|_be  p=bp-o
=1\ —a {p v )} ==\ p
Analog:
_ ac__ (p—a)lp—o
B = p(p—b) p
c, - ab_ (p—a)(p—0)
p(p—c) P

Din teorema cosinusului in AB1IC i relatia (9):

A A
B1C} = IB} + IC? — 2IB; - IC} cos(90° + 3) = B,C} = IB} + IC? +2IB, - IC; sin 5

folosind relatiile (18) si (19) <=

B\ C? = ac(p—a)*(p—c)® | ab(p—a)*(p=b)*  2a(p—a)’(p—b)(p—c)

p3(p—b) p3(p—c) P
Analog:
o aclp—a)’(p—c)®  be(p—0b)2(p—c)?  2c(p—a)(p—>b)(p—-c)?
AL = TR my T e P
5 ab(p —a)*(p —b)*  be(p—b)*(p—c)* | 2b(p—a)(p—b)*(p — ¢
4G Po-0 | pPp-a p?
Din AA1B1C1 ~ AABC «— leff = Azch = Alcf? folosind relatiile (20), (21) si (22) avem:
c(p—a)®(p—c)? blp—a)?(p—0)?  2p=a)*(p=b)p—c) _
ap3(p —b) ap3(p — ¢) ap?
_alp—a)*(p—b)* cp=bPp—c® 2p-ap-b’(p-c) _
bp3(p — ¢) bp3(p — a) bp3
_alp—a)’(p—c)’ blp=b0)*(p=¢)*  2p=a)lp=b)lp=c) | P’
cp3(p —b) cp3(p — a) cp? (p—a)*(p—b)*(p—c)?
— c n b n 2 _ a n c n 2
a(p—0)* " alp—c)® alp—>b)(p—c) blp—c)®  blp—a)® blp—a)(p—rc)
a b 2
T b p—ap p—a)p—b)

adica relatiile (13) sunt echivalente cua =b=c.
Prin urmare ABC' este un triunghi echilateral.

(16)

(17)
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