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Problema 1 Sa se determine functiile continue nenule f:71,2°? [ ,astfe

23xv 24X 24V 267
incat,pentru orice x, y? 1;2" saavem: f’.;3xy.4x.4y.6’.>? f272f%?. Q)
52xy?3x 23y 25%

(Problema 25330,G.M.nr.12/2005)

Generalizare
Fie a,b? [1,a?b.Sa se determine functiile continue nenule f :%a,b’? [ , astfel

A A . Lt .
incat,pentruorice x, y? ‘a;b’ saavem:

?%a?bixy?2abix? yi?ab%a?b’? . ., ..,
3 ? H ") ‘ '
f3 2xy ? 22?2 b?Mx? y??2 a2 ?b? 2 2 f a7ty @

Solutie
Primaintrebare pe care ne-o punem este urmatoarea:Este functia f bine definita? Acest lucru

revine laaarata ca pentru orice x, y? a,b’ ,avem:
“a?b’xy?2abix?y‘?ab%a?b’
2xy? 7a? b??x? y??a® 2’
Metoda prin care aratam acest lucru ne conduce la rezolvarea problemel daca folosm o
metoda adecvata(a se vedea 1")
Lema: Fie a,b? cu a?bsi ??0.Atunci x??a?%1??"b? ‘abi? ?2?°01".
Intr-adevar , ?a?71??°b? ‘a,b}? a??a?1??°b?b? 0?a3?2?21,?21?22b?
?b?a? 0?%1??%b?a’?b?a? 0?12?7212 ?2°0,1.
“a?bixy?2ab’x? y:?ab%a?b’ .
2xy’:y %a? b??x? ;’)? 2202 forma

? 7a,b? (3)

Tn cazul nostru vom scrie xOy ?

? . iy .
2a?N?2?b? ??% Pentru ca "0" safielege de compozitie(sa satisfaca
?a

conditia (3) trebuie saaratam ca xy? “a,b%,? x y? “a,b’ .Din lemade ma sus
avem x[y?‘a,b’? ?7?°01.Cum orice numar dinintervalul ‘0,1' estedeforma

??7?

cu ?,? ?0,vom incerca sal scriem pe ? in aceasta forma.Putem scrie

1 ? 7?a’? b?xy ? 2ab?x ? y??ab?a?b??,)

succeslv @ ? ? 30~ 3
b?a_?,b 2xy ?7a? b??x? y?? a® 2 b »3,

1 ?)?O?a?><y?’,ab?b21?x?y??b3?abzg Xy 2b?x? Y22 I
: : 22 ?
b?a3 2xy?7a? b??x?y?? &’ ?b? 2 2xy? 2? b??x? y?? & 2 b°

?

‘b2 x\b?y" ‘b2 x\b?y"
? ? 70,17,
Ay?bX? Y22 023?23y 2an?y?? a?3 D?x7D?y?? X?afy?a?



1

Pe de dtaparte, ??——————— , deunde obtinem :
x?a,y?a
1?7 —2—
b?x b?y
. . a?b
x1y??%a?bi?b ? —————"7b (4)
,X?a.y?a
b’)x b?y
Daca consideram functia g:?a,b?? 70,2 2, g7%?? zza , atunci se observaca g este
X
L o1 no @20 nn . . 7 bg'x’g’y’
bijectivasi g™ ?%?- Ty ?y ? 0.Relatia (4) sescrie x0y —1?g’>x’>g’?y’>
299X Y 7, 2 X y? %ab?? x1y? g™ g7, 2 X y? A b? (5
Dinrelatia (5) deducem carelatia (2) se  sie:
flg™g Xty 2 FXI2 YL 20k y? Akt ?
f Og?l')xy")’? f’)g?l')x')o’) f ')g?l?y'”???x y? '}b’? 7 ?
ffg')lf ngrl') f g?lné( 9ffg?ljeyﬂ r,) X y’?D (6)

Ecuatia (6) f||nd ecuatie de tip Cauchy deducem caexista? ? [J astfel incat saavem:
flge 22x,2x20 2 g™ ??Inx,':?';x?':o,’?'; ?

f X727 |ng')x')7')7x’)7ab7’? f ?x??27? |n 7?7)(’) 73_ b?
b?x
Observatie Pentru a ? 1,b ? 2 obtinem solutia ecuatiei (1)
£ %222 In22L % .22
2?7 X
Problema 2. Fiea? 0 s functia f :go,i?? [, continuain x ?i. Deter minati
p a3 2a
functiaf stiind ca : f %?? f'>ax ')—o’b’&(o"go 17 (7)
4a 2a3
(Revista Crestii Matematlce seria B nr.1/2007,lon Bursuc st Maria Nastaselu , profesoara
Targu Neamt)

Solutie:

. 2. 12 . . - - 1
Consideram a,, ? 30_ ssrdl “a,’,, al. a,, ?aa,’ ? —.Se demonstreaza usor
5" 2a% ' ' 4a
prin inductie matematicaca a_? HlL? 72?0 scum
a, : ?, Zag, 77 M

2

a.,?a ?aa?a ’)—’?9«/_6% 72\/52 20,% ?0 ,rezultacasirul ‘" ,, ede

crescator. Deci sirul a,, este convergent si din relatia de recurenta

? lim a, ?i.Cum f este continuain 1 g
n? ? 2a 2a

? ?
£%,,7? 1 5aa,? ?4—1612? {7,272 M2N? limf%,22 { %,22 %22



213125 %7 f9—'>77"3<’>730
? 2a3

?2a
? ?
Generalizare Fiea?0,k? 07?71} s functia f :30,#13? 0, continua
3 ka%k13
inx? 11 . Determinati functiaf stiind ca :
ka el
: 2 2
£2x27 f Zax 7 — L2 2D, L 2 8
3 Kxa¥i3 7 xa¥is
Solutie:
? ?
Consideram ao??oL s sirul astfel incét a,,, ? aa* ? 7K1 (9
=) 1 A o 21 1
9 ’Z<a7x_f; k X&a %1
2 ”
Se demonstreaza usor prin inductie matematicaca a, ? { 2, 7??’7n?D s cum
3 ¥
a,?a 7K ogako 1 o 1 oo 1 o
k &ka%kz kka%1 k7kak1 k ka1
9 ?k?l
klaak?— 1 2 24 »>;man
?,kmam?,

rezultacasirul “a, " ,, este crescator. Deci sirul a, este convergent si din relatia de

, 1 o .
recurenta(9) ? lima, ? —.Cum f este continuain ! — 9
n? ?

Ka%=z ka7
?
7,72 f Zag 2 <71 "om%l?'n%owo lim 12,72 1 2,72 17,22
2 Kka¥s ;
? '7 '7 ? ? ?
?fZ L2 w2t 2w 2
300k 5 a¥il 5 k¥
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