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5. �iruri de polinoame

În aceast  secµiune iniµiem descrierea unui formalism modern care se ascunde
în spatele multor probleme din combinatoric . Într-o form  sau alta, aceste trucuri
erau cunoscute marilor clasici precum Euler, Lagrange, Gauss, Cauchy. În cele ce
urmeaz  vom conveni c  gradul polinomului trivial p = 0 este −∞.

De�niµia 5.1. (a) Un ³ir bazic de polinoame este un ³ir de polinoame

pn(x) ∈ R[x], n ≥ 0 cu proprietatea c 

gradpn(x) = n,

pentru orice n ≥ 0. �irul bazic se nume³te normalizat dac  p0(x) = 1, pn(0) = 0,
pentru orice n ≥ 1.

(b) Un ³ir binomial este un ³ir bazic normalizat {pn(x)}n≥0 cu proprietatea

c 

pn(x+ y) =
n∑

k=0

(
n

k

)
pk(x)pn−k(y), (5.1)

pentru orice n ≥ 0, x, y ∈ R.
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(c) Dat �ind un ³ir bazic {pn(x)}n≥0, de�nim funcµia lui generatoare prin

Px(t) := Fgexp(pn(x); t) =
∑
n≥0

pn(x)tn

n!
.

Aceast  serie poate � gândit  în dou  moduri: �e ca o serie de puteri ai
c rui coe�cieµi sunt polinoame, �e ca o familie de serii de puteri parametrizat  de
variabila x.

Exemplul 5.2. (a) Formula binomului lui Newton ne spune c  ³irul de
polinoame 1, x, x2, . . . este un ³ir binomial. Funcµia lui generatoare este

1 +
1
1!
xt+

1
2!
(xt)2 + . . . = etx.

(b) S  presupunem c  g(t) ∈ R[[t]] este o serie f -inversabil ,

g(t) = g1t+ g2t
2 + . . . , g1 �= 0.

Pentru x ∈ R �xat, form m seria formal 

Gx(t) := exg(t).

Atunci Gx(t) admite o dezvoltare de forma

Gx(t) = p0(x) +
p1(x)
1!

t+
p2(x)
2!

t2 + . . . ,

unde {pn(x)}n≥0 este un ³ir bazic normalizat.
S  observ m c 

Gx(t)Gy(t) = e(x+y)t =
∑
n≥0

pn(x+ y)
n!

tn.

Pe de alt  parte,

Gx(t)Gy(t) =
(∑
k≥0

pk(x)
k!

tk
)
·
(∑
j≥0

pj(y)
j!

tj
)
=

=
∑
n≥0

(
n∑

k=0

pk(x)pn−k(y
k!(n− k)!

)
tn =

∑
n≥0

( ∑
k+j=n

(
n

k

)
pk(x)pn−k(y)

)
tn

n!
.

Rezult  c  ³irul de polinoame {pn(x)}n≥0 este un ³ir binomial. S  observ m
c  situaµia (b) conµine ca un caz special situaµia (a). Pentru a vedea acest lucru
consider m seria

Mx(t) =
∑
n≥0

xn tn

n!
= ext.

Rezult  c  dac  alegem g(t) de forma cea mai simpl  posibil , g(t) = t,
obµinem ³irul binomial fundamental {xn}n≥0.
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(c) Pentru orice n ≥ 1, de�nim

[x]n := x(x − 1) · · · (x − n+ 1).

Pentru uniformitate, de�nim [x]0 = 1. S  observ m c  ³irul {[x]n}n≥0 este un ³ir
bazic normalizat. Vom ar ta prin dou  metode diferite c  ³irul {[x]n}n≥0 este un
³ir binomial.

Prima metod  este prin inducµie. Trebuie s  demonstr m identitatea

[x+ y]n =
n∑

k=0

(
n

k

)
[x]n−k[y]k,

pentru orice x, y ∈ R ³i pentru orice n ∈ Z≥0.
Dac  �x m x arbitrar, este su�cient s  demonstr m c  aceast  identitate

este valabil  pentru orice y întreg nenegativ. Vom ar ta prin inducµie dup  y c 
identitatea de mai sus este valabil  pentru orice n.

Când y = 0 a�rmaµia este trivial . Pentru pasul inductiv s  observ m c 
pentru orice num r real z are loc identitatea

[z + 1]n − [z]n = n[z]n−1,

pentru orice n ≥ 1. Prin urmare,

[x+(y+1)]n = [x+y]n+n[x+y]n−1 =
n∑

k=0

(
n

k

)
[x]n−k[y]k+n

n∑
k=1

(
n− 1
k

)
[x]n−k[y]k−1 =

=
n∑

k=0

(
n

k

)
[x]n−k[y]k +

n∑
k=1

k

(
n

k

)
[x]n−k[y]k−1 =

n∑
k=0

(
n

k

)
[x]n−k

(
[y]k + k[y]k−1

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)
[x]n−k[y + 1]k.

Cealalt  metod  de demonstraµie folose³te funcµia generatoare a acestui ³ir,
anume

Sx(t) =
∑
n≥0

[x]n
tn

n!
.

Conform Exerciµiului (1.10), pentru x �xat, seria Sx(t) este convergent  când |t| < 1,
iar suma ei este funcµia t 
→ (1 + t)x. Dac  scriem

(1 + t)x = ex log(1+t),

observ m c  ne a� m exact în situaµia descris  în exemplul (b), unde

g(t) = log(1 + t) = t+
t2

2
+

t3

3
+ · · · .

Aceasta arat  din nou c  ³irul {[x]n}n≥0 este binomial.
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Exemplul 5.2.(b) ne arat  c  dac  Fgexp(pn(x); t) are forma

Px(t) = exs(t), s(t) ∈ R[[t]], s(t) = O(1), [t1]s(t) �= 0,

atunci ³irul {pn(x)}n≥0 este binomial. În cele ce urmeaz , dorim s  producem alte
criterii de recunoa³tere ale ³irurilor binomiale.

De�niµia 5.3. (a) Un operator admisibil este o aplicaµie

L : R[x]→ R[x], R[x] � p 
→ Lp

care satisface urm toarele condiµii :
• L este liniar, adic ,

L(λp+ µq) = λLp+ µLq,

pentru orice λ, µ ∈ R, p, q ∈ R[x].
• pentru orice p ∈ R[x],

gradLp ≤ gradp.

(b) Un operator diferenµial este un operator admisibil L care satisface condi-

µiile

L1 = 0 ³i gradLp = gradp− 1,

pentru orice p ∈ R[x], gradp > 0.
Vom nota cu Op mulµimea operatorilor admisibili ³i cu DiffOp mulµimea

operatorilor diferenµiali.
Compunerea a doi operatori admisibili S, T este un operator admisibil S ◦T .

Pentru a simpli�ca notaµia, vom scrie ST în loc de S ◦ T . De asemenea, vom folosi
notaµia

Sk := S ◦ S ◦ · · · ◦ S︸ ︷︷ ︸
k ori

.

De�nim

Op∗ :=
{
T ∈ Op∗ : gradTp = gradp, ∀p ∈ R[x]

}
.

Exemplul 5.4. (a) Operatorul

Dx : R[x]→ R[x], Dxp =
dp

dx

este un operator diferenµial.
(b) Operatorul

∆ : R[x]→ R[x], (∆p)(x) = p(x+ 1)− p(x)

este operator diferenµial.
(c) Pentru un num r real h, de�nim Eh : R[x]→ R[x], prin egalitatea

(Ehp)(x) = p(x+ h).
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Eh este un operator admisibil numit operatorul de translaµie cu h. S  observ m c 

∆ = E1 − 1,

unde 1 este aplicaµia identic  R[x]→ R[x].
(d) Operatorul lui Bernoulli

B : R[x]→ R[x], p 
→
x+1∫
x

p(t)dt

este un operator admisibil care p streaz  gradul, adic  B ∈ Op∗.
(e) Dat �ind un operator diferenµial L, ³i o serie formal  de puteri

u(t) =
∑
n≥0

unt
n,

putem forma operatorul admisibil

u(L) =
∑
n≥0

unL
n,

a c rui acµiune pe un polinom p este dat  de

u(L)p = u0p+ u1Lp+ · · ·+ unL
np+ · · · .

S  observam c  suma de mai sus este �nit , pentru c  Lnp = 0, pentru orice
n > gradp. De exemplu, are loc egalitatea

Eh = ehDx . (5.2)

Pentru a vedea acest lucru, folosim formula lui Taylor care spune c 

(Ehp)(x) = p(x+ h) =
∑
n≥0

hn

n!
p(n)(x) =

∑
n≥0

hn

n!
(Dn

xp)(x) =
(∑
n≥0

hn

n!
Dn

x

)
p(x).

În particular, rezult  c 
∆ = eDx − 1. (5.3)

Exerciµiul 5.5. Ar taµi c  dac  L ∈ DiffOp, iar u, v ∈ R[[t]], atunci

u(L)v(L) = (u · v)(L) ³i u(L) = 0⇐⇒ u = 0.

Propoziµia 5.6. Orice operator T ∈ Op∗
este inversabil, iar inversul lui este

un operator admisibil, care p streaz  gradul.
Demonstraµie. S  observ m mai întâi c  T este injectiv.
Într-adev r, dac 

Tp = Tq,

atunci
T(p− q) = 0,
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de unde
grad(p− q) = grad0 = −∞,

deci
p− q = 0.

S  not m cu R[x]n mulµimea polinoamelor de grad mai mic sau egal cu n.
Este clar c 

T : R[x]n → R[x]n

³i vom ar ta c  aplicaµia T : R[x]n → R[x]n este surjectiv .
Consider m matricea A = (aij)0≤i,j≤n, de�nit  de egalit µile

Txj =
n∑

i=0

aijx
i, j = 0, . . . , n.

S  observ m c  dac 

q(x) = q0 + q1x+ · · ·+ qnx,

atunci
Tq = p0 + · · ·+ pnx

n,

unde 
p0

p1

...
pn

 = A ·


q0
q1
...
qn

 . (5.4)

Privim egalitatea (5.4) ca pe un sistem liniar, în care necunoscutele sunt
coe�cienµii qi. A rezolva ecuaµia

Tq = p, p ∈ R[x]n,

în care necunoscuta este polinomul q ∈ R[x]n, revine la a rezolva sistemul liniar
(5.4). Deoarece T este injectiv, deducem c  sistemul de mai sus, în care pj = 0, are
doar soluµia trivial  qi = 0. Rezult  c  detA �= 0, adic  matricea A este inversabil .

Prin urmare, pentru orice polinom p ∈ R[x]n exist  un singur polinom q ∈
R[x]n, astfel încât

Tq = p.

Exemplul 5.7. (a) Operatorul de translaµie Eh p streaz  gradul, Eh ∈ Op∗

³i, prin urmare, este bijectiv. Inversul lui este operatorul E−h.
(b) Operatorul lui Bernoulli p streaz  gradul ³i prin urmare este inversabil.
S  observ m c  DxB = ∆ ³i deci putem scrie formal

B = ∆D−1.

Egalitatea de mai sus ar trebui pus  între ghilimele �indc  operatorul de
derivare D nu este inversabil.
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S  presupunem c  {pn(x)}n≥0 este un ³ir bazic. Acestui ³ir îi asociem o
aplicaµie R = R{pn} : R[x]→ R[x], descris  astfel:

R
(
a0 + a1x+ . . .+ anx

n
)
= a0p0 + a1p1(x) + . . .+ anpn(x).

Este evident c  R este un operator admisibil.
Îl vom numi reperul asociat ³irului bazic {pn(x)}n≥0.
S  observ m c 

R(xn) = pn(x),

pentru orice n ≥ 0 ³i, prin urmare,

gradRq = gradq, (5.5)

pentru orice q ∈ R[x], q �= 0.
Rezult  c  R ∈ Op∗.
Folosind Propoziµia (5.6) deducem urm torul rezultat:
Corolarul 5.8. Reperul R asociat unui ³ir basic {pn(x)}n≥0 este bijectiv, iar

inversul lui este un operator admisibil R−1
, care satisface condiµiile

R−1pn = xn,

pentru orice n ≥ 0 ³i

gradR−1q = gradq, (5.6)

pentru orice q ∈ R[x].
Corolarul 5.9. Fie {pn}n≥0 un ³ir bazic. Orice polinom q de grad n se

descompune unic sub forma

q(x) = q0p0(x) + q1p1(x) + . . .+ qnpn(x),

pentru orice x ∈ R, unde q0, . . . , qn sunt numere reale.
Demonstraµie. Polinomul Rq(x) admite o descompunere unic  de forma

Rq(x) =
n∑

k=0

qkx
k.

Prin urmare

q(x) = R−1(Rq(x) ) =
n∑

k=0

qk(Rxk) =
n∑

k=0

qkpk(x).

S  presupunem c  p = {pn(x)}n≥0 ³i q = {qn(x)}n≥0 sunt dou  ³iruri bazice
cu repere Rp ³i respectiv Rq. Atunci avem un operator liniar

Tq/p : R[x]→R[x], Tp/q := RpR−1
q .

S  observ m c 

Tq/ppn = Rq((R−1
p pn) = Rq(xn) = qn.
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Vom spune c  Tq/p este operatorul de tranziµie de la p la q. Acestui operator
îi asociem matricea in�nit 

A(q, p) = (aij)0≤i,j ,

de�nit  de egalit µile

qj =
i∑

j=0

aijpi.

Aceasta este o matrice triunghiular  superior, adic  are forma

A =


a00 a01 a02 · · · · · ·
0 a11 a12 · · · · · ·
0 0 a22 · · · · · ·
0 0 0 a33 · · ·
...

...
...

...
. . .

 .

Vom spune c  A(q, p) este matricea tranziµiei de la p la q. Aceast  matrice
este inversabil , iar inversa ei este matricea tranziµiei de la q la p. S  observ m c 
operatorul reper asociat ³irului {pn}n≥0 este exact operatorul de tranziµie de la ³irul
canonic {xn}n≥0 la ³irul {pn(x)}n≥0.

Exemplul 5.10. (a) S  consider m ³irurile bazice
{
pn(x) = (x− 1)n

}
n≥0

³i{
qn(x) = xn

}
n≥0

. Din formula binomului lui Newton, obµinem

xn =
(
1 + (x− 1)

)n =
n∑

m=0

(
n

m

)
(x− 1)m

³i deducem c  matricea tranziµiei de la p la q este dat  de

A =



(
0
0

) (
1
0

) (
2
0

)
· · · · · ·

0
(
1
1

) (
2
1

)
· · · · · ·

0 0
(
2
2

)
· · · · · ·

0 0 0
(
3
3

)
· · ·

...
...

...
...

. . .



.

Recunoa³tem mai sus triunghiul lui Pascal.
Un ³ir de numere reale se poate gândi ca o matrice in�nit  cu o sigur  linie

X = [x0, x1 · · · ]

Prodususl Y = XA este o matrice in�nit  cu o singur  linie

Y = [y0, y1, · · · ],
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unde

yn =
n∑

k=0

(
n

k

)
xk,

pentru orice n ≥ 0.
Pentru a calcula matricea invers  a lui A folosim din nou formula lui Newton

(x− 1)n =
n∑

k=0

(−1)n−k

(
n

k

)
xk

³i deducem c  matricea invers  a lui A este

B = A−1 =



(
0
0

)
−
(
1
0

) (
2
0

)
−
(
3
0

)
· · ·

0
(
1
1

)
−
(
2
1

) (
3
1

)
· · ·

0 0
(
2
2

)
−
(
3
2

)
· · ·

0 0 0
(
3
3

)
· · ·

...
...

...
...

. . .



.

Rezult  c 
X = (XA)A−1 = Y B

³i deci

xn =
n∑

k=0

(−1)n−k

(
n

k

)
yk.

Rezult  de aici formula de inversiune binomial  (comparaµi cu Exercitiul
3.5(b).)

yn =
n∑

k=0

(
n

k

)
xk,

pentru orice n ≥ 0, ceea ce este echivalent cu

xn =
n∑

k=0

(−1)n−k

(
n

k

)
yk, (5.7)

pentru orice n ≥ 0.
Exerciµiul 5.11. Consider m dou  ³iruri de numere reale {xn}n≥0 ³i

{yn}n≥0. Form m seriilor lor generatoare de tip exponenµial

x(t) =
∑
n≥0

xn
tn

n!
³i y(t) =

∑
n≥0

yn
tn

n!
.
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Ar taµi c 

yn =
n∑

k=0

(
n

k

)
xk, ∀n ≥ 0⇐⇒ y(t) = etx(t)

³i deduceµi de aici formula de inversiune binomial .

De�niµia 5.12. Dat �ind un ³ir bazic { pn(x)}n≥0 cu reper R, de�nim

L : R[x]→ R[x], L := RDxR−1

³i îl vom numi operatorul fundamental al ³irului {pn(x)}n≥0.
Propoziµia 5.13. Fie un ³ir bazic normalizat {pn(x)}n≥0 cu operator fun-

damental L. Atunci au loc urm toarele:
(a) L este un operator diferenµial care satisface

Lpn = npn−1, (5.8)

pentru orice n ≥ 1.
(b) Dac  L este un operator diferenµial care satisface (5.8), atunci

L = L.

Demonstraµie. (a) Fie p un polinom de grad n. Atunci

L(p) = RDx(R−1p).

Din (5.6) deducem c  gradR−1p = n ³i, prin urmare,

gradDx(R−1p) = n− 1.

Folosind (5.5), deducem c 

gradLp = gradRDx(R−1p) = (n− 1),

relaµie care arat  c  L este operator diferenµial. S  observ m acum c 

Lpn = RDx(R−1pn) = RDx)(xn) = nRxn−1 = npn−1(x).

(b) Fie L un operator diferenµial care satisface (5.8). De�nim S = R−1LR.
Atunci

Sxn = R−1(Lpn) = R−1(npn−1) = nxn−1.

Aceasta arat  c 
Sq = Dxq,

pentru orice q ∈ R[x]. Cu alte cuvinte

R−1LR = Dx,

de unde
L = RDxR−1 = L.
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Exemplul 5.14. Operatorul fundamental al ³irului {xn}n≥0 este operatorul
obi³nuit de derivare Dx. Deoarece

∆[x]n = [x+ 1]n − [x]n = n[x]n−1,

deducem c  operatorul fundamental al ³irului {[x]n}n≥0 este ∆.
Propoziµia 5.15. Orice operator diferenµial L este operatorul fundamental

al unui unic ³ir bazic normalizat.
Demonstraµie. Vom construi inductiv un astfel de ³ir. Unicitatea va rezulta

imediat din metoda de construcµie. Vrem s  construim un ³ir bazic normalizat
{pn(x)}n≥0, astfel încât

Lpn = npn−1,

oricare ar � n ≥ 1.
p0 este unic determinat pentru c  p0 = 1.
Presupunem c  am determinat p0, . . . , pn−1 ³i dorim s -l g sim pe pn.

Observ m c  p0, p1, . . . , pn−1 formeaz  o baz  a spaµiului Rn−1[x] constând din poli-
noame de grad ≤ n− 1. C ut m pn sub forma

pn(x) = axn + cn−1pn−1(x) + . . .+ c1p1(x) + c0.

Deoarece dorim ca pn(0) = 0 ³i deja ³tim c  pk(0) = 0, pentru 1 ≤ k ≤ n−1, deducem
c  c0 = 0. Polinomul L(xn) are gradul n−1 ³i deci admite o descompunere de forma

L(xn) = (0 + (1p1(x) + · · ·+ (n−1pn−1(x),

unde (n−1 �= 0.
Coe�cienµii (i trebuiesc gândiµi ca �ind cunoscuµi, pentru c  operatorul L este

cunoscut. Dorim s  determinam num rul a ³i coe�cenµii ck în funcµie de numerele
(i. Deducem c 

npn−1(x) = Lpn(x) = aL(xn) +
n−1∑
k=1

kckpk−1(x) =

= a(n−1pn−1(x) +
n−1∑
k=1

(a(k−1 + kck)pk−1(x).

Rezult 

a =
n

(n−1
, ck = −a(k−1

k
= −n(k−1

k(n−1
,

pentru orice k = 1, . . . , n− 1.
Propoziµiile 5.13 ³i 5.1.5 implic  existenµa unei bijecµii

operatori diferenµiali←→ ³iruri bazice normalizate .

Aceast  bijecµie va juca un rol fundamental în cele ce urmeaz .
S  consider m un ³ir bazic normalizat {pn(x)}n≥0 cu operatorul de referinµ 

R ³i operator fundamental L. S  observ m c 

L
kpm = [m]kpm−k,

pentru orice 0 < k ≤ n.
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În particular, deducem c 

(Lkpm)x=0 =
{

n!, k = m
0, k �= m

.

Prin urmare

pm(x) =
∑
k≥0

(Lkpm)x=0

k!
pk(x).

Dac  înmulµim egalitatea de mai sus cu o constant  qm ³i apoi sum m dup 
m = 0, . . . , n, obµinem

q0p0(x) + · · ·+ qnpn(x) =
∑
k≥0

(
Lk(q0p0(x) + · · ·+ qnpn(x))

)
x=0

k!
pk(x).

S  not m
q(x) := q0p0(x) + · · ·+ qnpn(x).

Deducem ∑
k≥0

qkpk(x) = q(x) =
∑
k≥0

(
Lkq(x)

)
x=0

k!
pk(x).

Din Corolarul 5.9., g sim c 

qk =

(
Lkq(x)

)
x=0

k!
.

Corolarul 5.16. Fie {pn(x)}n≥0 un ³ir bazic normalizat cu operatorul fun-

damental L. Atunci, pentru orice polinom q(x) de grad n, are loc descompunerea

q(x) =
n∑

k=0

Ak(q)pk(x), Ak(q) :=
1
k!
(

L
kq
)
x=0

pk.

În particular, dac  q = {qn(x)}n≥0 este un ³ir bazic, atunci matricea de

tranziµie de la p la q este descris  de numerele

akn = Ak(qn) =
1
k!
(

L
kqn
)
x=0

.

Rezultatul de mai sus pune în evidenµ  o aplicaµie S : R[x]→ R, dat  de

p(x) = p(0).

Aceast  aplicaµie se nume³te aplicaµia de specializare în 0. Mai general, pentru
orice a ∈ R, de�nim Sa : R[x]→ R, dat  de

Sap := p(a),

pentru orice p ∈ R[x].
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Sa se nume³te aplicaµia de specializare în a. Concluzia Corolarului 5.16 se
poate rescrie sub forma

q(x) =
∑
k≥0

1
k!
S(Lkq)pk(x), (5.9)

pentru orice q ∈ R[x].
Remarca 5.17. Putem folosi ultima egalitate pentru a reformula construcµia

³irul bazic normalizat {pn}n≥0 asociat unui operator diferenµial L descris  în Pro-
poziµia 5.15. Mai exact, avem

p0 = 1

³i, folosind (5.9), deducem formula inductiv 

1
(n+ 1)!

SL
n+1(xn+1)pn+1(x) = xn+1 −

n∑
k=0

1
k!
SL

k(xn+1)pk(x).

Reamintim c  expresiile SLk(xk) sunt numere reale care se obµin calculând
valoarea în x = 0 a polinomului Lk(xn+1) care are gradul n+ 1− k.

Exemplul 5.18 [Numerele Stirling de tipul 2]. S  consider m ³irul bazic
normalizat {[x]n}n≥0. Atunci, pentru orice întreg nenegativ, are loc descompunerea

xn =
n∑

k=0

Sk,n[x]k,

pentru orice x ∈ R.
Numerele

(Sk,n) =
1
n!

(
dk

dxk
[x]n

)
x=0

se numesc numerele Stirling de tipul 2. Matricea

S = (Sk,n)0≤k,n

este matricea tranziµiei de la ³irul bazic {[x]n}n≥0 la ³irul bazic {xn}n≥0.
Numerele Stirling de tipul 2 sunt numere întregi pozitive care au o interpretare

combinatoric  foarte interesant .
S  consider m o mulµime �nit  N , de cardinal |N | = n, ³i o mulµime �nit  R,

de cardinal |R| = r. Not m cu RN mulµimea tuturor funcµiilor f : N → R. Dup 
cum este bine cunoscut, |RN | = rn. Pentru orice submulµime K ⊆ R, not m cu
Sur(N,K) mulµimea surjecµiilor N → K. Cardinalul mulµimii Sur(N,K) depinde
doar de cardinalul n a lui N ³i de cardinalul k a mulµimii K. S  not m

ck,n := |Sur(N,K)|, n := |N |, k := |K|.

Vrem s  ar t m c 
ck,n = k!Sk,n.

Într-adev r, avem

rn = |RN | =
∑
K⊆R

|Sur(N,K)| =
n∑

k=0

∑
K⊆R, k=|K|

ck,n =
n∑

k=0

(
r

k

)
ck,n =

n∑
k=0

[r]k
k!

ck,n.
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Prin urmare, au loc egalit µile

n∑
k=0

Sk,n[r]k = rn =
n∑

k=0

ck,n
k!

[r]k,

pentru orice n, r ∈ Z, n, r ≥ 1.
De aici rezult  egalitatea

k!Sk,n = |Sur(N,K)|,

unde n = |N |, k = |K|.
Acum putem oferi o interpretare combinatoric  a numerelor Sk,n.
S  presupunem c  avem n bile diferite ³i vrem s  le distribuim în k cutii

identice astfel încât �ecare cutie conµine cel puµin o bil . A�rm m c  num rul
acestor distribuµii este exact Sk,n.

Etichet m bilele cu numerele {1, 2, . . . , n} ³i cutiile cu numerele {1, 2, . . . , k}.
S  observ m c  �ec rei surjecµii

f : {1, 2, . . . , n} → {1, . . . , k}

îi corespunde o distribuµie de bile cu propriet µile dorite: bila i se duce în cutia f(i).
Pe de alt  parte, dou  surjecµii

f, g : {1, 2, . . . , n} → {1, . . . , k}

conduc la aceea³i distribuµie de bile dac  putem obµine g din f printr-o re-etichetare
a cutiilor, adic  dac  exist  o permutare

λ : {1, 2 . . . , k} → {1, 2 . . . , k},

astfel încât, g = λ ◦ f . Deoarece exist  k! re-etichet ri, deducem ca num r de
distribuµii a n bile distincte în k cutii identice astfel încât nici o cutie s  nu �e goal ,
este egal cu

1
k!
|Sur(N,K)| = Sk,n, n = |N |, k = |K|.

Exerciµiul 5.19. Folosind formula de inversiune binomial  (5.7), ar taµi c 
numerele Stirling de tipul 2 satisfac egalitatea

Sn,k =
1
k!

n∑
j=0

(−1)k−j

(
k

j

)
jn.

Exerciµiul 5.20. S  form m seriile formale de puteri

Sk(t) =
∑
n≥k

Sk,n

n!
tn, k ≥ 1.

(a) Folosind de�niµia combinatoric  a numerelor Stirling de tipul 2 ar taµi c 

Sk,n = kSk,n−1 + Sk−1,n−1
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³i apoi deduceµi c 

Sk(t) =
1
k!
(et − 1),

pentru orice k ≥ 1.
(b) Demonstraµi egalitatea de mai sus folosind funcµia generatoare a ³irului

binomial {[x]n}n≥0.

6. Operatori invarianµi la translaµii

În aceast  secµiune vom investiga leg tura strâns  dintre ³irurile binomiale ³i
o clas  special  de operatori diferenµiali.

De�niµia 6.1. Un operator admisibil T ∈ Op se nume³te invariant la

translaµii dac 

EhT = TEh,

pentru orice h ∈ R, unde reamintim c  Eh este operatorul de translaµie descris astfel:

(Ehp)(x) = p(x+ h),

pentru orice p ∈ R[x].
Vom nota cu Opinv mulµimea operatorilor admisibili invarianµi la translaµii,

iar cu DiffOpinv mulµimea operatorilor diferenµiali invarianµi la translaµii.
S  analiz m puµin condiµia de invarianµ  la translaµii. Dac  T ∈ Op, iar

p ∈ R[x]], atunci pentru orice num r real h deducem din formula lui Taylor c 

(Ehp)(x) = p(x+ h) =
∑
n≥0

hn

n!
Dxp(x),

³i prin urmare

(TEhp)(x) =
∑
n≥0

hn

n!
T (Dn

xp)(x).

În mod asem n tor deducem

(EhTp)(x) =
∑
n≥0

hn

n!
Dn

x(Tp)(x).

Rezult  c  T este invariant la translaµii dac  ³i numai dac ∑
n≥0

hn

n!
T (Dn

xp)(x) =
∑
n≥0

hn

n!
Dn

x(Tp)(x), (6.1)

pentru orice h ∈ R, p ∈ R[x].
Din egalitatea de mai sus deducem c  dac  operatorul T comut  cu Dx, i.e.,

TDx = DxT , atunci T este invariant la translaµii.
Exemplul 6.2. Operatorii Dx ³i ∆ sunt operatori diferenµiali invarianµi la

translaµii. Operatorul Bernoulli B este, de asemenea, un operator invariant la trans-
laµii.
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Exerciµiul 6.3. (a) Ar taµi c  dac  S, T ∈ Opinv, iar c ∈ R, atunci
cS, S + T, ST ∈ Opinv. Deduceµi c  mulµimea Opinv cu operaµiile de adunare ³i
compunere este un inel cu unitate.

(b) Ar taµi c  dac  L ∈ DiffOpinv, atunci, pentru orice serie formal 
u(t) = u0 + u1t + . . . ∈ R[[t]], operatorul admisibil u(L) este invariant la translaµii.
În particular, operatorii de forma u(Dx) sunt invarianµi la translaµii.

(c) Ar taµi c  T ∈ Op este invariant la translaµii dac  ³i numai dac  T comut 

cu D. (Indicaµie: Folosiµi identitatea Dxp = lim
h→0

1
h
(Eh−1)p, oricare ar � p ∈ R[x].)

Urm torul rezultat ar t  de ce suntem interesaµi în operatori invarianµi la
translaµii.

Teorema 6.4. S  presupunem c  {pn(x)}n≥0 este un ³ir bazic normalizat cu

operator fundamental L. Atunci urm toarele a�rmaµii sunt echivalente:
(a) L este invariant la translaµii.
(b) {pn(x)}n≥0 este ³ir binomial.

Demonstraµie. (a) =⇒ (b). Avem

pn(x+ y) =
n∑

k=0

(
n

k

)
pk(x)pn−k(y),

pentru orice n ≥ 0, x, y ∈ R.
S  observ m c 

pn(x+ y) = (Eypn)(x).

Acum folosim identitatea (5.9) în care q(x) = (Eypn)(x) ³i deducem

pn(x + y) = (Eypn)(x) =
∑
k≥0

1
k!
S(LkEypn)pk(x).

Deoarece L este invariant la translaµii, deducem c  LkEy = EyLk ³i, prin
urmare,

pn(x+ y) =
∑
k≥0

1
k!
S(EyL

kpn)pk(x).

Reamintindu-ne c  L este operatorul fundamental al ³irului {pn(x)}n≥0, de-
ducem c 

L
kpn = [n]kpn−k.

Pe de alt  parte, pentru orice polinom p, are loc egalitatea

S(Eyp) = Syp = p(y).

Deducem

pn(x + y) =
∑
k≥0

[n]k
k!

(Sypn−k)pk(x) =
∑
k≥0

(
n

k

)
pk(x)pn−k(y).

(b) =⇒ (a). �tim deci c  {pn}n≥0 este un ³ir binomial ³i trebuie s  ar t m
c  pentru orice polinom q are loc egalitatea

EyLq = LEyq, (6.2)

174



pentru orice y ∈ R.
Deoarece orice polinom q se scrie ca o combinaµie liniar  în polinoamele pn,

q(x) =
∑
n≥0

qnpn(x),

pentru orice x ∈ R, este su�cient s  veri�c m egalitatea (6.2) doar în cazul special
când q(x) este egal cu unul din polinoamle bazice pn(x). În acest caz avem

(EyLpn)(x) = n(Eypn−1)(x) = npn−1(x+ y) = n

n−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
pk(x)pk(y).

Pe de alt  parte,

(Eypn)(x) = pn(x+ y) =
n∑

k=0

(
n

k

)
pk(x)pn−k(y).

În egalitatea de mai sus y este �xat, iar numerele pn−k(y) trebuie gândite ca
�ind constante. Deducem

(LEypn)(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
pn−k(y)(Lpk)(x) =

n∑
k=0

k

(
n

k

)
pn−k(y)pk−1(x) =

= n

n∑
k=1

(
n− 1
k − 1

)
pk−1(x)pn−k(y) = n

n−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
pk(x)pk(y) = (EyLpn)(x).

S  presupunem c  L este un operator diferenµial invariant la translaµii, iar
{pn(x)}n≥0 este ³irul bazic asociat. Atunci {pn}n≥0 este ³ir binomial ³i, prin urmare,
satisface egalit µile

pn(x+ h) =
∑
k≥0

(
n

k

)
pn−k(x)pk(h) =

∑
k≥0

1
k!
(Lkpn)(x)pk(h).

Dac  �x m h, putem rescrie egalitatea de mai sus sub forma

Ehpn =
∑
k≥0

pk(h)
k!

L
kpn,

pentru orice n ≥ 0.
Orice polinom p se scrie ca o combinaµie liniar  �nit 

p =
∑
n≥0

cnpn.

Deducem

Ehp = Eh

∑
n≥0

cnpn =
∑
n≥0

cnEhpn =
∑
n≥0

cn

(∑
k≥0

pk(h)
k!

L
kpn

)
=
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=
∑
k≥0

pk(h)
k!

L
k
(∑
n≥0

cnpn

)
=
∑
k≥0

pk(h)
k!

L
kp.

Am obµinut astfel urm torul rezultat.
Propoziµia 6.5 [Formula lui Taylor generalizat ]. S  presupunem c  L

este un operator diferenµial invariant la translaµii, iar {pn(x)}n≥0 este ³irul binomial

asociat lui L. Atunci are loc egalitatea

Ehp =
∑
k≥0

pk(h)
k!

L
kp,

pentru orice p ∈ R[x].
S  presupunem c  L ∈ DiffOpinv. Exerciµiul 5.5 arat  c  operatorii de forma

u(L), u ∈ R[[t]], sunt operatori admisibili invarianµi la translaµii. Rezultatul care
urmeaz  va ar ta c  ace³tia sunt toµi operatorii admisibili invarianµi la translaµii.

Teorema 6.6. Fie L ∈ DiffOpinv. Aplicaµia QL : R[[t]] → Opinv, descris 
astfel :

R[[t]] � u 
→ QLu = u(L) ∈ Opinv,

este un izomor�sm de inele.
Demonstraµie. Exerciµiul 5.5 arat  c  QL este un mor�sm injectiv de inele.

Vom ar ta c  este un mor�sm surjectiv. Reamintim c  S : R[x] → R este aplicaµia
de specializare în 0, Sp = p(0). Not m cu {(n(x)}n≥0 ³irul binomial asociat lui L.

S  presupunem c  U ∈ Opinv. Form m ³irul de numere reale

un := SU(n = (U(n)x=0.

Not m cu u(t) funcµia generatoare de tip exponenµial a acestui ³ir, anume

u(t) := Fgexp(un; t) =
∑
n≥0

un

n!
tn.

Vom ar ta c 

U =
∑
n≥0

un

n!
Ln =

∑
n≥0

(U(n)x=0

n!
Ln. (6.3)

S  not m cu T operatorul din partea dreapt  a egalit µii de mai sus. Vom
ar ta c  au loc egalit µile

(U(n)x=h = (T (n)x=h,

pentru orice n ≥ 0, h ∈ R.
Ultima egalitate se poate rescrie sub forma

SEhL(n = SEhT (n,

pentru orice n ≥ 0, h ∈ R.
Din de�niµia ³irului un, deducem c  egalitatea de mai sus are loc pentru h = 0,

deoarece
Lm(n = 0,
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pentru orice m �= m ³i
(Ln(n)x=0 = n!.

Aceasta implic  faptul c , pentru orice polinom p, avem

SUp = STp,

ceea ce este echivalent cu
SU = ST.

Prin urmare, pentru orice num r real h, are loc egalitatea

SUEh = (SU) ◦ Eh = (ST ) ◦ Eh = STEh.

Deoarece U si T sunt invarianµi la translaµii deducem c  UEh = EhU ³i
TEh = Eh.

Prin urmare,
SEhU = SEhT,

de unde
SEhU(n = SEhU(n,

pentru orice n ≥ 0 ³i pentru orice h ∈ R.
Remarca 6.7. Mor�smul QL se mai nume³te ³i mor�smul de cuantizare.

Inversul lui se nume³te mor�smul simbol. Pentru orice operator T ∈ Opinv, seria
formal  Q−1

L (T ) se nume³te simbolul operatorului T relativ la L. Vom folosi notaµia

ΣT/L(t) := Q−1
L T.

Seria formal  ΣT/L este unic determinat  de condiµia T = ΣT/L(L).
Exerciµiul 6.8. S  presupunem c  P,Q ∈ DiffOpinv, R ∈ Opinv.
Ar taµi c 

ΣR/Q ◦ ΣQ/B = ΣR/P ∈ R[[t]], ³i ΣQ/P (t) = Σ〈−1〉
P/Q (t).

Reamintim ca ultima egalitate înseamn  c 

ΣQ/P ◦ ΣP/Q(t) = ΣP/Q(t) ◦ ΣQ/P = t ∈ R[[t]].

De�niµia 6.9. Pentru orice T ∈ Opinv, de�nim σT (t) ∈ R[[t]] prin egalitatea

σT (t) := ΣT/Dx
(t),

unde Dx este operatorul obi³nuit de diferenµiere.
Vom spune c  σT (t) este simbolul (complet) al operatorului T .
Exerciµiul 6.10. Ar taµi c  pentru orice S, T ∈ Opinv au loc egalit µile

σS+T (t) = σS(t) + σT (t),

³i
σST (t) = σS(t) · σT (t).
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Exerciµiul 6.11. (a) S  observ m mai întâi c  σDx(t) = t. Folosind egali-
t µile (5.2) ³i (5.3),

Eh = ehDx ³i ∆ = eDx − 1,

deducem c 
σEh

(t) = eht ³i σ∆(t) = et − 1.

(b) Operatorul lui Bernoulli B, de�nit de

(Bp)(x) :=

x+1∫
x

p(s)ds,

satisface egalitatea

(DxB)p(x) = p(x+ 1)− p(x) = (∆p)(x)⇐⇒ DxB = ∆

³i, prin urmare,

σDxB = σ∆ =⇒ σB(t) =
et − 1

t
.

Operatorul lui Bernoulli este inversabil, iar inversul lui are simbolul

σB−1(t) =
t

et − 1
.

Funcµia
t

et − 1
joac  un rol remarcabil în matematic  pentru c  este implicat 

în multe dintre cele mai profunde descoperiri de la Newton pân  în prezent.

(c) De�nim

L : R[x]→ R[x], Lp(x) =

∞∫
0

e−sp(x+ s)ds,

pentru orice p ∈ R[x].
Operatorul lui Laguerre Lag : R[x]→ R[x] este de�nit de egalitatea

(Lagp)(x) = −DxLp.

S  observ m c  Lp este într-adev r un polinom atunci când p este polinom.
Pentru a vedea acest lucru este su�cient s  studiem cazurile particulare p(x) = xn.
În aceast  situaµie deducem

(Lp)(x) =

∞∫
0

e−s(x+ s)nds =
n∑

k=0

(
n

k

)
xn−k

∞∫
0

esskds.

Dac  not m

Ik =
∫ ∞

0

e−sskds
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deducem, integrând prin p rµi,

Ik = −(e−ssk)
∣∣∣s=∞

s=0
+k

∞∫
0

e−ssk−1 = kIk−1.

Observând c  I0 = 1, deducem Ik = k! ³i, prin urmare,

L(xn) =
n∑

k=0

(
n

k

)
xn−kk! =

n∑
k=0

[n]kxn−k.

În particular, deducem c  L ∈ Op∗ ³i deci este inversabil. Este clar invariat
la translaµii. Vrem s -i calcul m simbolul. S  observ m c 

(DxLp)(x) =

∞∫
0

e−s dp

dx
(x+ s)ds =

∞∫
0

e−s dp

ds
(x+ s)ds =

= e−sp(x+ s)
∣∣∣s=∞

s=0
−

∞∫
0

e−sp(x+ s)ds = −p(x) + L(x).

Putem rescrie concluzia calculului de mai sus sub forma

(DxL)p = −1p+ Lp, pentru orice p ∈ R[x]⇔ (Dx − 1)L = −1.

Dac  not m ((t) = σL(t), deducem

(t− 1)((t) = −1⇐⇒ ((t) = − 1
t− 1

.

Din egalitatea Lag = −DxL deducem c  operatorul lui Laguerre este un
operator diferenµial invariant la translaµii al c rui simbol este

σLag(t) = −σDx(t)((t) =
t

t− 1
.

Putem rescrie ultima egalitate sub forma

Lag = Dx(Dx − 1)−1.

S  presupunem c  Q,R ∈ DiffOpinv. Not m cu {qn(x)}n≥0 ³irul binomial
asociat lui Q ³i cu {rn(x)}n≥0 ³irul binomial asociat lui Q. Dorim s  g sim o
metod  convenabil  de exprimare a polinoamelor rn în funcµie de polinoamele qn ³i
operatorul Q.

S  not m
f(t) := ΣR/Q(t) ∈ R[[t]]

³i
g(t) := ΣQ/R(t) ∈ R[[t]].
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Prin urmare R = f(Q), Q = g(R) ³i g = f 〈−1〉. S  consider m operatorul
TQ/R : R[x]→ R[x] de tranziµie de la ³irul {rn}n≥0 la ³irul {qn}n≥0, adic  operatorul
admisibil de�nit de egalit µile

TQ/Rrn = qn,

pentru orice n ≥ 0. TQ/R este bijectiv, iar inversul lui este descris de

T −1
Q/R = TR/Q ⇐⇒ T −1

Q/Rqn = rn,

pentru orice n ≥ 0.
Are loc egalitatea

Q = TQ/RRT −1
Q/R = TQ/RRTR/Q.

Într-adev r, pentru orice n ≥ 0, avem

TQ/RRT −1
Q/Rqn = TQ/RRrn = TQ/R(nrn−1) = nTQ/Rrn−1 = nqn−1 = Qqn.

S  consider m un alt operator S ∈ DiffOpinv al c rui ³ir biomial asociat este
{sn(s)}n≥0. Not m

pn := TQ/Rsn,

pentru orice n ≥ 0 ³i de�nim

P = TQ/RST −1
Q/R.

Teorema 6.12. (a) Operatorul P = TQ/RST −1
Q/R este un operator diferenµial

invariant la translaµii, iar {pn(x)}n≥0 este ³irul binomial asociat lui P .
(b) De�nim

h(t) := ΣS/R(t),

adic 

S = h(R).

Atunci

P = h(Q),

adic 

ΣP/Q(t) = ΣS/R(t),

³i

ΣP/S(t) = ΣS/R ◦ ΣQ/R ◦ Σ〈−1〉
S/R .

Concluzia (b) a teoremei de mai sus se poate ilustra în diagrama urm toare

{rn} {sn}

{qn} {pn}
u

TQ,R

w

TS/R

u

TP/S=TQ,R

w

=⇒
R S

Q P
u

ΣQ/R

w

ΣS/R

u

w

ΣP/Q=ΣS/R
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Demonstraµie. S  not m p−1 = 0. Pentru a aerisi prezentarea vom scrie T
în loc de TQ/R. Împ rµim demonstraµia în trei pa³i.

Pasul 1. �irul (pn)n≥0 este un ³ir bazic asociat lui P , adic 

Ppn = npn−1,

pentru orice n ≥ 0.
Într-adev r, au loc egalit µile

Ppn = T ST −1pn = T Ssn = T (nsn−1) = nT sn−1 = npn.

Pasul 2. �irul pn este normalizat.

S  observ m c , prin de�niµie, ³irurile {qn}n≥0, {rn}n≥0 ³i {sn}n≥0 sunt
normalizate. Prin urmare

q0 = r0 = s0 = 1.

Rezult  c 
p0 = T s0 = T r0 = q0 = 1.

Fie n ≥ 1. Atunci, conform Corolarului 5.9, polinomul qn se descompune ca
o combinaµie liniar 

sn(x) = c0p1(x) + c1p1(x) + · · ·+ cnpn(x),

pentru orice x ∈ R.
Deoarece

qn(0) = pk(0) = 0,

pentru orice k, n ≥ 1, deducem c0 = 0. Prin urmare,

pn = Csn = T (c1p1 + · · ·+ cnpn) = c1q1 + · · ·+ cnqn,

³i deci
pn(0) = 0,

pentru orice n ≥ 1.
Aceasta arat  c  {pn(x)}n≥0 este ³irul bazic normalizat asociat lui P .
Pasul 3. P = h(S). În particular P ∈ DiffOpinv.

Din egalitatea
Q = T RT −1,

deducem c , pentru orice k ≥ 1, are loc egalitatea

T RkT −1 = (CRC
−1) · · · (CRC

−1)︸ ︷︷ ︸
k

= Qk.

Rezult  c , pentru orice polinom u(t) ∈ R[t], are loc egalitatea

Cu(R)C−1 = u(Q).

S  consider m acum seria formal 

h(t) = h1t+ h2t
2 + · · · .
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Not m
hn(t) = h1t+ · · ·+ hnt

n ∈ R[t].

Atunci
T hn(R)T −1 = hn(Q).

Dac  q(x) ∈ R[x] este un polinom de grad ≤ n, atunci QNq = 0 = RNq,
pentru orice N > n. În particular, deoarece gradp = gradC

−1p, pentru orice
p ∈ R[x], deducem c 

h(Q)q = hn(Q)q = T hn(R)(T −1p) = T h(R)T −1q,

pentru orice q ∈ R[x], gradp ≤ n.
Ultima egalitate se poate rescrie astfel:

h(Q) = T h(R)T −1.

Reamintindu-ne c  h(R) = S, deducem

h(Q) = T ST −1 = P.

Rezult  c 
ΣP/Q(t) = h(t) = ΣS/R(t).

Folosind Exerciµiul 6.8, deducem

ΣP/S = ΣP/Q ◦ ΣQ/R ◦ ΣR/S = ΣS/R ◦ ΣQ/R ◦ Σ〈−1〉
S/R .

Dac  aplic m teorema de mai sus în cazul particular când S = Q, obµinem
urm torul rezultat:

Corolarul 6.13. S  presupunem c  R,Q ∈ DiffOpinv, {rn(x)}n≥0 este ³irul

binomial asociat lui R, iar {qn}n≥0 este ³irul binomial asociat lui Q.
S  not m f(t) := ΣR/Q(t), adic  R = f(Q).
Atunci ³irul bazic {pn(x) = TQ/Rqn}n≥0 este ³irul binomial asociat operatoru-

lui

P = f 〈−1〉(Q).

Demonstraµie. Din Teorema 6.12, deducem

ΣP/Q = ΣQ/R ◦ ΣQ/R ◦ Σ−1
Q/R = ΣQ/R = f 〈−1〉.

Folosind egalitatea (5.9) pentru ³irul binomial {pn(x)}n≥0 din corolarul de
mai sus, deducem c , pentru orice polinom q ∈ R[x], avem o descompunere de forma

q(x) =
∑
k=0

1
k!
(P kq)x=0pk.

În particular, dac  alegem q = qn, deducem

qn =
∑
k=0

1
k!
(P kqn)x=0pk
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³i deci

rn = T −1
Q/Rqn = T −1

R/Q

(∑
k≥0

1
k!
(P kqn)x=0pk

)
=
∑
k≥0

1
k!
(P kqn)x=0T −1

Q/Rpk =

=
∑
k≥0

1
k!
(P kqn)x=0qk =

∑
k≥0

1
k!
(
f 〈−1〉(Q)kqn

)
x=0

qk.

Am obµinut astfel urm torul rezultat fundamental.
Teorema 6.14. S  presupunem c  Q,R ∈ Di�Opinv.
Not m cu {qn(x)}n≥0 ³irul bazic asociat lui Q ³i cu {rn(x)}n≥0 ³irul binomial

asociat lui R.
Dac  f(t) = ΣR/Q(t), adic  R = f(Q), atunci

rn =
∑
k≥0

1
k!
(
f 〈−1〉(Q)kqn

)
x=0

qk,

pentru orice n ≥ 0.
Remarca 6.15. (a) În teorema de mai sus s  observ m c  num rul real(

f 〈−1〉(Q)kqn
)
x=0

qk

este egal cu n! înmulµit cu coe�cientul lui tn în seria f 〈−1〉(t), adic 

1
k!

f 〈−1〉(Q)kqn = n![t]n
(
f 〈−1〉(t)

)k
.

Dac  not m g(t) = f 〈−1〉(t) deducem c  matricea de tranziµie de la ³irul {qn(x)}n≥0

la ³irul {rn(x)}n≥0 este dat  de

Akn =
n!
k!
[tn]g(t)k.

Rezult  c 

Ak(t) :=
∑
n≥0

Akn
tn

n!
=

1
k!

g(t)k.

Cu alte cuvinte, Ak(t), funcµia generatoare de tip exponenµial a numerelor de

pe linia k a matricei de tranziµie este egal  cu seria formal 
1
k!

g(t)k.

(b) S  scriem f(t) sub forma

t

h(t)
, h(t) = h0 + h1t+ · · · ∈ R[[t]], h0 �= 0.

Atunci, din formula de inversiune a lui Lagrange, deducem

[t]ng(t)k =
k

n
[tn−k]h(t)k, n, k ≥ 0.
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Rezult 

Akn =
(n− 1)!

(k − 1)!
[tn−k]h(t)k ⇔ 1

(n− 1)!
Akn =

=
1

(k − 1)!
[tn−k]h(t)k =

1
(k − 1)!

[tn](th(t))k.

Înmulµind ultima egalitate cu tn ³i apoi sumând dup  n ≥ 1, deducem∑
n≥1

Akn
tn

(n− 1)!
=

1
(k − 1)n

tkh(t)k.

Putem rescrie acest lucru sub forma

tDtAk(t) =
1

(k − 1)n
tkh(t)k.

Dac  ne reamintim c  f(t) =
t

h(t)
, deducem c  th(t) =

t2

f(t)
³i, prin urmare,

t−k+1DtAk(t) =
1

(k − 1)!

( t

f(t)

)k
.

În aplicaµii, un caz particular al Teoremei 6.14 este foarte util.
Corolarul 6.16. S  presupunem c  R ∈ Di�Opinv. Not m cu {rn(x)}n≥0

³irul binomial asociat lui R ³i cu σ(t) ∈ R[[t]] simbolul lui R, adic 

R = σ(Dx).

Dac  not m cu µn(x) monomul µn(x) = xn
, atunci

rn(x) =
∑
k≥0

1
k!
(σ〈−1〉(Dx)kµn)x=0µk(x).

Demonstraµie. În Teorema 6.14, alegem Q = Dx.
Atunci

Qn(x) = xn = µn(x) ³i f(t) = ΣR/Dx
(t) = σR(t) = σ(t).

Corolarul 6.17. S  presupunem c  P ∈ Di�Opinv, iar {pn(x)}n≥0 este

³irul binomial asociat lui P . Dac  σ(t) este simbolul lui P , adic  P = σ(Dx), iar
g(t) = σ〈−1〉(t), atunci ∑

n≥0

pn(x)
tn

n!
= exg(t).

Demonstraµie. S  not m cu G operatorul

G = g(Dx) ∈ Di�Opinv ⇐⇒ ΣG/Dx
(t) = g(t).
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Folosind Corolarul 6.16, deducem

pn(x) =
n∑

k=0

Gk(xn)x=0
xk

k!
=

n∑
k≥0

Gk(xn)x=0
xk

k!
.

Pentru h ∈ R consider m operatorul

Qh : R[x]→ R[x], Qhp =
∑
n≥0

pn(h)
n!

Dn
xp.

S  observ m c  Qh este un operator admisibil invariant la translaµii al c rui
simbol este

ΣQh/Dx
(t) =

∑
n≥0

pn(h)
tn

n!
.

Pe de alt  parte

Qh =
∑
n≥0

pn(h)
n!

Dn
x =

∑
n≥0

( n∑
k≥0

Gk(xn)x=0
hk

k!

) 1
n!

Dn
x =

∑
k≥0

hk

k!

(∑
n≥0

Gk(xn)x=0

n!
Dn

x

)
.

Deoarece {xn}n≥0 este ³irul binomial asociat lui Dx, deducem, din (6.3), c 

Gk =
∑
n≥0

Gk(xn)x=0

n!
Dn

x .

Prin urmare,

Qh =
∑
k≥0

hk

k!
Gk = ehG =⇒ ΣQh/G(t) = eht.

Folosind Exerciµiul 6.8, deducem∑
n≥0

pn(h)
tn

n!
= ΣQh/Dx

= ΣQh/G ◦ ΣG/Dx
(t) = ehg(t).

7. Exemple

S  ilustr m rezultatele obµinute pe câteva situaµii celebre.
Exerciµiul 7.1. [Polinoamele lui Laguerre]. Ca s  vedem cum funcµi-

oneaz  Corolarul 6.16 îl aplic m într-o situaµie concret , dar cu multe aplicaµii în
matematic .

S  presupunem c  R este operatorul lui Laguerre

R = Lag = Dx(Dx − 1)−1.

S  not m cu {(n(x)}n≥0 sirul binomial asociat operatorului lui Laguerre.
Dorim s  d m o descriere mai explicit  a acestor polinoame folosind Corolarul

6.16.
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Simbolul operatoratorului Lag este

s(t) = t(t− 1)−1.

Pentru a a�a inversa compoziµional  a seriei s rezolv m ecuaµia

s = t(t− 1)−1,

în care necunoscuta este t.
Ajungem la concluzia surprinz toare

t = s(s− 1)−1.

Cu alte cuvinte

s〈−1〉(t) = s(t).

Deducem

(n(x) =
∑
k≥0

1
k!
(Lagkµn)x=0x

k

³i

µn(x) = xn.

Pentru a calcula (Lagµn)x=0 putem folosi �e calculele din Exemplul 6.11, �e
putem proceda direct, folosind formula

Lag = −D(1−D)−1 =⇒ Lagk = −Dk(1 −D)−k = (−1)kDk
∑
j≥0

(
j + k − 1

j

)
Dj .

Coe�cientul lui Dn în aceast  serie este

(−1)k
(
n− 1
n− k

)
= (−1)k

(
n− 1
k − 1

)
³i deci

(Lagkµn)x=0 = (−1)k
(
n− 1
k − 1

)
(Dnµn)x=0 = (−1)kn!

(
n− 1
k − 1

)
.

Prin urmare

(n(x) = n!
n∑

k=1

(−1)k
(
n− 1
k − 1

)
xk

k!
.

Deoarece (n(0) = 0, pentru orice n > 0, deducem c  polinomul (n+1(x) se
scrie ca un produs

(n+1(x) = xLn(x),

unde gradLn = n.
Mai exact

Ln(x) = n!
n∑

k=0

(
n

k

)
(−x)k

k!
.
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De exemplu

L0(x) = 1, L1(x) = (1− x), L2(x) = (2 − 4x+ x2).

Polinoamele Ln(x) au multe aplicaµii în matematic . Au ap rut mai întâi în
�zica matematic , dar în ultimile decenii ³i-au f cut apariµia ³i în combinatoric . S 
meµion m o astfel de aplicaµie surprinz toare.

Probabil cititorul a auzit deja de problema deranjamentelor, dar pentru orice
eventualitate o reamintim. S  presupunem c  avem n bile, numerotate cu numerele
1, . . . , n ³i n cutii numerotate cu numerele 1, . . . n. Problema clasic  a deranja-
mentelor întreab  în câte moduri putem distribui bilele, una pe cutie, încât niciuna
din bile s  nu �e situat  într-o cutie cu acela³i num r ca ³i bila.

R spunsul la acest  întrebare se g se³te prin metoda includerii-excluderi ³i
deducem c  num rul de deranjamente este

Dn = n!
n∑

k=1

(−1)k
k!

.

Putem considera o situaµie mult mai so�sticat . S  presupunem c  avem o
partiµie a mulµimii {1, . . . , n} în k submulµimi nevide

{1, . . . , n} = F1 ∪ · · · ∪ Fk, Fi ∩ Fj �= ∅,

pentru orice i �= j.
Not m fi := |Fi|. Not m cu D(f1, . . . , fk) num rul de permut ri ϕ ale

mulµimii {1, . . . , n} cu proprietatea c  nu exist  i ∈ {1, . . . , n} încât i ³i ϕ(i) se a�a
în aceea³i mulµime a partiµiei. Punem aceast  problem  într-un mod mai amuzant.

S  presupunem c  la o petrecere particip  k familii F1, . . . , Fk ³i în total sunt
n persoane. Fiecare din persoane î³i scrie numele pe o bucat  de hârtie pe care
apoi o pune într-o cutie. Urmeaz  o tragere la sorµi în care �ecare persoan  extrage
un nume din cutie. Atunci D(f1, . . . , fk) este num rul de posibilt µi de trageri la
sorµi cu proprietatea c  nici una dintre persoane nu a extras numele unei persoane
din familia sa. Problema clasic  a deranjamentelor corespunde cazului special când
k = n, fi = 1.

Un rezultat din 1976 datorat matematicienilor S. Even ³i J. Gillis ofer  un
r spuns surprinz tor, anume:

D(f1, . . . , fk) = (−1)n
∞∫
0

e−xLf1(x) · · ·Lfk
(x)dx.

Este u³or de veri�cat c  într-adev r

n!
n∑

k=1

(−1)k
k!

=

∞∫
0

e−x(x − 1)ndx.

Demostraµia cazului general este bazat  tot pe principiul includerii-excluderii,
dar necesit  mai mult  ingeniozitate pentru a formula rezultatul �nal într-o form 
a³a de elegant .
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La foarte scurt timp dup  ce Even ³i Gillis au demonstrat acest fapt,
D. M. Jackson a dat o demonstraµie foarte scurt  bazat pe rezultatele din Exerciµiul
2.9. Cititorul are acum toate cuno³tiinµele necesare demonstr rii acestui rezultat
curios.

Exerciµiul 7.2. Ar taµi c 

(n(x) = xexDn
x(e

−xxn−1),

pentru orice n ≥ 0.
Exerciµiul 7.3. [Polinoame Bernoulli]. Polinoamele lui Bernoulli

{βn(x)}n≥0 formeaz  un ³ir bazic foarte special care nu este normalizat, dar al
c rui operator fundamental este Dx, adic 

Dβn(x) = nβn−1(x), (7.1)

pentru orice n ≥ 1.
În plus, aceste polinoame satisfac ecuaµiile cu diferenµe

(∆βn)(x) = Dx(xn), (7.2)

pentru orice n ≥ 1.
S  ar t m ca aceste dou  condiµii de mai sus de�nesc unic ³irul bazic

{βn(x)}n≥0.
S  ne reamintim c  operatorul lui Bernoulli B satisface

DB = BD = ∆.

Aplicând operatorul B ambelor p rµi ale egalit µii (7.1) obµinem

BDβn = nBβn−1.

Pe de alt  parte, folosind (7.2), obµinem

BDβn = ∆βn = nxn−1

³i deducem

nxn−1 = nBβn−1,

pentru orice n ≥ 1, ceea ce implic 

βn = B−1(xn),

pentru orice n ≥ 0.
S  not m

bn := βn(0).

Numerele bn se numesc numerele lui Bernoulli.
S  observ m c 

Dk
xβn = [n]kβn−k.
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Din formula lui Taylor deducem c , pentru orice n ≥ 1, are loc egalitatea

βn(x) =
n∑

k=0

(Dk
xβn)(0)

xk

k!
=

n∑
k=0

[n]kβn−k(0)
xk

k!
=

n∑
k=0

(
n

k

)
bn−kx

k. (7.3)

Aceast  egalitate ne arat  ca polinoamle lui Bernoulli sunt unic determinate
de numerele lui Bernoulli.

S  not m cu b(t) funcµia generatoare de tip exponenµial a numerelor lui
Bernoulli, adic 

b(t) =
∑
n≥0

bn
tn

n!
.

Atunci egalitatea (7.3) se poate reformula compact sub forma

b(t)etx =
∑
n≥0

βn(x)
tn

n!
. (7.4)

Not m seria din partea dreapt  cu βx(t). S  ne reamintim c 

βn(x+ 1)− βn(x) = nxn−1,

pentru orice n ≥ 0.
Prin urmare

tn

n!
(βn(x+ 1)− βn(x)) = txn−1 xn−1

(n− 1)!
,

pentru orice n ≥ 1.
Sumând aceste egalit µi dup  n ≥ 1, deducem

βx+1(t)− βx(t) = tetx.

Pe de alt  parte, folosind (7.4), obµinem egalitatea

βx+1(t)− βx(t) = b(t)
(
et(x+1) − etx

)
.

Prin urmare

tetx = b(t)
(
et(x+1) − etx

)
= etxb(t)(et − 1),

de unde
t = b(t)(et − 1).

De aici rezult 

b(t) =
t

et − 1
.

Trebuie s  coment m puµin ultima egalitate. Seria formal  et−1 nu are invers
multiplicativ. S  observ m îns  c  putem scrie

et − 1 = t(1 +
t

2!
+ . . .+

tn−1

n!
+ . . .) = t

∑
n≥0

tn

(n+ 1)!
.
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Seria
∑
n≥0

tn

(n+ 1)!
are invers multiplicativ ³i atunci de�nim

t

et − 1
=

1∑
n≥0

tn

(n+ 1)!

.

Pentru a face calcule concrete este îns  mult mai util s  folosim egalitatea

t = b(t)(et − 1),

care conduce la urm toarele relaµii de recurenµ 

b0 = 1,
n∑

k=1

(
n

k

)
bn−k = 0,

pentru orice n ≥ 1.
Mai explicit (

n

1

)
bn−1 +

(
n

2

)
bn−2 + · · ·+

(
n

n

)
b0 = 0,

de unde rezult  c 

bn = − 1
n

((
n

2

)
bn−2 + · · ·+

(
n

n

)
b0

)
,

pentru orice n ≥ 1.
Iat  câteva valori pentru numerele lui Bernoulli :

b2k+1 = 0, pentru orice k ≥ 1,

n 0 1 2 4 6 8 10 12 14 16 18

bn 1 −1
2

1
6

− 1
30

1
42

− 1
30

5
66

− 691
2730

7
6

−3615
510

43867
798

Iat  ³i câteva polinoame Bernoulli :

β2(x) = x2 − x+
1
6
,

β3(x) = x3 − 3
2
x2 +

1
2
x,

β4(x) = x4 − 2x3 + x2 − 1
30

,

β5(x) = x5 − 5
2
x4 +

5
3
x3 − 1

6
x,

β6(x) = x6 − 3 x5 +
5
2
x4 − 1

2
x2 +

1
42

.
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Polinoamele Bernoulli apar în surpinz tor de multe situaµii în matematic .
Vrem s  menµionam aici câteva aplicaµii elementare.
Din egalitatea

βk+1(x + 1)− βk+1(x) = (k + 1)xk,

pentru orice x ∈ R, k ≥ 1, deducem

βk(n)− βk(0) = (k + 1)(1k + 2k + · · ·+ (n− 1)k),

adic 
n−1∑
j=1

jk =
1

k + 1
(
βk+1(n)− βk+1(0)

)
. (7.5)

Mai general, are loc egalitatea

n−1∑
j=0

(h+ j)k =
1

k + 1
(
βk+1(h+ n)− βk+1(h),

)
, (7.6)

pentru orice h ∈ R.
De exemplu

15 + 25 + 35 + · · ·+ (n− 1)5 =
1
6

(
n6 − 3n5 +

5
2
n4 − 1

2
n2

)
,

pentru orice n ≥ 2.
Exemplul de mai sus este un caz special al formulei de sumare Euler-MacLa-

urin.
S  presupunem c  p este un polinom. S  not m

q := Bp⇐⇒ q(x) =

x+1∫
x

p(t)dt.

În particular,

q(x + j) =

x+j+1∫
x+j

p(t)dt.

Rezult  c 
n−1∑
j=0

q(x+ j) =

n∫
0

p(t)dt.

Dac  acum scriem p(x) = (B−1q)(x), obµinem

n−1∑
j=0

q(x+ j) =

x+j∫
x

(B−1q)(t)dt. (7.7)
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În �ne, dac  polinomul q este derivata unui polinom f , adic  q = Df atunci
B−1Df = DB−1 deoarece B−1 este invariant la translaµii ³i deci comut  cu D. Din
formula Leibniz-Newton, obµinem celebra formul  de sumare Euler-MacLaurin:

n∑
j=0

Dxf(x+ j) =
(∑
k≥0

bk
k!
(Dkf)(x+ n)

)
−
(∑
k≥0

bk
k!
(Dkf)(x)

)
=

= (B−1f)(x+ n)− (B−1f)(x).

(7.8)

Probabil c  ar trebui s  explic m de ce egalitatea de mai sus este uluitoare.
Suma din partea stâng  a egalit µii depinde de comportarea global  a polinomului
f pe întreg intervalul [x, x+ n]. Pe de alt  parte, suma din partea dreapt  depinde
doar de comportarea local  a lui f doar în vecin tatea a dou  puncte, anume x ³i
x+ n.

Exerciµiul 7.4. S  consider m seria formal  de puteri u(t) =
∑
n≥0

un
tn

n!
cu

proprietatea c  u0 �= 0.
Not m cu P operatorul P = u(D) ∈ Op∗

inv ³i cu pn(x) polinoamele P (xn).
Ar taµi c  ∑

n≥0

pn(x)
tn

n!
= u(t)etx.

Exerciµiul 7.5. (a) Ar taµi c 

βn(x) = (−1)nβn(1− x),

pentru orice n ≥ 1 ³i orice x ∈ R ³i

b2k+1 = 0,

pentru orice k ≥ 1.
(b) Demonstraµi formula lui Raabe

1
n

n∑
j=0

βk

(
x+

j

n

)
=

1
nk

βk(nx),

pentru orice k, n ≥ 1.
(c) Ar taµi c 

βk

(
1
2

)
= bk

(
1

2k−1
− 1
)
.

(d) Ar taµi c , pentru orice x ∈
(
0,

1
2

)
, au loc inegalit µile

(−1)kβ2k−1(x) > 0, (−1)k
(
β2k(x)− b2k

)
> 0.

(e) Ar taµi c 
(−1)k+1b2k > 0,

pentru orice k ≥ 0.
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Exerciµiul 7.6. S  de�nim funcµiile Bernoulli periodice

β̄n(x) = βn(x− �x�),

unde �x� este partea întreg  a num rului real x.
S  presupunem c  f : R → R este o funcµie in�nit diferenµiabil .
(a) Ar taµi, prin inducµie dup  n ≥ 1, c 

f(0) =

1∫
0

f(t)dt+
n∑

k=1

=
bk
k!

(
f (k−1)(1)− f (k−1)(0)

)
+

(−1)n
n!

1∫
0

βn(t)f (n)(t)dt.

(b) Ar taµi c , pentru orice întregi pozitivi m, n, are loc egalitatea

m−1∑
j=0

f(j) =

m∫
0

f(t)dt+
n∑

k=1

bk
k!

(
f (k−1)(m)− f (k−1)(0)

)
+

(−1)n
n!

m∫
0

β̄n(t)f (n)(t)dt.

Indicaµie: Folosiµi partea (a) pentru funcµiile fj(t) = f(t + j), unde
j = 0, . . . ,m− 1.

Exerciµiul 7.7. (a) Ar taµi c , pentru orice k ≥ 1, are loc egalitatea

1∫
0

β̄2k(t)dt = 0.

(b) Ar taµi c , pentru orice întregi k,m ≥ 1, au loc egalit µile

1∫
0

β̄2k(t) sin(2mπt)dt = 0

³i

Ak,m :=

1∫
0

β̄2k(t) cos(2πmt)dt =
(−1)k+1(2k)!

(2πm)2k
.

(c) S  consider m funcµiile

fm(t) =
m∑
j=1

Ak,m cos 2πjt

³i

Cm(t) =
m∑
j=0

cos(2πjt).

Ar taµi c 
1∫

0

Cm(t)dt = 1
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³i
b2k = β̄2k(0) = lim

m→∞ fm(0).

Indicaµie. Scrieµi diferenµa b2k − fm(0) sub forma

b2k − fm(0) =

1∫
0

β̄2k(0)dt−
1∫

0

β̄2k(t)Cm(t)dt =

1∫
0

Cm(t)
(
β̄2k(0)− β̄2k(t)

)
dt.
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Despre formula lui Taylor ³i calculul unor limite

de Marian Tetiva

Abstract

The aim of this article is the calculate some limits using Taylor series. Establish-

ing the order of convergence of some sequences could be considered the starting point

of this work. Some short presentation of function series and Taylor series is included.

Key words: Taylor formula, limits, Taylor series.

M.S.C.: 26A03, 26A06, 26A24.

1. Introducere. S  consider m, pentru început, numerele reale pozitive
a1, a2, . . . , ap (unde p ≥ 2 este un num r natural) ³i funcµia h : R → R∗

+ de�nit 
prin

h(x) =


(
ax1 + ax2 + · · ·+ axp

p

) 1
x

, dac  x �= 0

p
√
a1a2...ap, dac  x = 0.
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Dup  cum se ³tie, funcµia h este continu  pe R, continuitatea în origine

stabilindu-se prin calculul limitei ,,de tip 1∞� lim
x→0

(
ax1 + ax2 + · · ·+ axp

p

) 1
x

, care este

egal  cu p
√
a1a2 . . . ap, deci cu valoarea funcµiei în 0. Continuitatea pe R−{0} rezult 

din faptul c  funcµia se exprim  prin operaµii elementare cu funcµii elementare, ³i în
acela³i fel ne d m seama c  ea este inde�nit derivabil  pe R− {0}; se pune în mod
�resc problema: este funcµia h derivabil  în origine? R spunsul la aceast  întrebare
este a�rmativ ³i ar t m acest lucru în continuare.

Deoarece funcµia este derivabil  în vecin tatea originii ³i continu  în origine
se poate utiliza corolarul teoremei lui Lagrange, conform c ruia, dac  exist  ³i este
�nit  limita derivatei lim

x→0
h′ (x), atunci funcµia este derivabil  în 0, având derivata

în 0 egal  cu aceast  limit . Avem:

h′ (x) =
h (x)

ax1 + ax2 + · · ·+ axp
·

·
x
(
ax1 ln a1 + ax2 ln a2 + · · ·+ axp ln ap

)
−
(
ax1 + ax2 + · · ·+ axp

)
ln

ax1 + ax2 + · · ·+ axp
p

x2
,

pentru orice x �= 0. Se poate calcula limita primului raport din aceast  expresie,

pentru x→ 0 (anume, ea este
p
√
a1a2...ap

p
), iar pentru cea de-a doua fracµie folosim

regula lui l'Hospital (ne a� m în cazul
0
0
).

Derivata num r torului este

p∑
k=1

axk ln ak + x

p∑
k=1

axk ln
2 ak −

(
p∑

k=1

axk ln ak

)
ln

p∑
k=1

axk

p
−
(

p∑
k=1

axk

) p∑
k=1

axk ln ak

p∑
k=1

axk

=

= x

p∑
k=1

axk ln
2 ak −

(
p∑

k=1

axk ln ak

)
ln

p∑
k=1

axk

p

³i, deoarece avem

lim
x→0

x

p∑
k=1

axk ln
2 ak −

(
p∑

k=1

axk ln ak

)
ln

p∑
k=1

axk

p

2x
=

= lim
x→0


1
2

p∑
k=1

axk ln
2 ak −

1
2

(
p∑

k=1

axk ln ak

)
ln


p∑

k=1

axk

p


1
x
 =
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=
1
2

p∑
k=1

ln2 ak −
1
2

(
p∑

k=1

ln ak

)
ln p
√
a1a2...ap =

p

(
p∑

k=1

ln2 ak

)
−
(

p∑
k=1

ln ak

)2

2p
,

rezult  c  aceasta este ³i limita celui de al doilea raport din expresia derivatei h′(x).
Atunci avem

h′ (0) = lim
x→0

h′ (x) =

p

(
p∑

k=1

ln2 ak

)
−
(

p∑
k=1

ln ak

)2

2p2
p
√
a1a2...ap.

S  mai observ m c , dac  folosim de�niµia derivatei, am obµinut relaµia

lim
x→0


p∑

k=1

axk

p


1
x

− p
√
a1a2 . . . ap

x
= lim

x→0

h(x)− h(0)
x

=

= h′(0) =

p

(
p∑

k=1

ln2 ak

)
−
(

p∑
k=1

ln ak

)2

2p2
· p
√
a1a2 . . . ap,

care conduce ³i la

lim
n→∞n

((
n
√
a1 + n

√
a2 + · · ·+ n

√
ap

p

)n

− p
√
a1a2 . . . ap

)
= h′ (0) ,

adic  stabile³te ordinul de convergenµ  al ³irului cu termenul general

xn =
(

n
√
a1 + n

√
a2 + · · ·+ n

√
ap

p

)n

= h

(
1
n

)
(care are, la fel ca ³i funcµia h în origine, limita p

√
a1a2...ap).

Dup  felul în care am calculat derivata funcµiei h se observ  c  aceasta este
continu  (chiar ³i în origine) ³i, cum am ar tat mai sus, h′ este derivabil  pe R−{0}
(h are derivate de orice ordin pe R − {0}); întrebarea natural  care se pune acum
este dac  funcµia h′ este derivabil  în origine (deci dac  h este de dou  ori derivabil 
în 0). Problema care se ive³te este, evident, aceea a calculelor care devin tot mai
nepl cute (nici în prima faz  nu au fost tocmai simple), de aceea se impune g sirea
unei alte metode pentru investigarea derivabilit µii lui h′ (³i, eventual, mai departe);
remarc m, totu³i, c  datorit  continuit µii derivatei întâi putem calcula h′′ (0) =
= lim

x→0
h′′ (x). Pentru a putea continua aceast  discuµie s  facem întâi o parantez 

mai lung , referitoare la formula pomenit  în titlu precum ³i alte chestiuni înrudite
cu aceasta.
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2. Formula lui Taylor se enunµ , de obicei, într-o form  asem n toare cu
cea care urmeaz  (a se vedea [2], [3]).

Teorema 1. (Formula lui Taylor) Fie I un interval ³i f o funcµie de�nit 

³i de n + 1 ori derivabil  pe I (n �ind un num r natural). Atunci, pentru orice

a, b ∈ I, a �= b, exist  c ∈ I, cuprins între a ³i b (ceea ce înseamn  c  a < c < b sau

b < c < a, în funcµie de ordinea care exist  între a ³i b), astfel încât

f (b) = f (a) +
f ′ (a)
1!

(b− a) + · · ·+ f (n) (a)
n!

(b− a)n +
f (n+1) (c)
(n+ 1)!

(b− a)n+1
.

Se observ  c , pentru n = 0, teorema devine binecunoscuta teorem  a cre³-
terilor �nite a lui Lagrange. Demonstraµia se bazeaz  pe urm toarea

Lem . Fie F , G dou  funcµii de�nite pe intervalul I, n un num r natural

³i a, b ∈ I. Presupunem c  F ³i G sunt de n + 1 ori derivabile pe I, c  F (k) (a) =
= G(k) (a) = 0, pentru k = 0, 1, ..., n ³i c  G(n+1)

nu se anuleaz  în intervalul (a, b)
(sau (b, a)). Atunci exist  c ∈ I, cuprins între a ³i b astfel încât

F (b)
G (b)

=
F (n+1) (c)
G(n+1) (c)

.

Demonstraµie. Vom presupune, pentru �xarea ideilor, c  a < b (cazul b < a
tratându-se la fel). Mai întâi observ m c  funcµia G ³i toate derivatele sale pân  la
cea de ordinul n inclusiv nu se anuleaz  în intervalul (a, b]; demonstr m acest fapt
pentru G, pentru derivate ne�ind nici o deosebire esenµial .

Într-adev r, dac  exist  un punct α ∈ (a, b] astfel încât G (α) = 0, atunci
(având ³i G (a) = 0), conform teoremei lui Rolle, exist  α1 ∈ (a, α), astfel încât
G′ (α1) = 0. Apoi, pentru c  ³i G′(a) = 0, iar ³i aplicând teorema lui Rolle, rezult 
existenµa unui α2 ∈ (a, α1), astfel încât G′′ (α2) = 0; continu m în acela³i fel ³i
obµinem pân  la urm  un αn+1 ∈ (a, αn) ⊆ (a, b) , astfel încât G(n+1) (αn+1) = 0,
deci o contrazicere a ipotezei c  G(n+1) nu se anuleaz  în intervalul (a, b).

Demonstraµia lemei se bazeaz  pe aplicarea repetat  a teoremei lui Cauchy.
Mai întâi, exist  c1 ∈ (a, b) astfel încât

F (b)
G (b)

=
F (b)− F (a)
G (b)−G (a)

=
F ′ (c1)
G′ (c1)

;

apoi aplic m teorema lui Cauchy derivatelor funcµiilor ³i g sim c  exist  c2 ∈
∈ (a, c1) ⊆ (a, b), astfel încât

F ′ (c1)
G′ (c1)

=
F ′ (c1)− F ′ (a)
G′ (c1)−G′ (a)

=
F ′′ (c2)
G′′ (c2)

³.a.m.d.
În �nal se obµin ck, k = 1, 2, . . . , n + 1, astfel încât, ck+1 ∈ (a, ck), pentru

k = 1, 2, ..., n ³i
F (b)
G (b)

=
F ′ (c1)
G′ (c1)

= . . . =
F (n+1) (cn+1)
G(n+1) (cn+1)

³i demonstraµia se încheie cu c = cn+1.
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Demonstraµia teoremei 1. Aplic m lema funcµiilor F,G : I → R de�nite
prin

F (x) = f (x)− f (a)− f ′ (a)
1!

(x− a)− · · · − f (n) (a)
n!

(x− a)n ,

G (x) = (x− a)n+1
,

pentru orice x ∈ I.
Se veri�c  u³or condiµiile

F (k) (a) = G(k) (a) = 0,

pentru k = 0, 1, ..., n; de asemenea,

F (n+1) (x) = f (n+1) (x)

³i
G(n+1) (x) = (n+ 1)! �= 0,

pentru orice x ∈ I.
Atunci, conform lemei, exist  c ∈ (a, b) (sau c ∈ (b, a)), astfel încât

F (b)
G (b)

=
F (n+1) (c)
G(n+1) (c)

,

egalitate care se dovede³te echivalent  cu

f (b) =
n∑

k=0

f (k) (a)
k!

(b− a)k +
f (n+1) (c)
(n+ 1)!

(b− a)n+1

³i formula lui Taylor este demonstrat .
Vom scrie aceast  formul  în forma

f (x) =
n∑

k=0

f (k) (a)
k!

(x− a)k +
f (n+1) (c)
(n+ 1)!

(x− a)n+1
,

unde a < c < x sau x < c < a, sau în forma

f (x) = Tn (f, a) (x) +Rn (f, a) (x) ,

unde

Tn (f, a) (x) =
n∑

k=0

f (k) (a)
k!

(x− a)k

se nume³te polinomul Taylor de grad n asociat funcµiei f în punctul a, iar Rn(f, a)(x)
este restul de ordin n în formula lui Taylor ; dac  nu exist  pericol de confuzie, vom
nota simplu Tn = Tn (f, a), respectiv Rn = Rn (f, a).

Teorema demonstrat  de noi ofer  o exprimare a restului, anume ea arat  c 
exist  (pentru a �xat ³i x în intervalul I) c = cx, cuprins între a ³i x, astfel încât

Rn (f, a) (x) =
f (n+1) (cx)
(n+ 1)!

(x− a)n+1 ;

198



aceasta este forma lui Lagrange a restului formulei lui Taylor de ordinul n (singura
pe care o vom folosi în aceast  lucrare).

Exist  ³i alte forme ale restului, pentru care se poate consulta [2]. Mai am-
intim aici doar forma integral  a restului: dac  derivata de ordinul n+ 1 a funcµiei
f este continu  pe I, atunci restul de ordin n poate � pus în forma

Rn =

x∫
a

(x− t)n

n!
f (n+1) (t) dt,

cu alte cuvinte are loc egalitatea

f (x) =
n∑

k=0

f (k) (a)
k!

(x− a)k +

x∫
a

(x− t)n

n!
f (n+1) (t) dt.

O prim  consecinµ  a teoremei 1 este formula ,,exact � a lui Taylor, care, de³i
nu va � folosit  în aceast  lucrare, este util  în nenum rate aplicaµii.

Corolarul 1. Dac  f este o funcµie polinomial  de grad n, atunci are loc

egalitatea:

f (x) = f (a) +
f ′ (a)
1!

(x− a) +
f ′′ (a)
2!

(x− a)2 + · · ·+ f (n) (a)
n!

(x− a)n ,

pentru orice numere reale a ³i x.
Pentru demonstraµie este su�cient s  observ m c  derivata de ordinul n+1 a

funcµiei f este identic nul  pe R, deci restul formulei lui Taylor este, de asemenea,
nul. Mai remarc m c , �ind o egalitate de funcµii polinomiale pe R, formula este,
de fapt, valabil  chiar pentru a ³i x numere complexe.

Corolarul 2. Fie f o funcµie de n+ 1 ori derivabil  pe intervalul I ³i a un

punct interior intervalului.
a) Dac  f (n+1)

este m rginit  într-o vecin tate a lui a, atunci

lim
x→a

f (x)− Tn (x)
(x− a)n

= 0.

b) Dac  derivata de ordinul n + 1 a funcµiei f este continu  în punctul a,
atunci

lim
x→a

f (x) − Tn (x)
(x− a)n+1 =

f (n+1) (a)
(n+ 1)!

.

Demonstraµie. a) Din formula lui Taylor se poate scrie, pentru x ∈ I, x �= a

f (x)− Tn (x)
(x− a)n

=
f (n+1) (cx)
(n+ 1)!

(x− a) ,

deci, dac  presupunem c 
∣∣f (n+1) (x)

∣∣ ≤ M pentru orice x ∈ V ∩ I (V �ind o
vecin tate a lui a), vom avea∣∣∣∣f (x) − Tn (x)

(x− a)n

∣∣∣∣ ≤ M

(n+ 1)!
|x− a| ,
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oricare ar � x �= a, su�cient de apropiat de a; din aceast  inegalitate concluzia
rezult  imediat.

b) La fel ca mai sus, putem rescrie formula lui Taylor în forma

f (x)− Tn (x)
(x− a)n+1 =

f (n+1) (cx)
(n+ 1)!

,

pentru x ∈ I, x �= a.
Avem, din ipotez ,

lim
x→a

f (n+1) (x) = f (n+1) (a) ;

cx din formul  este cuprins între a ³i x, de aceea, dac  x→ a, atunci ³i cx → a.
Atunci

lim
x→a

f (n+1) (cx) = f (n+1) (a)

³i din formula de mai sus rezult  ³i concluzia, anume

lim
x→a

f (x) − Tn (x)
(x− a)n+1 =

f (n+1) (a)
(n+ 1)!

.

De exemplu, deoarece funcµia exponenµial  x 
→ ex este inde�nit derivabil 
pe R ³i toate derivatele sale au valoarea 1 în origine, obµinem formula

lim
x→0

ex − 1− x− x2

2!
− · · · − xn

n!
xn+1

=
1

(n+ 1)!

(am ales a = 0, dar o formul  asem n toare � nu esenµial diferit  � se poate scrie
pentru orice a ∈ R).

S  mai remarc m un lucru, anume c , dac  derivata de ordin n+1 a funcµiei f
este m rginit  în vecin tatea punctului a, s  zicem, ca mai sus, c 

∣∣f (n+1) (x)
∣∣ ≤M

pentru x ∈ I, cu |x− a| < α, α > 0 �ind �xat, atunci se poate deduce, din formula
lui Taylor, inegalitatea:

|f (x)− Tn (x)| < M
αn+1

(n+ 1)!
,

valabil  pentru orice x ∈ I, |x− a| < α. Dac  ar � posibil  g sirea unei constante
M care s  �e independent  de n (m car pentru un interval mic (a− α, a+ α) în

jurul lui a), deoarece lim
n→∞

αn+1

(n+ 1)!
= 0, aceasta conduce la concluzia c  funcµia f

poate � aproximat , în vecin tatea lui a, cu polinoamele sale Taylor, aproximarea
�ind cu atât mai bun  cu cât n este mai mare, adic  am avea f (x) = lim

n→∞ Tn (x)

pentru x ∈ (a− α, a+ α) ∩ I. Acest fapt poate s  nu �e adev rat; de pild , se

poate ar ta c  pentru funcµia f : R → R, de�nit  prin f (x) = e−
1

x2 dac  x �= 0
³i f (0) = 0, exist  derivate de orice ordin în origine, toate egale cu 0. Desigur,
aceasta înseamn  c  polinomul Taylor de orice grad asociat funcµiei f în origine este
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identic nul, astfel c  egalitatea f (x) = lim
x→0

Tn (f, 0) (x) are loc numai pentru x = 0

(nu ³i pentru x într-un interval nedegenerat care conµine originea, deoarece f este
nenul  în toate punctele diferite de 0). În secµiunea care urmeaz  preciz m în alµi
termeni formula f (x) = lim

n→∞Tn (f, a) (x) ³i ar t m care este ideea care ne-a condus

la scrierea acestui articol.

3. Serii numerice ³i serii de funcµii. Serii Taylor. În mod obi³-
nuit o serie numeric  se de�ne³te ca �ind o pereche de ³iruri de numere reale(
(an)n≥1 , (Sn)n≥1

)
, unde, pentru orice n ≥ 1, avem Sn = a1 + a2 + · · · + an;

(Sn)n≥1 se nume³te ³irul sumelor parµiale ale seriei. Notaµia folosit  pentru o serie

este

∞∑
n=1

an sau
∑
n≥1

an (desigur c  ³irul (an) poate � indexat ³i cu n ≥ n0, unde

n0 poate � orice num r natural � nu neap rat 1 �, ceea ce se va re�ecta ³i în no-
taµia seriei). Convergenµa unei serii este în direct  leg tur  cu convergenµa ³irului
sumelor parµiale: dac  ³irul (Sn)n≥1 este convergent ³i are limita S, atunci seria∑
n≥1

an se zice ³i ea convergent  ³i se scrie
∑
n≥1

an = S. Faptul c 
∑
n≥1

an = ∞ (sau

−∞) înseamn  c  lim
n→∞Sn = ∞ (respectiv lim

n→∞Sn = −∞). În general, dac  ³irul

sumelor parµiale are limita S ∈ R ∪ {−∞,∞} se mai spune c  seria are suma S;
dac  (Sn)n≥1 nu are limit  seria nu are sum . În �ne, seria se nume³te divergent 

dac  ³irul sumelor parµiale este divergent (o serie cu suma in�nit  este divergent ).

De exemplu, avem
∑
n≥1

1
2n

= 1, deoarece

lim
n→∞

(
1
2
+

1
22

+ · · ·+ 1
2n

)
= lim

n→∞

(
1− 1

2n

)
= 1

³i, mai general,
∑
n≥1

qn =
q

1− q
, dac  q ∈ (−1, 1) (seria

∑
n≥1

qn se nume³te seria

geometric  ³i este convergent  pentru q ∈ (−1, 1)). De asemenea se veri�c  u³or
c  seria geometric  are suma ∞, dac  q ≥ 1 ³i nu are nici un fel de sum  în cazul
q ∈ (−∞,−1].

O alt  serie celebr  este seria armonic ; aceasta este seria
∑
n≥1

1
n

³i are suma

∞. Seria armonic  generalizat ,
∑
n≥1

1
ns

(unde s este un num r real �xat) este

convergent  dac  ³i numai dac  s > 1. În particular, o celebr  (³i frumoas ) formul 

a lui Euler a�rm  c 
∑
n≥1

1
n2

=
π2

6
(a se vedea [1], unde mai sunt demonstrate ³i

alte formule asem n toare).
O serie nu trebuie s  �e privit , simplist, ca �ind ,,o sum  in�nit � (ter-

men c ruia, de altfel, nu-i acord m nici un sens); dac  scriem S =
∑
n≥1

an (sau,

uneori, se mai folose³te ³i scrierea S = a1 + a2 + · · · ) trebuie s  înµelegem c 
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S = lim
n→∞ (a1 + a2 + · · ·+ an) ³i nimic altceva. Totu³i, notaµiile folosite amintesc

de sume, iar unele din propriet µile sumelor r mân valabile pentru serii. De exem-
plu avem

Propoziµia 1. Fie

∑
n≥1

an ³i

∑
n≥1

bn dou  serii având sumele S, respectiv T

(eventual in�nite) ³i α un num r real nenul. Atunci :

a) Dac  cn = αan, pentru orice n ∈ N∗, avem
∑
n≥1

cn = αS (altfel spus,

dar mai puµin precis, are loc egalitatea

∑
n≥1

αan = α
∑
n≥1

an; desigur cu convenµiile

obi³nuite de calcul cu simbolurile ±∞).

b) Dac  not m sn = an + bn, pentru orice n ≥ 1, avem
∑
n≥1

sn = S + T ,

mai puµin în cazul în care S ³i T sunt una ∞, cealalt  −∞ (adic 
∑
n≥1

(an + bn) =

=
∑
n≥1

an+
∑
n≥1

bn). În particular, dac  S =
∑
n≥1

an, atunci S−(a1 + a2 + · · ·+ am) =

=
∑

n≥m+1

an = am+1 + am+2 + · · · .

Demonstraµia nu este deloc complicat . S  not m Sn = a1 + a2 + · · ·+ an,
respectiv Tn = b1 + b2+ · · ·+ bn sumele parµiale ale celor dou  serii. Pentru punctul
a) mai not m Un = c1+c2+ · · ·+cn; deoarece Un = αSn, oricare ar � n ≥ 1, evident
vom avea

∑
n≥1

αan = lim
n→∞Un = α lim

n→∞Sn = αS = α
∑
n≥1

an. Existenµa limitei din

partea stâng  a semnului de egalitate este asigurat  de existenµa limitei din dreapta ³i
presupunerea c  α �= 0. Observ m c  dac  α = 0 proprietatea nu r mâne adev rat :

când seria
∑
n≥1

an are suma∞ (sau −∞) egalitatea nu este valabil , deoarece cn = 0,

oricare ar � n ∈ N∗, implic 
∑
n≥1

cn = 0, iar 0 · (±∞) nu are nici o semni�caµie. În

schimb, ea este adev rat  pentru orice α, dac  seria
∑
n≥1

an este convergent .

Pentru punctul b) �e Vn = s1 + s2 + · · · + sn, n ≥ 1. Avem Vn = Sn + Tn,
pentru orice n ≥ 1 ³i, deoarece am presupus c  S + T nu este o operaµie f r  sens,
rezult  c  ³irul (Vn)n≥1 are limit , egal  cu suma S+T a limitelor ³irurilor (Sn)n≥1

³i (Tn)n≥1; a³adar,
∑
n≥1

(an + bn) = lim
n→∞ Vn = S + T =

∑
n≥1

an +
∑
n≥1

bn, ceea ce

trebuia demonstrat. Ultima a�rmaµie rezult  considerând ³irul (bn)n≥1 de�nit prin
b1 = −a1, b2 = −a2, . . . , bm = −am ³i bn = 0, oricare ar � n ≥ m + 1. (Mai
remarc m cu aceast  ocazie ³i o alt  asem nare a seriilor cu sumele �nite: dac  toµi

termenii unui ³ir (xn)n≥1 sunt nuli, începând de la rangul m+1, atunci seria
∑
n≥1

xn

este convergent , suma sa �ind chiar
m∑

n=1

xn.)
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Este clar acum c  o serie de funcµii se poate de�ni dac  avem un ³ir de funcµii

fn, n ∈ N∗, de�nite pe o aceea³i mulµime A⊆R; seria de funcµii se noteaz  prin
∑
n≥1

fn

sau

∞∑
n=1

fn ³i reprezint , în fond, ansamblul tuturor seriilor numerice
∑
n≥1

fn (a),

unde a ∈ A. Seria de funcµii
∑
n≥1

fn este convergent  în punctul a ∈ A (respectiv

convergent  pe mulµimea B ⊆ A) dac  seria numeric 
∑
n≥1

fn(a) este convergent 

(respectiv dac  seriile
∑
n≥1

fn(b), b ∈ B sunt toate convergente).

Desigur, ³i în cazul seriilor de funcµii se pot de�ni sumele parµiale

Sn = f1 + f2 + · · ·+ fn

(doar c  acum acestea formeaz  un ³ir de funcµii); dac  în punctul a ∈ A seria
∑
n≥1

fn

este convergent , atunci avem∑
n≥1

fn (a) = lim
n→∞Sn(a) = lim

n→∞ (f1 (a) + f2 (a) + · · ·+ fn (a)) ,

egalitate care de�ne³te suma seriei

∑
n≥1

fn în punctul a ∈ A. Dac  seria este con-

vergent  pe mulµimea B ⊆ A, se poate de�ni o funcµie pe B, egal  în �ecare punct
al mulµimii B cu suma seriei în punctul respectiv; a³adar, dac  not m cu S suma

seriei
∑
n≥1

fn pe mulµimea de convergenµ  B, avem

S (b) = lim
n→∞Sn (b) = lim

n→∞ (f1 (b) + f2 (b) + · · ·+ fn (b)) ,

pentru oricare b ∈ B. Convergenµa despre care am discutat pân  acum a seriilor
de funcµii se nume³te convergenµ  punctual  sau simpl ; dac  detaliem de�niµia ei

putem spune în felul urm tor: seria de funcµii
∑
n≥1

fn este (simplu sau punctual)

convergent  pe mulµimea B ⊆ A c tre funcµia S : B → R dac  pentru orice ε > 0
³i pentru orice b ∈ B, exist  un rang N = N (ε, b) (care deci depinde de ε ³i de b),
astfel încât s  aib  loc inegalitatea |Sn (b)− S (b)| < ε, de îndat  ce n > N .

Se poate de�ni un alt tip de convergenµ , foarte important  în teoria seri-
ilor de funcµii (³i a ³irurilor de funcµii) punând în de�niµia de mai sus o condiµie
suplimentar , anume aceea ca N de acolo s  depind  numai de ε, nu ³i de b. Mai

precis, spunem c  seria
∑
n≥1

fn este uniform convergent  pe mulµimea B c tre funcµia

S : B → R dac  pentru orice ε > 0, exist  un rang N = N (ε) ∈ N (depinzând
numai de ε), astfel încât inegalitatea |Sn (b)− S (b)| < ε are loc pentru orice b ∈ B,
de îndat  ce n > N . În mod clar, convergenµa uniform  implic  pe cea simpl , dar
reciproca nu este adev rat  (vezi exemple în [2], [3]).

Noi vom discuta în cele ce urmeaz  despre un anume tip de serii de funcµii ³i
anume despre seriile Taylor, care cumva deja au ap rut în lucrarea noastr . Dac 
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f este o funcµie inde�nit derivabil  într-o vecin tate a punctului a ∈ R pentru care
egalitatea de la sfâr³itul secµiunii 2 este adev rat , adic  f (x) = lim

n→∞Tn (f, a) (x)

are loc pentru x ∈ (a− α, a+ α) (unde α > 0 este un num r �xat), se observ  c 
putem scrie aceasta ³i în forma

f(x) =
∑
n≥0

f (n)(a)
n!

(x− a)n,

pentru x ∈ (a− α, a+ α), adic  f este suma unei serii de funcµii pe intervalul
(a− α, a+ α); sumele parµiale ale acestei serii sunt tocmai cuno³tinµele noastre mai
vechi, polinoamele Taylor ale funcµiei f în punctul a. De aceea este �resc ca seria∑
n≥0

f (n) (a)
n!

(x− a)n s  se numeasc  seria Taylor asociat  funcµiei f în punctul a.

Dup  cum deja am remarcat egalitatea unei funcµii cu seria ei Taylor poate s  nu
aib  loc decât în punctul a (în care egalitatea este desigur adev rat , oricare ar �
funcµia f ³i punctul a în vecin tatea c ruia ea este inde�nit derivabil ); amintim c 
am observat acest lucru la funcµia f : R → R, de�nit  prin

f(x) =
{

e−
1

x2 , x �= 0
0, x = 0

,

în cazul punctului a = 0. O serie de forma
∑
n≥0

f (n) (0)
n!

xn (unde f este o funcµie

de�nit  ³i inde�nit derivabil  în vecin tatea originii) se nume³te serie MacLaurin.
Dac  egalitatea

f (x) =
∑
n≥0

f (n) (a)
n!

(x− a)n

are loc pentru orice x din vecin tatea punctului a, ea se nume³te dezvoltarea funcµiei

f în serie Taylor în jurul punctului a (respectiv în serie MacLaurin, dac  a = 0).
Un caz în care funcµia este egal  cu suma seriei sale Taylor este prezentat în:
Propoziµia 2. Fie f o funcµie inde�nit derivabil  pe intervalul I ³i a un

punct interior intervalului.
Presupunem c  exist  constantele pozitive α ³i M astfel încât s  aib  loc

inegalit µile

αn

n!
sup
x∈I

∣∣∣f (n) (x)
∣∣∣ ≤M,

pentru orice n ∈ N.
Atunci

f (x) =
∑
n≥0

f (n) (a)
n!

(x− a)n,

pentru x ∈ I, |x− a| < α.
Demonstraµie. Conform formulei lui Taylor, pentru x aparµinând interva-

lului I, avem f (x) = Tn (x) +Rn (x), unde restul poate � scris în forma

Rn (x) =
f (n+1) (c)
(n+ 1)!

(x− a)n+1
,
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c �ind cuprins între a ³i x. Rezult  c  pentru x în acest interval au loc inegalit µile

|Rn (x)| ≤M

(
|x− a|

α

)n+1

,

pentru orice n ∈ N; dac , în plus, îl alegem pe x astfel încât |x− a| < α, avem

lim
n→∞M

(
|x− a|

α

)n+1

= 0.

Atunci inegalit µile de mai sus arat  c  ³i lim
n→∞Rn(x) = 0, pentru orice x ∈ I

care veri�c  |x − a| < α. Dar lim
n→∞Rn(x) = 0 înseamn , practic, c  lim

n→∞Tn(x) =

= f(x), adic 

f (x) =
∑
n≥0

f (n) (a)
n!

(x− a)n,

pentru x ∈ I astfel încât |x− a| < α ³i demonstraµia este încheiat .
De exemplu, s  consider m funcµia exponenµial , f : R → R, f (x) = ex,

pentru orice x ∈ R; pentru aceasta avem f (n)(x) = ex, pentru orice num r natural
n ³i orice x ∈ R. Pentru x într-un interval de forma (−α, α) marginea superioar  a
funcµiei (³i, implicit, a oric rei derivate) este ea, astfel c 

αn

n!
sup
|x|<α

∣∣∣f (n) (x)
∣∣∣ = αn

n!
eα

are limita zero pentru n→∞.
Astfel am obµinut formula de dezvoltare în serie Taylor (de fapt MacLaurin,

�ind în jurul originii) a funcµiei exponenµiale,

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · · =

∑
n≥0

xn

n!
,

formul  valabil  pentru x ∈ (−α, α); cum îns  α poate � orice num r real, formula
are loc de fapt pentru orice num r real x. (S  mai spunem c  analog se obµine
dezvoltarea în serie Taylor într-un punct oarecare

ex =
∑
n≥0

(x− a)n

n!
ea,

pentru orice x ∈ R).
Totu³i, dac  împ rµim în aceast  egalitate prin ea, ceea ce se poate, conform

propoziµiei 1, ³i apoi not m x − a = y obµinem aceea³i formul  ca mai sus, adic 
dezvoltarea în serie Taylor în jurul punctului a nu este esenµial diferit  de aceea în
jurul originii.) Alte exemple mai des întâlnite de dezvoltare în serie MacLaurin (pe
care le l s m pentru veri�care cititorului � v. ³i [2]) sunt:

cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · · =

∑
n≥0

(
cos

nπ

2

) xn

n!
, x ∈ R,

205



sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · · =

∑
n≥0

(
sin

nπ

2

) xn

n!
, x ∈ R,

ln (1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · · =

∑
n≥0

(−1)n xn+1

n+ 1
, x ∈ (−1, 1],

(1 + x)r = 1 + rx+
r (r − 1)

2!
x2 + · · · =

∑
n≥0

r (r − 1) ... (r − n+ 1)
n!

xn, x ∈ (−1, 1]

(aici r este un num r real �xat). Ultima formul  devine, pentru r num r natural,
formula binecunoscut  a binomului lui Newton (se reduce la o sum  �nit ); l s m
cititorului veri�carea acestui fapt. Dac  r = −1 formula binomial  devine

1
1 + x

= 1− x+ x2 − x3 + · · · =
∑
n≥0

(−1)n xn, x ∈ (−1, 1] ,

sau, dac  înlocuim pe x cu −x,

1
1− x

= 1 + x+ x2 + x3 + · · · =
∑
n≥0

xn, x ∈ (−1, 1] ,

deci este formula de însumare a unei progresii geometrice cu raµia subunitar . Reco-
mand m tot lucrarea [2] pentru alte cazuri particulare ale formulei seriei binomiale,
precum ³i pentru alte dezvolt ri în serie Taylor sau MacLaurin.

În general nu este chiar u³or de stabilit dac  o funcµie dat  este � sau nu �
egal  cu suma seriei sale Taylor în vecin tatea unui punct ³i, dac  acest lucru se
întâmpl , cât de mare este intervalul în jurul punctului respectiv în care egalitatea

are loc. În schimb sunt bine studiate seriile de funcµii de forma
∑
n≥0

an (x− a)n, unde

(an)n≥0 este un ³ir de numere reale ³i a un num r real �xat, pe care le vom numi
serii de puteri (de³i aceast  denumire se folose³te mai ales în cazul a = 0; uneori
ele se numesc chiar serii Taylor, f r  a face referire la o anumit  funcµie). Noi nu
vom demonstra aici propriet µile seriilor de puteri, c ci ar ocupa nepermis de mult
spaµiu ³i întreaga lor teorie poate � g sit  în orice manual de analiz  matematic  de
nivel universitar încep tor, dar ne vom folosi de câteva dintre ele, pe care (doar) le
enunµ m în continuare.

Teorema 2. Fie a un num r real ³i (an)n≥0 un ³ir de numere reale; not m

cu f suma seriei de puteri

∑
n≥0

an (x− a)n într-o vecin tate a lui a, vecin tate pe

care o presupunem interval deschis centrat în a (în fapt, se poate demonstra c ,

dac  mulµimea de convergenµ  a unei asemenea serii nu se reduce doar la punctul a,
atunci ea este un asemenea interval, eventual împreun  cu una dintre sau cu ambele

extremit µi). Cu alte cuvinte, presupunem c  egalitatea f(x) =
∑
n≥0

an (x− a)n are

loc pentru orice x ∈ (a− α, a+ α), unde α este un num r real pozitiv �xat. Atunci

funcµia f este inde�nit derivabil  în vecin tatea lui a ³i an =
f (n) (a)

n!
, oricare ar
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� num rul natural n (adic 

∑
n≥0

an (x− a)n este chiar seria Taylor a funcµiei f în

punctul a).
În particular, de aici rezult  c , dac  o egalitate de forma∑

n≥0

an(x− a)n =
∑
n≥0

bn (x− a)n

are loc pentru orice x dintr-o vecin tate a punctului a, atunci

an = bn,

pentru orice n ∈ N, adic  o proprietate de unicitate a coe�cienµilor din scrierea ca
sum  a unei serii de puteri a unei funcµii date.

La ce ne folosesc nou  toate aceste fapte? Pentru a vedea la ce folosesc, s 
mai scriem o dat  egalitatea

f(x) =
∑
n≥0

an (x− a)n,

pentru orice x ∈ (a− α, a+ α), unde coe�cienµii an sunt, conform propoziµiei 3,

daµi de an =
f (n) (a)

n!
, pentru orice n; utiliz m acum propriet µile pe care le-am

demonstrat în propoziµia 1: pentru un num r natural p �xat, putem deduce de aici
c 

f (x)− Tp (f, a) (x)
(x− a)p+1 =

∑
n≥p+1

f (n) (a)
n!

(x− a)n−p−1 =
∑
n≥0

f (n+p+1) (a)
(n+ p+ 1)!

(x− a)n,

egalitate ce are loc pentru orice x ∈ (a− α, a+ α) , x �= a (deoarece am împ rµit

prin (x− a)p+1
). Corolarul al doilea al teoremei 1 ne permite s  prelungim aceast 

egalitate ³i în punctul a; consider m în acest scop funcµia g : (a − α, a + α) → R,
de�nit  prin

g (x) =


f (x)− Tp (f, a) (x)

(x− a)p+1 , x �= a

f (p+1)(a)
(p+ 1)!

, x = a

.

Conform rezultatului amintit funcµia g este continu , inclusiv în punctul a.
În plus, putem scrie

g (x) =
∑
n≥0

f (n+p+1) (a)
(n+ p+ 1)!

(x− a)n,

egalitate care, spre deosebire de cea anterioar , este valabil  pentru orice x ∈
∈ (a− α, a+ α) (adic  ³i pentru x = a). Avem acum o dezvoltare în serie de
puteri a funcµiei g în vecin tatea punctului a. Aplicând teorema 2, rezult  c  g este
o funcµie inde�nit derivabil  pe intervalul (a− α, a+ α), partea mai important  a
acestei a�rmaµii �ind c  g este inde�nit derivabil  în punctul a. Dac  mai µinem

207



seama ³i de felul în care se pot calcula coe�cienµii seriei din teorema 2 obµinem
urm torul rezultat (care constituie un µel al nostru în aceast  not ):

Teorema 3. Fie f o funcµie de�nit  ³i inde�nit derivabil  pe intervalul

(a− α, a+ α), iar p un num r natural. Consider m funcµia g de�nit  pe intervalul

(a− α, a+ α) prin

g(x) =


f (x)− Tp (f, a) (x)

(x− a)p+1 , x �= a

f (p+1) (a)
(p+ 1)!

, x = a

,

unde

Tp (f, a) (x) =
p∑

k=0

f (k) (a)
k!

(x− a)k

este polinomul Taylor de grad p asociat funcµiei f în punctul a. Atunci funcµia g
este, de asemenea, inde�nit derivabil  pe intervalul (a− α, a+ α), iar derivatele sale
în punctul a sunt date de formulele

g(n) (a)
n!

=
f (n+p+1) (a)
(n+ p+ 1)!

i.e.

g(n) (a) =
n!f (n+p+1) (a)
(n+ p+ 1)!

,

pentru n = 0, 1, 2, ... .

4. Aplicaµii. S  ne întoarcem la exemplul de la care am plecat. Pentru
funcµia f : R → R de�nit  prin

f (x) = ln
ax1 + ax2 + · · ·+ axp

p
,

(unde a1, a2, ..., ap sunt numere reale pozitive �xate) avem derivata întâi

f ′ (x) =
ax1 ln a1 + ax2 ln a2 + · · ·+ axp ln ap

ax1 + ax2 + · · ·+ axp

³i derivata a doua

f ′′ (x) =
1(

p∑
k=1

axk

)2 ·

( p∑
k=1

axk ln
2 ak

)(
p∑

k=1

axk

)
−
(

p∑
k=1

axk ln ak

)2
 ,

pentru orice x ∈ R; înseamn  c 
f (0) = 0,

f ′ (0) =
ln a1 + ln a2 + · · ·+ ln ap

p
= ln p

√
a1a2...ap
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³i

f ′′ (0) =

p

p∑
k=1

ln2 ak −
(

p∑
k=1

ln ak

)2

p2
.

În continuare vom aplica teorema 3 funcµiei f ³i anume, vom considera g :

R → R de�nit  prin g (x) =
f (x)− f (0)

x
=

f (x)
x

dac  x �= 0 ³i g (0) = f ′ (0);
conform teoremei aceast  funcµie este inde�nit derivabil  pe R ³i prima sa derivat 
este

g′ (0) =
1
2
f ′′ (0) =

p

p∑
k=1

ln2 ak −
(

p∑
k=1

ln ak

)2

2p2
.

Atunci pentru funcµia h de la începutul lucr rii (care este dat  de h (x) = eg(x),
pentru orice x ∈ R) vom avea

h′ (0) = g′ (0) eg(0) =

p

p∑
k=1

ln2 ak −
(

p∑
k=1

ln ak

)2

2p2
p
√
a1a2...ap,

deci am ajuns ³i pe aceast  cale la acela³i rezultat ca acolo; în plus am obµinut ³i
r spunsul la întrebarea referitoare la derivabilitatea funcµiei h: am demonstrat c 
h = eg este inde�nit derivabil  pe R (deoarece g este astfel, conform teoremei 3).
Putem chiar calcula în continuare derivata a doua a lui h în origine, anume avem

h′′ (0) =
(
(g′ (0))2 + g′′ (0)

)
eg(0); singurul element necunoscut aici este g′′ (0), dar,

tot în baza teoremei 3, acesta se poate calcula, ca �ind g′′ (0) =
1
3
f (3) (0). În privinµa

lui f (3)(0) d m aici doar rezultatul, pe care cititorul îl poate veri�ca (relativ!) u³or:

f (3) (0) =

p2

p∑
k=1

ln3 ak − 3p
p∑

k=1

ln2 ak

p∑
k=1

ln ak + 2

(
p∑

k=1

ln ak

)3

p3
.

Desigur, ³i în cazul acestei metode calculele devin din ce în ce mai complicate,
dar trebuie s  recunoa³tem c  ea ne ofer  mai multe posibilit µi decât abordarea
direct .

Sau, putem considera funcµia g : R → R, de�nit  prin

g (x) =


ex − 1− x− x2

2!
− · · · − xp

p!
xp+1

, x �= 0
1

(p+ 1)!
, x = 0

.

Conform teoremei 3, aceast  funcµie este inde�nit derivabil  pe R (am con-
struit pe g pornind de la funcµia exponenµial , f (x) = ex), iar derivatele sale în
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origine se pot calcula cu formulele

g(n) (0) =
n!f (n+p+1) (0)
(n+ p+ 1)!

=
n!

(n+ p+ 1)!
,

pentru orice n ∈ N.
În �nal vom mai da câteva aplicaµii, sub form  de exerciµii.

5. În loc de încheiere s  mai d m o demonstraµie pentru teorema 3.
Cititorul atent trebuie s  � observat o inconsecvenµ : în demonstraµia teoremei
am folosit esenµial faptul c  funcµia f se poate dezvolta în serie Taylor în jurul
punctului a, dar în enunµ nu am menµionat acest lucru, ci doar faptul c  f este
inde�nit derivabil  în vecin tatea punctului a, care, dup  cum s-a v zut, nu este
su�cient pentru a deduce c  f este suma seriei sale Taylor ³i în alte puncte decât
punctul a. Acest neajuns se poate corecta în cazul funcµiilor pentru care am aplicat
teorema (destul de greu în cazul primului exemplu, tot folosind teoria seriilor de
puteri), dar este oare ea valabil  ³i în forma în care am enunµat-o sau menµionarea
în ipotez  a faptului c  f se poate dezvolta în serie Taylor în jurul punctului a este
neap rat necesar ?

Desigur c  nu întâmpl tor am enunµat teorema în aceast  form : ea este
valabil  astfel ³i demonstraµia care urmeaz  (care nu are nici o leg tur  cu seriile
de puteri, dar, inevitabil, se leag  de formula lui Taylor) ne va l muri complet în
aceast  privinµ . Demonstraµia cuprinde o inducµie dup  p astfel c  avem nevoie
mai întâi de cazul p = 0, care este cuprins în urm toarea

Lem . Fie f : (a−α, a+α)→ R o funcµie inde�nit derivabil  pe (a−α, a+α)
³i funcµia g : (a− α, a+ α)→ R de�nit  prin

g(x) =


f (x)− f (a)

x− a
, x �= a

f ′ (a) , x = a
.

Atunci funcµia g este, de asemenea, inde�nit derivabil  pe (a−α, a+α), iar derivatele
sale în a sunt

g(n) (a) =
f (n+1) (a)

n+ 1
,

pentru n = 0, 1, 2, . . ..
Demonstraµie. Desigur, funcµia g este inde�nit derivabil  pe (a−α, a+α)−

−{a}; problema este ce se întâmpl  în punctul a.
Se poate calcula, cu ajutorul formulei lui Leibniz, derivata de ordinul n a

funcµiei g în punctele mulµimii (a − α, a + α) − {a}. (Amintim c  aceast  formul 
este

(uv)(n) =
n∑

k=0

Ck
nu

(n−k)v(k),

u ³i v �ind dou  funcµii de n ori derivabile.)
Avem atunci

g(n) (x) =
n∑

k=0

Ck
n

(
1

x− a

)(n−k)

(f (x)− f (a))(k) =
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=
n∑

k=0

Ck
n

(−1)n−k(n− k)!

(x− a)n−k+1
(f (x)− f (a))(k) =

=
n!

(x− a)n+1

(
(−1)n (f (x) − f (a)) +

n∑
k=1

(−1)n−k f (k) (x)
k!

(x− a)k
)

=

=
n!

(a− x)n+1

(
f (a)−

n∑
k=0

f (k) (x)
k!

(a− x)k
)

=
n!

(a− x)n+1 (f (a)− Tn (f, x) (a))

pentru orice x ∈ (a− α, a+ α), x �= a.
O prim  observaµie pe care o facem este c  derivata de orice ordin a lui g are

limit  �nit  în punctul a.
Într-adev r putem scrie formula lui Taylor

f (a) =
n∑

k=0

f (k) (x)
k!

(a− x)k +
f (n+1) (cx)
(n+ 1)!

(a− x)n+1
,

de unde

g(n) (x) =
f (n+1) (cx)

n+ 1
,

unde cx este un punct între a ³i x (remarc m c , faµ  de forma în care am mai
scris pân  acum formula, aici a ³i x ³i-au schimbat rolurile, dar asta nu afeceaz 
valabilitatea ei). De aceea, dac  x → a, avem ³i cx → a. Datorit  continuit µii
derivatei de ordinul n+ 1 a lui f în a, putem scrie lim

x→a
f (n+1) (x) = f (n+1) (a), ceea

ce implic  ³i lim
x→a

f (n+1) (cx) = f (n+1) (a).

Atunci, din exprimarea pe care am g sit-o pentru g(n) (x), rezult  c 

lim
x→a

g(n) (x) =
f (n+1) (a)

n+ 1
.

Acum concluzia enunµat  rezult  destul de u³or, prin inducµie dup  n. Întâi
vedem c , deoarece g este continu  în a (prin chiar de�niµia derivatei lui f în a)
³i derivabil  în vecin tatea lui a, existând limita derivatei în acest punct, se poate
folosi corolarul teoremei lui Lagrange pentru a deduce c  g este derivabil  în a ³i

g′ (a) = lim
x→a

g′ (x) =
f ′′ (a)

2
; totodat  am obµinut ³i c  g′ este continu  în a, ceea ce

ne permite s  calcul m derivata a doua a lui g în a ca limit : g′′ (a) = lim
x→a

g′′ (x) =

=
f (3) (a)

3
. Evident, continuând în acela³i fel, se obµine concluzia c , pentru orice

num r natural n, exist  g(n) (a) ³i este egal  cu lim
x→a

g(n) (x) =
f (n+1) (a)

n+ 1
; lema este

demonstrat  ³i putem trece acum la
Demonstraµia teoremei 3. Consider m funcµiile g0 = f, g1, g2, ..., gp+1

de�nite prin

gj+1 (x) =


gj (x) − gj (a)

x− a
, x �= a

f (j+1) (a)
(j + 1)!

, x = a

, j = 0, 1, 2, ..., p.
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Se constat  imediat, inductiv, c  gp+1 = g (din enunµul teoremei).
Mai precis, inductiv, se arat  c 

gj (x) =


f (x) − Tj−1 (f, a) (x)

(x− a)j
, x �= a

f (j) (a)
j!

, x = a

,

pentru j = 1, 2, ..., p+ 1. Într-adev r, egalitatea valorilor în a este evident . Dac 
presupunem c  formula de mai sus este adev rat  pentru x �= a, atunci

gj+1 (x) =
gj (x) − gj (a)

x− a
=

f (x)− Tj−1 (f, a) (x)

(x− a)j
− f (j) (a)

j!
x− a

=

=
f (x)− Tj−1 (f, a) (x)−

f (j) (a)
j!

(x− a)j

(x− a)j+1
=

f (x) − Tj (f, a) (x)

(x− a)j+1
,

deci formula are loc ³i pentru indicele j + 1 (³i x �= a).
Acum demonstraµia teoremei const  în aplicarea ,,în cascad � a lemei. Deoa-

rece f este inde�nit derivabil , va rezulta, pe baza lemei, c  tot a³a este g1; pentru
c  g1 este inde�nit derivabil , la fel va � g2, ³. a. m. d. În �nal rezult  c  g = gp+1

este inde�nit derivabil , iar derivatele sale succesive în a se pot calcula astfel

g(n) (a) = g
(n)
p+1 (a) =

g
(n+1)
p (a)
n+ 1

=
g
(n+2)
p−1

(n+ 1) (n+ 2)
= ... =

=
g
(n+p+1)
0 (a)

(n+ 1) (n+ 2) ... (n+ p+ 1)
=

n!f (n+p+1) (a)
(n+ p+ 1)!

,

pentru n = 0, 1, 2, . . ., ceea ce trebuia demonstrat.
S  mai spunem c , dac  urm rim cu atenµie aceast  demonstraµie, remarc m

c  enunµul este valabil ³i într-o form  u³or modi�cat ; anume, se poate presupune
funcµia f derivabil  doar de m ori în vecin tatea punctului a, cu derivata de ordinul
m continu  în a. În acest caz vom considera funcµia g numai pentru p ≤ m ³i se va
obµine c  ea este de m − p ori derivabil  în punctul a (având loc acelea³i formule,
îns  doar dac  n ≤ m− p).

În �nal propunem cititorului ni³te

Exerciµii. 1) S  se arate c  funcµia f : R → R de�nit  prin f (x) = e−
1

x2 ,
dac  x �= 0 ³i f (0) = 0 este inde�nit derivabil  pe R ³i c  f (n) (0) = 0, pentru orice
n ∈ N.

2) S  se arate c 
∑
n≥1

1
n
=∞ ³i

∑
n≥1

(−1)n−1

n
= ln 2.

3) S  se dezvolte în serie MacLaurin funcµia x 
→
√
1 + x.

4) Fie f : R → R o funcµie polinomial  de grad n ³i a un num r real. S  se
arate c  exist  ³i sunt unic determinate numerele reale a0, a1, ..., an astfel încât

f (x) = a0 + a1 (x− a) + · · ·+ an (x− a)n ,
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pentru orice x ∈ R.

Coe�cienµii a0, a1, ..., an sunt daµi de formulele ai =
f (i) (a)

i!
pentru �ecare

i = 0, 1, ..., n. (Partea de existenµ  a rezultat anterior ca un corolar al formulei lui
Taylor ; mai trebuie demonstrat  unicitatea.)

5) Fie a ³i b numere reale pozitive �xate. S  se arate c 

lim
x→0

(
ax + bx

2

) 1
x

−
√
ab

x
=

(ln a− ln b)2

8

√
ab

lim
x→0

(
ax + bx

2

) 1
x

−
√
ab− (ln a− ln b)2

8

√
abx

x2
=

(ln a− ln b)4

128

√
ab

³i, dac  are r bdare, cititorul poate continua.
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Colegiul Naµional Gheorghe Ro³ca Codreanu
str. Nicolae B lcescu, nr.11

Bârlad, 6400

PUNCTE DE VEDERE

Locul geometriei analitice1)

de Dan Brânzei

Ne permitem în aceast  expunere câteva opinii personale referitoare la poziµia
geometriei analitice în didactica matematicii în general ³i a geometriei în special. Mai
ad ug m c  aceste opinii par minoritare.

Dedic m o prima secµiune geometriei analitice în ³coal .
Relu m în acest scop eterna alternativ : predare în spiral  sau liniar . Ne

raliem ideii c  predarea în spiral  (numit  uneori ³i ciclic  sau concentric ) are
numeroase avantaje: asigur  un plus de accesibilitate, este formativ , motivant ,
�exibil  ³i asigur  �x ri în trepte, dar temeinice. Ramurile matematicii potrivite
acestei strategii sunt algebra (algoritmi de calcul) ³i geometria (sintetic ). Aici se

1) Prezentul articol a fost publicat iniµial în vol. IX (2005) al ,,Anuarului Matematic� editat de

S.S.M.R., �liala Bistriµa. (N.R.)
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poate l rgi treptat clasa de numere sau obiecte matematice, respectiv evolua de la
intuitiv la abstract. Ne vom referi la aceste dou  capitole cu notaµia A.

Nu prea se poate concepe predare în spiral  pentru domenii ce le not m B:
analiza matematic , algebra structurilor, geometria analitic . Acestea se bazeaz  pe
cuno³tinµe dobândite la A ³i nu prea r mâne timp pentru spirale succesive.

Aparent, se d  câ³tig de cauz  pred rii liniare: trei discipline în B faµ  de
dou  în A. O analiz  mai atent  ne arat  îns  c  rostul prezenµei în ³coal  a lui
B nu este cel al unui studiu intrinsec, ci acela de a realiza o sintez  a matematicii
înv µate în ³coal . Gândind a³a, matematica se pred  în ³coal  în spiral : cuno³tinµe
de temelie se dobândesc spiralat în A ³i sunt conexate, pe urm toarele spire, în B.

Avem îns  a aduce repro³uri tuturor celor din B: odat  ajunse în ³coal , au
uitat rostul lor ³i �ecare vrea un studiu pentru sine. Trebuie oare algebra structurilor
s  marcheze spre A-module înainte de a aduce vorb  de relaµii de echivalent ? Tre-
buie oare analiza s  insiste asupra cazurilor patologice ale funcµiilor neintegrabile
sau integrabile dar neprimitivabile înainte de a se coborî s  spun  cum se sepa-
r  r d cinile ecuaµiilor algebrice ³i cum se aproximeaz ? Trebuie oare geometria
analitic  s  dezvolte un breviar de formule cu tangente la conice înainte de a povesti
esenµa metodei carteziene?

Asist m, de o vreme, la o campanie de a duce fapte din B la clase mai mici.
Nu spunem neap rat c  acestea ar �, una câte una inaccesibile, ci doar c  sunt
plantate pe un teren nepreg tit. Nu este loc aici (³i poate c  nu ne pricepem destul)
s  detaliem erori didactice în devans rile din algebra structurilor ³i analiz ; ne vom
restrânge spre geometria analitic .

Nu îndr zne³te nimeni s  nege virtuµile formative ale geometriei sintetice.
Dar, dac  r sfoie³te cineva programe sau manuale, constat  c  este pe cale de dis-
pariµie. A³a cum, mai dinainte, a fost extirpat  aritmetica, se preg te³te ³i exilarea
geometriei (sintetice), Prea erau incomode prin cererea lor de a gândi mereu ³i prin
frecvenµa redus  a unor algoritmi memorabili mecanic.

Care a fost instrumentul principal de amputare a geometriei sintetice? Vec-
torii. Nu le neg m utilitatea, dar spunem c  sunt adu³i în atenµia elevilor prea
devreme. Ei reprezint  un al doilea limbaj de descriere a faptelor geometrice intu-
itive. El poate � asimilat (formativ) abia când primul limbaj este însu³it su�cient ³i
se v de³te insu�cient pentru adâncirea spre abstract.

Experienµe cu vectori (devreme) în ³coal  s-au mai f cut: ³i la noi prin anii
'70 ³i prin alte p rµi. Noi ne de³teptaser m; franµujii nu prea ³tiu cum ar putea
sc pa de ei.

Se impune s  vorbim despre interpretarea geometric  a numerelor complexe.
Este faµa cea mai accesibil  a vectorilor (dimensiunea 2). Capitolul nu prea era ac-
cesibil la clasa a X-a. Dar era imperios necesar m car pentru c  aducea spre intuiµia
elevilor studiul numerelor complexe. Acesta este indiscutabil necesar algebrei. Dar
polinoamele au fost fug rite spre nic ieri, se va vedea cum facem matematic  f r 
ele.

Zicem c  studiul (inclusiv geometric) al lui C este important ³i c  el trebuie
s  prefaµeze introducerea vectorilor. Este adev rat c  se pot înh ma caii ³i în urma
c ruµei, dar ce om cuminte este dispus s  experimenteze?

Solicit îng duinµa ³i pentru a discuta locul geometriei analitice ³i dincolo de
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³coal , f când deci referiri ³i la facult µi de matematic .

Se a�rma frecvent c  (*) ,,principala virtute a geometriei analitice este aceea
de a asigura o metod  algoritmica de rezolvare a tuturor problemelor de geometrie�.
Avem mai multe obiecµii faµ  de asemenea formul ri.

Geometria analitic  este o metod ; ea ofer  linii de abordare pentru majori-
tatea problemelor de geometrie, dar este discutabil c  aceste linii pot � convenabil
�nalizate. Investigând în clasa problemelor de geometrie ce le cunoa³tem, apreciem
la 25% procentajul problemelor soluµionabile (în esenµa lor ³i nu neap rat în detalii)
analitic.

Am ad uga c  mai mult de jum tate dintre acestea câ³tig  în ,,vitez � ³i
,,precizie� dac  în soluµie se apeleaz  ³i la considerente sintetice. Nu gândim fraza
de mai sus ca un repro³, ci doar ca o nuanµare a unei formul ri exagerat de abrupte.
Ca metod  (sau ansamblu de metode) geometria analitica trebuie comparat  cu alte

metode geometrice ³i o asemenea comparaµie este favorabil  geometriei analitice.
(Metode ca ,,transform ri geometrice�, ,,relaµii metrice�, ,,compar ri de arii� dovedin-
du-³i e�cienµa pe procentaje de 1-2%). Este corect s  spunem c  geometria analitica
transfer  o problem  de geometrie P într-o problem  de algebr  P ′. Apare aici
speranµa c  algebra ofer  metode algoritmice de rezolvare a problemei P ′, dar intr 
în discuµie bog µia de metode ³i creativitatea ce le posed  rezolvitorul în geometrie
comparativ cu algebra.

În plan didactic este util s  lu m în discuµie ³i estetica problemelor P ³i
P ′; presupunându-le rezolvabile, merit  vorbit ³i de estetica soluµiei. Apreciem c ,
relativ frecvent, probleme P frumoase se transfer  (uneori cu opinteli) în probleme
P ′ urâte ce au parte de soluµii nerelevante. Aceast  apreciere nu porne³te de la
un plus personal de simpatie faµ  de geometrie, ci de la faptul c  se analizeaz 
aici trecerea de la P la P ′. În replic , putem vorbi despre probleme de algebr  Q
ce se transfer  prin mijloace ale geometriei analitice în probleme de geometrie Q′;
aici, preponderent, Q va � frumoas , transferul discutabil, Q′ urât  ³i cu rezolvare
nerelevant .

Din partizanat faµ  de o formulare (*) au fost selecµionate probleme P ′ dintr-o
clas C de probleme algoritmizabile algebric. (Discuµia sistemelor liniare ³i reducerea
formelor p tratice par a contura acceptabil clasa C). Se constituie apoi o clas  A de
probleme P de geometrie, precizându-se modul lor de transfer t în probleme P ′ ∈ C
³i se acrediteaz  ideea (**) c  geometria analitic  este (A, t)! Apreciem c  o astfel de
idee (**) este justi�cat  doar ca pledoarie (iniµial ) pentru geometria analitic . (Nu
se considera nesportiv ca într-o pledoarie s  �e minuµios selectate argumentele ,,pro�
³i ignorate sau minimalizate cele ,,contra�). S  admitem deci din formularea (*) c 
este o virtute a geometriei analitice posibilitatea de transfer a unei clase largi de
probleme de geometrie în probleme algoritmizabile algebric. Nu împ rt ³im p rerea
c  aceasta ar � principala virtute!

Am aprecia prioritar geometria analitica, atât în plan ³tiinµi�c cât ³i în plan
didactic, pentru capacitatea ei de a conexa domenii matematice relativ disjuncte:
geometria ³i algebra (uneori ³i analiza). Aceast  conexare poate � bene�c  ³i pentru
geometrie ³i pentru algebr .

Dar acest poate � nu prea îl credem realizabil dac  ne m rginim la indicarea
doar a unui mecanism singular de transfer t. Pu³i în faµa unei probleme P nebanale
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³i deci³i s  o rezolv m analitic, trebuie întâi s  opt m pentru un sistem de repe-

rare (euclidian, sau a�n, sau chiar proiectiv, baricentric sau normal, punctual sau
tangenµial). Apoi s  alegem efectiv un asemenea reper (spre a simpli�ca trans-
ferul efectiv f r  a diminua simetriile). Prima alegere reclam  ³i cunoa³tere, ambele
înseamn  ³i creativitate (atât în geometrie cât ³i în algebr ). Alegerea efectiv  a
transferului necesit  preestimarea di�cult µii calculelor ³i preestimarea pare a � mai
important  decât calculul efectiv.

Cu alte cuvinte, problema P impune gândirea transferului t într-o în lµime
(cât mai ampl ) T ; problema P ′ depinde de alegerea lui t în T atât ca rezolvabilitate
cât ³i ca estetic ! Rezolvarea problemei P ′ poate deveni relevant  dac  este analizat 
dependenµa ei de alegerea lui t în T ³i dac  etapele ei principale sunt ,,întoarse prin
t−1 în geometrie�.

Dorim s  semnal m înc  dou  dezavantaje didactice ce ni se par majore ce
deriv  din adoptarea punctului de vedere (*).

Un dezavantaj const  în apariµia unui dispreµ fata de ,,demodata geometrie
sintetic �. Geometria analitic , metod  a geometriei, nu î³i poate exercita rolul de a
prezenta geometria (la un nivel de abstractizare ³i unitate mai înalt) negând obiectul
(= geometria) pe care îl studiaz .

Un al doilea dezavantaj deriv  din supraestimarea laturii algoritmice. Exa-
gerând în scopul argument rii am spune c  se transmite mesajul: ,,Învaµ  cum s 
nu gânde³ti, memoreaz  formule, aplic -le ³i las  calculele s  se duc  unde vor
ele�. Gândim acum la elevii ce vor face o facultate la care învaµ  ³i matematica.
(Chiar dac  procentajul lor este mai mic, sunt prea importanµi pentru a-i ignora).
Pentru ace³tia geometria analitic  este (sau trebuie s  �e) principala leg tur  între
geometria din ³coal  ³i matematica din facultate. În facult µi se cam trece direct
la geometria analitic  n-dimensional . Desigur, se câ³tig  astfel în generalitate ³i
în abstractizare. Noi ne întreb m dac  asta este geometrie sau algebr  liniar  în
formularea ce am prezentat-o drept cuplu (A, t)? Nu avem nimic împotriva algebrei
liniare, dar ne întreb m dac  titulatura este bun .

Când se exagereaz  în abstractizare ³i generalitate, peste preg tirea intuitiv 
anterioar  corespunz toare, cre³te riscul înv µ rii mecanice ce nu este formativ  ci
deformant . Z bava asupra cazului n = 2 începe s  �e esenµial  pentru c  aici
conicele au de�niµii atât geometrice cât ³i algebrice ³i compararea lor este element
esenµial al geometriei analitice. Tot n = 2 asigur  ³i ,,vizualizarea calculelor�, deci
sprijinul concret necesar în înµelegerea ³i acceptarea unor idei generale.

Zicem c  �ecare înv µ tur  î³i are vârsta optim .
Zicem c  geometriei sintetice i se potrive³te adolescenµa. Spre sfâr³it de facul-

tate prezumµia adolescenµei devine aproape gratuit . A fost aici inserat  nuanµarea
dat  de aproape, deoarece vizarea meseriei de profesor de matematic  faciliteaz 
disponibilit µi de apropiere raµional  ³i afectiv  de potenµialii elevi. Ideea de a
reveni la geometria sintetic  prin meodele celei analitice ni se pare potrivit  tinerilor
ce aprofundeaz  studii universitare de matematic .

Universitatea Alexandru Ioan Cuza
Ia³i
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NOTE MATEMATICE

Asupra unei clase de ³iruri

de Adrian Stroe

Abstract

This note deals with the properties of some sets of sequences which can be con-

sidered as generalizations of the classical sequences of Leonhard Euler, Traian Lalescu

and R. T. Ianculescu.

Key words: Euler constant, sets of sequences, Stolz-Cesàro lemma.

M.S.C.: 40A05.

Având ca punct de plecare ³irurile clasice ale lui Leonhard Euler, Traian

Lalescu ³i R. T. Ianculescu, introducem o mulµime de ³iruri care, prin propriet µile
sale, duce la generalizarea acestor rezultate.

În lucrarea ,,De Progressionibus Harmonics Observationes� publicat  în 1740,

Euler ar ta c  ³irul γn = 1+
1
2
+ · · ·+ 1

n
− lnn converge la c ≈ 0, 577218 . . ., numit 

prima dat  constanta lui Euler, în 1790, de Lorenzo Mascheroni, c reia în prezent
i-au fost calculate primele 10242080 zecimale f r  a i se stabili îns  natura algebric 
sau transcendent .

Reamintind c  ³irul (hk,n)n∈N∗ ∈ R∗
+, dat de

hk,n =
1

n+ 1
+ . . .+

1
n+ kn

,

unde k ∈ N
∗ este �xat, este convergent ³i

lim
n→∞hk,n = ln(k + 1).

De�nim mulµimile de ³iruri:

∆ =
{
(xn)n∈N∗ ∈ R∗

+ | xn ∈ [n, n+ 1), pentru orice n ∈ N∗} ,
Γ =

{
(yn)n∈N∗ ∈ R | exist  (xn)n∈N∗ ∈ ∆, astfel încât

yn =
1
x1

+ · · ·+ 1
xn
− lnxn, pentru orice n ∈ N∗

}
,

Hk =
{
(zk,n)n∈N∗ ∈ R∗

+ | exist  (xn)n∈N∗ ∈∆, astfel încât

zk,n =
1

xn+1
+. . .+

1
xn+kn

pentru orice n ∈ N
∗
}
,

unde k ∈ N
∗.

Propoziµia 1. Mulµimile ∆, Γ, (Hn,k)k fixat sunt echivalente ³i nenum rabile.
Demonstraµie. Echivalenµa mulµimilor rezult  din modul lor de de�nire,

orice ³ir din ∆ generând câte un ³ir în celelalte mulµimi. Cum orice interval
[n, n+1) are puterea continuului, rezult  c ∆ este nenum rabil  ³i implicit, datorit 
echivalenµei, ³i celelalte mulµimi au aceea³i proprietate.

Propoziµia 2. Avem

γn = sup
{
yn | (yn)n∈N∗ ∈ Γ

}
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³i, pentru orice k ∈ N
∗
�xat,

hk,n = sup
{
zk,n | (zk,n)n∈N∗ ∈ Hr

}
.

Demonstraµie. �irurile γn ³i hk,n se obµin din Γ, respectiv Hk, luând în ∆
³irul xn = n. Fie (yn)n∈N∗ ∈ Γ − {(yn)n∈N∗}. Atunci exist  (xn)n∈N∗ ∈ R∗

+ astfel
încât

xn ∈ (n, n+ 1),

xn+1 − xn ≥ 1

³i

yn =
1
x1

+ · · ·+ 1
xn

+ ln
1
xn

,

pentru orice n ∈ N.
Deoarece xn > n, deducem c 

1
xn

<
1
n

³i

ln
1
xn

< ln
1
n
,

pentru orice n ∈ N∗, de unde

yn =
1
x1

+ · · ·+ 1
xn

+ ln
1
xn

< 1 +
1
2
+ · · ·+ 1

n
+ ln

1
n
= γn.

Analog se arat  cealalt  parte a concluziei.
Teorema 1. Fie ³irul (yn)n∈N∗ ∈ Γ. Atunci (yn)n∈N∗ este convergent ³i

lim
n→∞ yn ∈ (c− 1, c].

Demonstraµie. Exist  xn ∈ ∆ astfel încât

yn =
1
x1

+ · · ·+ 1
xn

,

de unde

γn − yn = ln
xn

n
+

n∑
k=1

(
1
k
− 1

xk

)
.

Deoarece
n ≤ xn < n+ 1,

deducem c 

1 ≤ xn

n
<

n+ 1
n

,

de unde

1 < lim
n→∞

xn

n
< lim

n→∞
n+ 1
n

= 1,

deci
lim
n→∞

xn

n
= 1 = lim

n→∞
n

xn
= 1
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³i în �nal avem

lim
n→∞ ln

xn

n
= lim

n→∞ ln
n

xn
= ln 1 = 0.

Inegalitatea

n∑
k=1

(
1
k
− 1

xk

)
≤

n∑
k=1

(
1
k
− 1

k + 1

)
=

n

n+ 1
< 1

implic  convergenµa ³irului γn − yn ³i, implicit, a ³irului yn.
Deoarece

k ≤ xk < k + 1,

deducem c 
1

k + 1
<

1
xk
≤ 1

k
.

Prin urmare

γn − 1 +
1

n+ 1
+ ln

n

xn
< yn ≤ γn + ln

n

xn

³i trecând la limit  rezult 
lim
n→∞ yn ∈ (c− 1, c].

Consecinµ . Fie ³irurile (xn)n∈N∗ , (yn)n∈N∗ ∈ Γ. Atunci∣∣∣ lim
n→∞(xn − yn)

∣∣∣ < 1.

Demonstraµie. Conform teoremei anterioare ³irurile (xn)n∈N∗ ³i (yn)n∈N∗

sunt convergente ³i avem inegalit µile

c− 1 < lim
n→∞xn ≤ c

³i
−c ≤ − lim

n→∞ yn < −c+ 1.

Adunând inegalit µile, obµinem

−1 < lim
n→∞xn − lim

n→∞ yn < 1,

de unde ∣∣∣ lim
n→∞(xn − yn)

∣∣∣ < 1.

Propoziµia 3. Fie ³irul xn ∈ ∆, astfel încât

xn+1 − xn ≥ 1,

pentru orice n ∈ N∗.
Atunci ³irul convergent (yn)n∈N∗ ∈ Γ, dat de

yn =
1
x1

+ · · ·+ 1
xn

+ ln
1
xn

,
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pentru orice n ∈ N
∗
, este strict descresc tor.

Demonstraµie. Aplicând inegalitatea lnx ≥ 2(x− 1)
x+ 1

, valabil  pentru orice

x ∈ [1,∞), pentru x =
xn+1

xn
> 1, deducem c 

yn − yn+1 = ln
xn+1

xn
− 1

xn+1
≥

2
(
xn+1

xn
− 1
)

xn+1

xn
+ 1

− 1
xn+1

=

=
2(xn+1 − xn)
xn+1 + xn

− 1
xn+1

≥ 2
xn+1 + xn

− 1
xn+1

=
xn+1 − xn

xn+1(xn+1 + xn)
> 0,

deci
yn > yn+1,

de unde rezult  c  ³irul (yn)n∈N∗ este strict descresc tor.
Teorema 2. Fie ³irul (zk,n)n∈N∗ ∈ Hk. Atunci (zk,n)n∈N∗ este convergent ³i

lim
n→∞ zk,n = ln(k + 1).

Demonstraµie. Deoarece (zk,n)n∈N∗ ∈ Hk, rezult  existenµa unui ³ir
(xn)n∈N∗ ∈ ∆, astfel încât

zk,n =
1

xn+1
+ · · ·+ 1

xn+kn

,

pentru orice n ∈ N∗, k ∈ N∗ �xat.
Cum zk,n este strict cresc tor ³i

zk,n ≤
1

n+ 1
+ · · ·+ 1

n+ kn
< kn · 1

n+ 1
< k,

rezult  c  zk,n este convergent.
Deoarece xn ∈ [n, n+ 1), rezult 

n

n+ kn+ 1
<

xn

xn+kn
<

n+ 1
n+ kn

³i, trecând la limit , obµinem

lim
n→∞

xn

xn+kn
=

1
k + 1

.

Conform Teoremei 1, ³irul dat de

yn =
1
x1

+ · · ·+ 1
xn
− lnxn

este convergent ³i
lim
n→∞ yn = lim

n→∞ yn+kn = l ∈ (c− 1, c].
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P strând notaµiile anterioare, deoarece zk,n = yn+kn− yn− ln
xn

xn+kn
, rezult 

c 

lim
n→∞ zk,n = lim

n→∞ yn+kn − lim
n→∞ yn − lim

n→∞ ln
xn

xn+kn
= l− l − ln

1
k + 1

= ln(k + 1).

Observaµie. Teorema 2 nu este o consecinµ  obligatorie a Teoremei 1, calculul
limitei ³irului (zk,n)n∈N∗ putând � efectuat folosind sumele Riemann.

Într-adev r, dac  (xn)n∈N∗ ∈ ∆, atunci

np+ i ≤ xnp+i < np+ i+ 1,

pentru orice i ∈ N∗ ³i orice p ∈ N∗ �xat, de unde

1
np+ i+ 1

<
1

xnp+1
≤ 1

np+ i

ceea ce implic 
n∑

i=1

1
np+ i+ 1

<

n∑
i=1

1
xnp+i

≤
n∑

i=1

1
np+ i

,

de unde

1
np+ 2

+ · · ·+ 1
np+ n+ 1

<

n∑
i=1

1
xnp+i

≤ 1
np+ 1

+ · · ·+ 1
np+ n

,

deci
1

np+ 1
+ · · ·+ 1

np+ n
+

−n

(np+ 1)(np+ n+ 1)
<

<

n∑
i=1

1
xnp+i

≤ 1
np+ 1

+ · · ·+ 1
np+ n

.

Prin urmare

k∑
p=1

(
1

np+ 1
+ · · ·+ 1

np+ n

)
+

k∑
p=1

−n

(np+ 1)(np+ n+ 1)
<

<

k∑
p=1

n∑
i=1

1
xnp+i

≤
∑
p=1

k

(
1

np+ 1
+ · · ·+ 1

np+ n

)
,

de unde

k∑
p=1

(
1

np+ 1
+ · · ·+ 1

np+ n

)
+

k∑
p=1

−n

(np+ 1)(np+ n+ 1)
<

< zk,n ≤
k∑

p=1

(
1

np+ 1
+ · · ·+ 1

np+ n

)
.
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Trecând la limit  în dubla inegalitate ³i folosind faptul c 

lim
n→∞

k∑
p=1

−n

(np+ 1)(np+ n+ 1)
=

n∑
i=1

lim
n→∞

−n

(np+ 1)(np+ n+ 1)
= 0,

obµinem

lim
n→∞ zk,n = lim

n→∞

k∑
p=1

(
1

np+ 1
+ · · ·+ 1

np+ n

)
=

=
k∑

p=1

lim
n→∞

(
1

np+ 1
+ · · ·+ 1

np+ n

)
=

k∑
p=1

lim
n→∞

1
n

 1

p+
1
n

+ · · ·+ 1

p+
n

n

 =

=
k∑

p=1

1∫
0

1
p+ x

dx =
k∑

p=1

[ln(p+ 1)− ln p] = ln(k + 1).

Deoarece calculul limitelor de forma (an+1 − an)n∈N∗ , (an)n∈N∗ ∈ R∗
+ aplicat

în [3] ³irurilor lui Traian Lalescu ³i R. T. Ianculescu nu se poate utiliza ³i în cazul
³irurilor ponderate, cu ponderi diferite asociate acestora [7], având ca punct de ple-
care rezultatele obµinute în [6] ³i [7], propunem o abordare separat  în generalizarea
�ec rui ³ir.

Propoziµia 4. Fie ³irul (an)n∈N∗ ∈ R∗
+ astfel încât lim

n→∞
an+1

an
= a > 0.

Atunci

lim
n→∞

n
√
an = a.

Lem . Fie ³irul (xn)n∈N∗ ∈ R
∗
+, astfel încât lim

n→∞
xn

n
= p ∈ R

∗
+ ³i exist 

lim
n→∞(xn+1 − xn).

Atunci :

a) lim
n→∞

xn+1

xn
= 1

b) lim
n→∞

(
xn+1

xn
− 1
)
n = 1

c) lim
n→∞

(
xn+1

xn

)n

= e.

Demonstraµie. a) Avem:

lim
n→∞

xn+1

xn
= lim

n→∞

(
xn+1

n+ 1
· n

xn
· n+ 1

n

)
=

= lim
n→∞

xn+1

n+ 1
· lim
n→∞

n

xn
· lim
n→∞

n+ 1
n

= p · 1
p
· 1 = 1.

b) Folosind lema lui Stolz-Cesàro, deducem c 

lim
n→∞ (xn+1 − xn) = p.
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Atunci

lim
n→∞

(
xn+1

xn
− 1
)
n = lim

n→∞ (xn+1 − xn) ·
n

xn
=

= lim
n→∞ (xn+1 − xn) · lim

n→∞
n

xn
p · 1

p
= 1.

c) lim
n→∞

(
xn+1

xn

)n

= lim
n→∞

(
1 +

xn+1

xn
− 1
)n

= e
lim

n→∞(
xn+1

xn
)·n = e.

Teorema 3. Fie ³irurile (xn)n∈N∗ , (an)n∈N∗ , (bn)n∈N∗ ∈ R∗
+ astfel încât

exist  lim
n→∞ (xn−1 − xn) ³i

i) lim
n→∞

xn

n
= p ∈ R∗

+;

ii) lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
bn+1

bn
= a /∈ R∗

+, lim
n→∞

an
bn

= b ∈ R∗
+.

Atunci

a) lim
n→∞

(
n+1
√
x1x2 · . . . · xn+1an+1

n
√
x1x2 · . . . · xnbn

)xn

= (be)p

b) lim
n→∞

(
n+1
√
x1x2 · . . . · xn+1an+1 − n

√
x1x2 · . . . · xnbn

)
=

ap

e
ln(be).

Demonstraµie. Consider m ³irurile (yn)n∈N∗ , (zn)n∈N∗ ∈ R∗
+, date de

yn = x1x2 · . . . · xn

³i

zn =
xn
n

yn
.

Atunci
zn+1

zn
=

xn+1
n+1

yn+1
· yn
xn
n

=
(
xn+1

xn

)n

,

deci

lim
n→∞

zn+1

zn
= lim

n→∞

(
xn+1

xn

)n

= e.

Conform Propoziµiei 4, avem

lim
n→∞

n
√
zn = lim

n→∞
n

√
xn
n

yn
= lim

n→∞
xn

n
√
yn

= e.

Pentru

un =
n+1
√
yn+1an+1

n
√
ynbn

,

avem

lim
n→∞un = lim

n→∞

(
n+1
√
yn+1

xn+1
· n+1
√
an+1 ·

1
n
√
bn
· xn

n
√
yn
· xn+1

xn

)
=

= lim
n→∞

n+1
√
yn+1

xn+1
· lim
n→∞

n+1
√
an+1 · lim

n→∞
1

n
√
bn
· lim
n→∞

xn

n
√
yn
· lim
n→∞

xn+1

xn
=
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=
1
e
· a · 1

a
· e · 1 = 1,

de unde

lim
n→∞un

n = lim
n→∞

(
n+1
√
yn+1an+1

n
√
ynbn

)n

= lim
n→∞

(
n+1
√

ynn+1

ynbn
· n+1
√

ann+1

)
=

= lim
n→∞

(
yn+1

yn
· an+1

bn
· 1

n+1
√
yn+1

· 1
n+1
√
an+1

)
=

= lim
n→∞

(
an+1

an
· an
bn
· xn+1

n+1
√
yn+1

· 1
n+1
√
an+1

)
=

= lim
n→∞

an+1

an
· lim
n→∞

an
bn
· lim
n→∞

xn+1

n+1
√
yn+1

· lim
n→∞

1
n+1
√
an+1

= a · b · e · 1
a
= be,

deci

lim
n→∞uxn

n = lim
n→∞ (un

n)
xn
n = (b · e)p

³i prin urmare

lim
n→∞ (lnuxn

n ) = ln lim
n→∞ (uxn

n ) = p ln(be).

Folosind acest rezultat avem

lim
n→∞

(
n+1
√
yn+1an+1 − n

√
ynbn

)
= lim

n→∞
n
√

ynbn ·
(

n+1
√
yn+1an+1

n
√
ynbn

− 1
)

=

= lim
n→∞

(
n
√
yn

xn
· n
√

bn ·
un − 1
ln un

· lnuxn
n

)
=

= lim
n→∞

n
√
yn

xn
· lim
n→∞

n
√

bn · lim
n→∞

un − 1
lnun

· lim
n→∞ lnuxn

n =

=
1
e
· a · 1 · p · ln(be) = ap

e
ln(be).

Teorema 4. Fie ³irurile (xn)n∈N∗ , (an)n∈N∗ , (bn)n∈N∗ ∈ R∗
+, astfel încât

exist  lim
n→∞ (xn+1 − xn) ³i

i) lim
n→∞

xn

n
= p ∈ R∗

+,

ii) lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
bn+1

bn
= a ∈ R∗

+, lim
n→∞

an
bn

= b ∈ R∗
+.

Atunci

a) lim
n→∞

(
xn+1 n+1

√
xn+1an+1

xn
n
√
xnbn

)xn

= (be)p

b) lim
n→∞

(
xn+1 n+1

√
xn+1an+1 − xn

n
√
xnbn

)
= ap ln(be).
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Demonstraµie. Fie

vn =
(
xn+1 n+1

√
xn+1an+1

xn
n
√
xnbn

)xn

.

Atunci

lim
n→∞ vn =

(
lim
n→∞

xn+1

xn
·

n+1
√
xn+1

n
√
xn

·
n+1
√
an+1

n
√
bn

)
=

= lim
n→∞

xn+1

xn
· lim
n→∞

n+1
√
xn+1

n
√
xn

· lim
n→∞

n+1
√
an+1

n
√
bn

= 1 · 1
1
· a
a
= 1,

de unde

lim
n→∞ (vn)

n = lim
n→∞

[(
xn+1

xn

)n

· xn+1

xn
· 1

n+1
√
xn+1

· an+1

an
· an
bn
· 1

n+1
√
an+1

]
=

= e · 1 · 1
1
· a · b · 1

a
= be,

deci
lim
n→∞ (vn)

xn = lim
n→∞ (vnn)

xn
n = (be)p.

b) Avem

lim
n→∞

(
n+1
√
xn+1an+1 − n

√
xnbn

)
= lim

n→∞

[
xn

n
√

xnbn (vn − 1)
]
=

= lim
n→∞

(
n
√
xn · n

√
bn ·

vn − 1
ln vn

· ln vxn
n

)
=

= lim
n→∞

n
√
xn · lim

n→∞
n
√

bn · lim
n→∞

vn − 1
ln vn

· ln
(
lim
n→∞ vxn

n

)
=

= 1 · a · 1 · ln(be)p = ap ln(be).

Consecinµ . Fie ³irurile (xn)n∈N∗ , (an)n∈N∗ ∈ R
∗
+, astfel încât exist 

lim
n→∞ (xn+1 − xn) ³i

i) lim
n→∞

xn

n
= p ∈ R∗

+,

ii) lim
n→∞

an+1

an
= a ∈ R∗

+.

Atunci, pentru orice k, l ∈ N∗
, k ≥ 1, avem

a) lim
n→∞

(
n+k
√
x1 · . . . · xn+kan+k − n+l

√
x1 · . . . · xn+lan+l

)
= (k−l)

ap

e

b) lim
n→∞

(
xn+k n+k

√
xn+kan+k − xn+l

n+l
√

xn+lbn+l

)
= (k − l)ap.

Demonstraµie. a) Considerând în Teorema 3, an = bn, avem

lim
n→∞

(
n+1
√
yn+1an+1 − n

√
ynbn

)
=

ap

e
.
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Atunci

lim
n→∞ ( n+1

√
x1 · . . . · xn+kan+k − n+1

√
x1 · . . . · xn+lan+l) =

= lim
n→∞

k−l−1∑
j=0

(
n+l+j+1

√
yn+l+j+1an+l+j+1 − n+l+j

√
yn+l+jan+l+j

)
=

=
k−l−1∑
j=0

lim
n→∞

(
n+l+j+1

√
yn+l+j+1an+l+j+1 − n+l+j

√
yn+l+jan+l+j

)
= (k − l) · ap

e
.

b) Analog punctului a), luând în Teorema 4, an = bn.

Observaµii

• Deoarece apar în simpli�c ri de forma x · 1
x
, a ³i p trebuie s  �nite pentru

a evita nedetermin ri de forma
∞
∞ , dar b poate � ³i in�nit, în acest caz cele dou 

limite �ind +∞.
• În teoremele 1 ³i 2 considerând an = bn = 1, obµinem generaliz rile ³irurilor

lui Traian Lalescu respectiv R. T. Ianculescu, din care pentru xn = n rezult  ³irurile
iniµiale. În acest caz, comparativ cu [3], în ipotez  exist  o singur  condiµie (i) care
este mai u³or de veri�cat.

• Teoremele 1 ³i 2 din [6] se pot obµine din Teoremele 3 ³i 4, pentru xn = n.
Teorema 5. Mulµimea ³irurilor ce veri�c  condiµia (i) din teoremele 3 ³i 4

este nenum rabil .
Demonstraµie. Fie S mulµimea ³irurilor ce veri�c  condiµia (i) ³i un ³ir

oarecare xn ∈ ∆.
Atunci

1 ≤ xn

n
<

n+ 1
n

,

deci
p = lim

n→∞
xn

n
= 1,

de unde xn ∈ S ³i, prin urmare
∆ ⊆ S.

∆ �ind nenum rabil , rezult  c  S este nenum rabil .

Bibliogra�e

[1] ∗ ∗ ∗ www.eulerarchive.com.

[2] ∗ ∗ ∗ www.mathworld.wolfram.com/Euler Mascheroni's constant.html.

[3] D. M. B tineµu, �iruri, Editura Albatros, 1979, pag (437-444; 498; 518).

[4] A. M. Iaglom, I. M. Iaglom, Probleme neelementare tratate elementar, Editura

Tehnic , Bucuresti, 1983.

[5] Gh. Sireµchi, Calcul diferenµial ³i integral, Editura �tiinµi�c  ³i Enciclopedic , Bu-

cure³ti, 1985.

[6] ∗ ∗ ∗ Gazeta Matematic , nr. 2/1992, pag. 46.

226



[7] Oana Carja, Un procedeu de calcul al limitelor unor ³iruri de forma (an+1 − an)n≥1,

www.recreatiimatematice.uv.ro/arhiva/nota/RM22003CARJA.pdf

Liceul Teoretic Mihai Viteazul din Caracal
email: s_adrian2002@yahoo.com

Identit µi ³i inegalit µi deduse dintr-o identitate a lui
Ste�ensen

de Dorin M rghidanu

Abstract

The present note deals with an identity due to J. F. Ste�ensen. Some inequalities

and identities based on the above mentioned identity are presented.

Key words: Ste�ensen's identity, means, inequality

M.S.C.: 11B37 , 11B99 , 26D15

În [12], matematicianul danez J. F. Ste�ensen a folosit, în scopul demonstr rii
inegalit µii mediilor, o identitate foarte interesant  (pe care o vom denumi aici cu
numele autorului). Cum în articolul original ³i în alte dou  lucr ri care o semnaleaz 
([2], p.63, respectiv [3], pp.90-91), aceast  identitate este doar enunµat , în cele ce
urmeaz  prezent m o demonstraµie ³i câteva aplicaµii.

Sunt relevate de asemenea ³i alte virtuµi sau posibilit µi de utilizare ale acestei
identit µi, mai ales în obµinerea sau demonstrarea unor inegalit µi.

Propoziµia 1 (Identitatea lui Ste�ensen). Pentru n-uplurile
a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn), ai, bi ∈ R, i = 1, n, n ∈ N

∗, are loc

identitatea n∑
i=1,i�=k

ai

+ bk

 ·
 n∑

i=1,i�=k

bi

+ ak

−( n∑
i=1

ai

)
·
(

n∑
i=1

bi

)
=

= (ak − bk) ·

 n∑
i=1,i�=k

(ai − bi)

 , pentru orice k = 1, n. (1)

Demonstraµie. Cu notaµiile A =
n∑

i=1

ai, B =
n∑

i=1

bi identitatea de demon-

strat se rescrie sub forma

(A− ak + bk)(B − bk + ak)− AB = (ak − bk)(A−B + bk − ak),

ceea ce echivaleaz  cu

(A− (ak − bk))(B + (ak − bk))−AB = (ak − bk)(A−B − (ak − bk)),

adic  cu urm toarea identitate evident 

AB + (ak − bk)(A−B)− (ak − bk)2 −AB = (ak − bk)(A−B)− (ak − bk)2.
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De�niµia 2. Pentru n-uplurile de numere reale a = (a1, a2, . . . , an) ³i

b = (b1, b2, . . . , bn), prin sum  asociat  lui a k-grefat  prin b, vom înµelege o sum 

de forma

(
n∑

i=1,i�=k

ai

)
+ bk, unde k ∈ {1, 2, . . . , n}.

Cu alte cuvinte, în suma asociat  lui a, se înlocuie³te termenul ak cu bk.
Aplicaµia 3. Pentru n = 3 ³i k = 1 , k = 2, respectiv k = 3 în (1), obµinem

identit µile

(a2 + a3 + b1) · (b2 + b3 + a1)− (a1 + a2 + a3) · (b1 + b2 + b3) =
= (a1 − b1) · [(a2 − b2) + (a3 − b3)] ,

(2)

(a1 + a3 + b2) · (b1 + b3 + a2)− (a1 + a2 + a3) · (b1 + b2 + b3) =
= (a2 − b2) · [(a1 − b1) + (a3 − b3)] ,

(3)

(a1 + a2 + b3) · (b1 + b2 + a3)− (a1 + a2 + a3) · (b1 + b2 + b3) =
= (a3 − b3) · [(a1 − b1) + (a2 − b2)] .

(4)

Prin însumarea relaµiilor (2) - (4), în care apar sume grefate pentru vectorii
a ³i b, obµinem o identitate pentru sume ciclice,

∑
(a1 + a2 + b3) · (b1 + b2 + a3)− 3 ·

(
3∑

i=1

ai

)
·
(

3∑
i=1

bi

)
=

= 2 ·
∑

(a1 − b1) · (a2 − b2)

(5)

În acela³i mod, însumând în (1) dup  k = 1, n, n ∈ N∗, se obµine:
Propoziµia 4. Dac  a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Rn, n ∈ N∗,

atunci are loc identitatea

n∑
k=1

 n∑
i=1,i�=k

ai

+ bk

 ·
 n∑

i=1,i�=k

bi

+ ak

− n ·
(

n∑
i=1

ai

)
·
(

n∑
i=1

bi

)
=

= 2 ·
∑

1≤i<j≤n+1

(ai − bi)·(aj − bj), (6)

unde (an+1 = a1, bn+1 = b1,
Identitatea lui Ste�ensen, surprins  în formula (1), poate � folosit  pentru

deducerea unei inegalit µi din specia inegalit µilor de monotonie (al turi de cunos-
cuta inegalitate a lui Cebâ³ev sau inegalitatea majoriz rii; vezi de exemplu [1], [5],
[10] , [11]).

Propoziµia 5 (Inegalit µi pentru sume k-grefate.) Dac 

a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Rn, n ∈ N∗, astfel încât ai ≥ bi, pentru
orice i = 1, n, atunci are loc inegalitatea n∑

i=1,i�=k

ai

+ bk

 ·
 n∑

i=1,i�=k

bi

+ ak

 ≥ ( n∑
i=1

ai

)
·
(

n∑
i=1

bi

)
, (7)

pentru orice k = 1, n.
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Demonstraµie. Inegalitatea de mai sus rezult  imediat din identitatea (1),
deoarece membrul drept al s u este evident pozitiv, pentru c  ai ≥ bi, pentru orice
i = 1, n. Tot de aici rezult  ³i condiµia de egalitate, anume când ai = bi ∈ R, pentru
orice i = 1, n.

Propoziµie 6 (Inegalitatea mediilor). Dac  pentru numerele

a1, a2, . . . , an ∈ R+, not m: An[a] :=
1
n
·

n∑
i=1

ai (media aritmetic  a numerelor

a1, a2, . . . , an) ³i Gn[a] := n

√√√√ n∏
i=1

ai (media geometric  a numerelor a1, a2, . . . , an),

atunci

An[a] ≥ Gn[a], (8)

cu egalitate dac  a1 = a2 = . . . = an.
Demonstraµie. Pentru demonstraµie, putem presupune � far  a restrânge

generalitatea �, c 

0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an

(în caz contrar, renumerot m elementele).
Aplicând în mod repetat Propoziµia 5 (anume grefând pe a1, pe rând, cu

a2, . . . , an, pe a2 cu a3, . . . , an etc.) obµinem, succesiv:

nnGn
n[a] = (na1)(na2) . . . (nan) ≤ [(n− 1)a1 + a2][a1 + (n− 1)a2](na3) . . . (nan) ≤

≤ [(n− 2)a1 + a2 + a3][a1 + (n− 1)a2][a1 + (n− 1)a3](na4) . . . (nan) ≤ . . . ≤
≤ (a1 + a2 + . . .+ an)[a1 + (n− 1)a2][a1 + (n− 1)a3] . . . [a1 + (n− 1)an] ≤ . . . ≤
...
≤ (a1 + a2 + . . .+ an)(a1 + a2 + . . .+ an) . . . (a1 + a2 + . . .+ an) = nnAn

n[a].

Rezult , deci, inegalitatea din enunµ .
Alte demonstraµii pentru inegalitatea mediilor se pot consulta în [1] - [11] .
De fapt, demonstraµia de mai sus pune în evidenµa ³i o ra�nare a inegalit µii

mediilor, cu C2
n − 1 termeni intermediari.

Corolarul 7 (O ra�nare a inegalit µii mediilor). Dac  a1, a2, . . . , an ∈
R+, atunci au loc inegalit µile

Gn[a] = n
√
a1a2 . . . an ≤ n

√
[(n− 1)a1 + a2]

n

[a1 + (n− 1)a2]
n

· a3 . . . an ≤

≤ n

√
[(n− 2)a1 + a2 + a3]

n

[a1 + (n− 1)a2]
n

[a1 + (n− 1)a3]
n

· a4 . . . an ≤
...

≤ n

√
a1 + a2 + . . .+ an

n

a1 + a2 + . . .+ an
n

· . . . · a1 + a2 + . . .+ an
n

= An[a].

(9)

Corolarul 8. Pentru a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ R
n
, n ∈ N

∗
,

astfel încât ai ≥ bi, pentru orice i = 1, n, are loc inegalitatea
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n∑
k=1

 n∑
i=1,i�=k

ai

+ bk

 ·
 n∑

i=1,i�=k

bi

+ ak

 ≥ n ·
(

n∑
i=1

ai

)
·
(

n∑
i=1

bi

)
. (10)

Demonstraµie. Inegalitatea rezult  �e prin însumarea dup  k = 1, n, în
relaµia (7), �e rezult  din identitatea (6), prin aplicarea în membrul s u drept a
condiµiilor ai ≥ bi, pentru orice i = 1, n.

O variant  a rezultatului de mai sus este exprimat  prin urm torul
Corolarul 9. Pentru a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ R

n, n ∈ N
∗,

astfel încât ai ≥ bi, pentru orice i = 1, n, dac  not m

An = a1 + a2 + · · ·+ an, ³i Bn = b1 + b2 + · · ·+ bn,

atunci
n∑

k=1

(An + bk − ak) · (Bn + ak − bk) ≥ n ·An · Bn. (11)

Dac  mai not m diferenµa a dou  valori omoloage din ³irurile a ³i b, prin
dk = ak − bk ≥ 0, atunci relaµia (11) se exprim  în forma

n∑
k=1

(An − dk) · (Bn + dk) ≥ n ·An · Bn. (11′)

În sfâr³it, pentru aceast  ultim  relaµie, mai avem ³i echivalenµele

(11′)⇔
n∑

k=1

[An · Bn + dk · (An −Bn) + d2
k] ≥ n ·An · Bn ⇔

⇔ n ·An · Bn + (An −Bn) ·
n∑

k=1

dk −
n∑

k=1

d2
k ≥ n ·An · Bn ⇔

⇔ (An −Bn) ·
n∑

k=1

dk ≥
n∑

k=1

d2
k ⇔

(
n∑

k=1

dk

)2

≥
n∑

k=1

d2
k. (12)

Observaµia 10. Evident, (12) se poate obµine ³i prin calcul direct ³i reprez-
int  ³i o alt  cale de a demonstra inegalit µile (11) sau (11′). Dac  pentru vectorul
a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Rn, mai not m

Pn[a] :=

√√√√ 1
n
·

n∑
i=1

a2
i

(media p tratic  a numerelor a1, a2, . . . , an), atunci putem reformula, în limbaj de
medii, relaµia (12), în urm toarea form :

Corolar 11. Dac  a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Rn, n ∈ N∗
,

astfel încât ai ≥ bi, pentru orice i = 1, n au loc inegalit µile:

(a) (An[a]−An[b])
2 ≥ 1

n
· An[d2]; (13)

(b) An[a]−An[b] ≥ Pn[d]. (14)
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PROBLEME PROPUSE

243. S  se determine soluµiile, numere întregi, ale ecuaµiei

x2 + y2 + z2 + w2 = x2y2z2.

Dan Radu

244. Fie a, b, c > 0 ³i p > −2. S  se arate c 

2a2 + (1 + 2p)bc
b2 + pbc+ c2

+
2b2 + (1 + 2p)ca
c2 + pca+ a2

+
2c2 + (1 + 2p)ab
a2 + pab+ b2

≥ 3(3 + 2p)
2 + p

.

Vasile Cârtoaje
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245. Prove that for any positive real numbers x, y, z, the inequality

x2y2z2

(
1

x6 + y3z3
+

1
y6 + x3z3

+
1

z6 + x3y3

)
≤ 3

2

holds.
Marian Tetiva

246. Fie a, b, c numere reale strict pozitive ³i n ≥ 4 un num r natural. S  se
demonstreze c (

na

b+ c
+ 1
)(

nb

c+ a
+ 1
)(

nc

a+ b
+ 1
)

> (n+ 1)2. 1)

Dan Coma

247. Fie numerele reale strict pozitive a, b, c cu proprietatea c  exist  o
permutare a lor x, y, z astfel încât z ≤ y ≤ x ≤ 8z ³i 8y ≤ 27z. S  se arate c 

max
{∣∣∣ 3
√
a− 3

√
b
∣∣∣3 , ∣∣∣ 3

√
b− 3

√
c
∣∣∣3 , ∣∣ 3

√
c− 3

√
a
∣∣3} ≤ a+ b+ c

3
− 3
√
abc.

Ovidiu Pop

SOLU�IILE PROBLEMELOR PROPUSE

223. a) Fie A(a) mulµimea ³irurilor m rginite de numere reale (xn)n care satisfac relaµia

de recurenµ 

xn = nxn−1 − 1

a
, n ≥ 1,

cu x0 = 1 − 1

a
, unde a > 0, este un num r �xat. S  se determine a.

b) Fie B(a) mulµimea ³irurilor m rginite de numere reale (xn)n care satisfac relaµia de

recurenµ 

xn = a− nxn−1, n ≥ 1,

cu x0 = a− 1, unde a > 0, este un num r �xat. S  se determine a.
Alexandru Lupa³ ³i Andrei Vernescu

Soluµia autorilor. a) Fie

In =

1∫
0

xne−xdx, n = 0, 1, 2, . . . .

Din inegalit µile

0 < In <

1∫
0

xndx =
1

n+ 1
,

rezult  c  ³irul (In)n este m rginit (chiar mai mult, convergent la 0).

Avem

I0 = 1 − 1

e
.

Efectuând o integrare prin p rµi, obµinem

In = −1

e
+ nIn−1 (n ≥ 1). (1)

1) Problema de faµ  constituie o generalizare a problemei 2.33, pag. 27, din volumul L.

Panaitopol, V. B ndil , M. Lascu, Inegalit µi, Editura GIL, Zal u, 1996. (N.A.)
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Deci ³irul (In)n satisface relaµia de recurenµ  din enunµ, pentru a = e.
Prin urmare, (In)n ∈ A(e), a³adar, exist  mulµimi A(a) nevide.
În vederea exprim rii integralei In ca funcµie doar de n, o cale rapid  este ca în relaµia

Ik = −1

e
+ kIk−1 (1′)

s  introducem notaµia

Ik = k!Ak (2)

(unde (Ak)k este un alt ³ir, care va � determinat).

Obµinem

Ak = −1

e
· 1

k!
+Ak−1, (1′′)

iar apoi, introducând succesiv valorile k = 1, 2, 3, . . . , n ³i adunând relaµiile obµinute, g sim

An =
1

e
(e − En), (3)

unde am notat En = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ . . .+

1

n!
(³i am µinut seama c  A0 = I0 = 1 − 1

e
).

Din (2) ³i (3), rezult 

In =
n!

e
(e − En). (4)

Fie acum (xn)n un ³ir oarecare din A(a). Din egalitatea

xn−1 =
1

n

(
xn +

1

a

)
,

(obµinut  din enunµ) ³i, µinând seama de ipoteza de m rginire, rezult  c  ³irul (xn)n este convergent

c tre 0.

Urmând, îns , exact procedeul folosit pentru explicitarea ³irului (In)n, obµinem

xn =
n!

a
(a − En). (5)

Din aceast  relaµie ³i din faptul c  xn → 0, rezult  c  lim
n→∞(a−En) = 0, deci a = lim

n→∞En,

adic  a = e.
Observaµie. Mai rezult  c  singura mulµime A(a) este A(e). Mai departe, considerând

un ³ir oarecare (xn)n din A(e), înlocuind în (5) a = e, rezult , conform (4), c  xn = In. Deci

A(e) = {(In)n}.
b) Fie:

Jn =

1∫
0

xnexdx, n = 0, 1, 2, . . . .

Din inegalit µile

0 < Jn < e

1∫
0

xndx =
e

n+ 1
,

rezult  c  ³irul (Jn)n este m rginit (chiar mai mult, convergent la 0).

Avem

J0 = e − 1.

Efectuând o integrare prin p rµi, obµinem

Jn = e − nJn−1 (n ≥ 1). (6)

Deci ³irul (Jn)n satisface relaµia de recurenµ  din enunµ, pentru a = e.
Prin urmare, (Jn)n ∈ B(e), a³adar, exist  mulµimi B(a) nevide.
În vederea exprim rii integralei Jn ca funcµie doar de n, o cale rapid  este ca în relaµia

Jk = e − kJk−1 (6′)
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s  introducem notaµia

Jk = (−1)kk!Bk (7)

(unde (Bk)k este un ³ir, care va � determinat).

Obµinem

Bk =
(−1)k

k!
e + Bk−1,

de unde, introducând succesiv valorile k = 1, 2, 3, . . . , n ³i adunând relaµiile obµinute, g sim

Bn = e

(
Ẽn − 1

e

)
. (8)

unde am notat Ẽn = 1 − 1

1!
+

1

2!
− . . .+ (−1)n

n!
(³i am µinut seama c  B0 = J0 = e − 1).

Din (7) ³i (8), rezult 

Jn = (−1)nn!

(
Ẽn − 1

e

)
· e.

Fie acum (xn)n un ³ir oarecare din B(a).
Din egalitatea

xn−1 =
1

n
(a− xn) ,

³i din ipoteza de m rginire, rezult  c  ³irul (xn)n este convergent c tre 0.

Exact ca pentru ³irul (Jn)n, obµinem

xn = (−1)nn!

(
Ẽn − 1

a

)
· a.

Din aceast  relaµie ³i din faptul c  xn → 0, rezult  c 

lim
n→∞

(
Ẽn − 1

a

)
= 0,

deci
1

a
= lim

n→∞ Ẽn,

adic 

a = e.

Observaµie. Ca ³i la punctul a), singura mulµime B(a) este B(e) ³i, în plus, B(e) = {(Jn)n}.
Soluµie dat  de Marian Tetiva, profesor la Colegiul Naµional Gheorghe Ro³ca-Codreanu din

Bârlad.

a) Relaµia de recurenµ  se mai poate scrie în forma

xn

n!
=

xn−1

(n− 1)!
− 1

a
· 1

n!
,

unde n ≥ 1, ceea ce ne conduce la

xn

n!
=
x0

0!
− 1

a

(
1

n!
+ · · · + 1

1!

)
= 1 − 1

a

(
1

n!
+ · · · + 1

1!
+ 1

)
(prin iterare ³i adunarea tuturor egalit µilor obµinute).

Cum

lim
n→∞

(
1 +

1

1!
+ · · · + 1

n!

)
= e,

rezult  c , pentru orice ³ir (xn)n din A(a), avem

lim
n→∞

xn

n!
= 1 − e

a
.

Acum, probabil c  cerinµa problemei este: s  se determine a astfel încât mulµimea A(a) s 
�e nevid . Este clar c , dac  limita lui xn/n! este nenul , atunci (xn) nu are cum s  �e m rginit

(el ar avea limita ∞ sau −∞), deci necesar pentru ca A(a) s  �e nevid  ar � ca

1 − e

a
= 0 i.e. a = e.
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Aceast  condiµie este ³i su�cient  deoarece, în acest caz, ³irul (xn) este dat de

xn

n!
= 1 − 1

e

(
1 +

1

1!
+ · · · + 1

n!

)
,

adic  de

xn =
1

e
· n!(e − En),

unde

En = 1 +
1

1!
+ · · · 1

n!
.

Limita lim
n→∞n!(e − En) = 0 �ind cunoscut  (se poate obµine, de exemplu, cu teorema

Cesàro-Stolz în cazul
0

0
³i tot astfel se poate da evaluarea mai precis  lim

n→∞n · n!(e − En) = 1),

g sim lim
n→∞ xn = 0 (sau chiar lim

n→∞nxn =
1

e
), deci ³irul (xn)n, �ind convergent, este ³i m rginit.

Pentru punctul b) proced m asem n tor (³i facem o presupunere analoag  referitoare la

ceea ce ne cere, de fapt, enunµul); relaµia de recurenµ  se rescrie în forma

(−1)nxn

n!
= a · (−1)n

n!
+

(−1)n−1xn−1

(n− 1)!
,

³i ne conduce la

(−1)nxn

n!
= a

n∑
k=0

(−1)k

k!
− 1

³i apoi la concluzia c 

lim
n→∞

(−1)nxn

n!
=
a

e
− 1

(folosind iar rezultatul notoriu e−1 = lim
n→∞

n∑
k=0

(−1)k

k!
).

Prin urmare, o condiµie necesar  pentru ca mulµimea B(a) s  conµin  cel puµin un ³ir

m rginit este ca
a

e
− 1 = 0, echivalent cu a = e.

Atunci avem

(−1)nxn

n!
= e

n∑
k=0

(−1)k

k!
− 1 = e

(
n∑

k=0

(−1)k

k!
− 1

e

)
.

Dar

lim
n→∞n!

(
n∑

k=0

(−1)k

k!
− 1

e

)
= 0

se calculeaz  u³or (cum am ar tat ³i mai sus), deci iar rezult  (xn)n convergent la 0, prin urmare

m rginit.

S  mai remarc m c , într-o formulare mai natural , problema ne spune c  ³irul (xn)n de

la punctul a) (³i la fel acela de la punctul b)) este m rginit dac  ³i numai dac  a = e, precum ³i

c  acest enunµ r mâne adev rat (cu aceea³i demonstraµie) dac  înlocuim cuvântul ,,m rginit� cu

,,convergent�. Punctul a) al problemei s-a dat la etapa �nal  a Olimpiadei Naµionale de Matematic 

în 1980 (problema 3 de la clasa a XI-a); enunµul de acolo este echivalent, chiar dac  nu identic.

Nota redacµiei. Soluµii similare cu cea de a doua soluµie au mai dat ³i domnii Róbert Szász

de la Universitatea Sapientia din Târgu Mure³ ³i Marius Olteanu, inginer la S. C. Hidroconstrucµia

S.A. Bucure³ti, sucursala ,,Olt Superior� din Râmnicu-Vâlcea. De asemenea, o soluµie corect  a

dat ³i domnul Ioan Ghiµ  de la Colegiul Naµional I. M. Clain din Blaj.

224. Fie E un spaµiu vectorial de dimensiune 4 peste R ³i B = {e1, e2, e3, e4} o baz  a lui

E. Matricea unui endomor�sm u ∈ LR(E) în raport cu baza B este

B(u) =


0 −3 −1 1

−2 0 0 2
2 2 3 −1

−5 −6 −1 6

 .

235



a) Fie a1 = e1 − e2, a2 = e2 + e4, a3 = e3 ³i F = Sp{a1, a2, a3}. S  se arate c  F este

stabil relativ la endomor�smul ψ = 2idE −u. Se noteaz  cu v restricµia lui ψ la F . S  se arate c 

v este nilpotent de ordinul 3.

b) Fie f1 = 2e1 − e2 − e3 + e4, f2 = −v(f1), f3 = −v(f2). S  se arate c  {f1, f2, f3}
constituie o baz  în F . S  se determine α, β, γ ∈ R astfel încât vectorul f4 = e1 +αe2 + βe3 + γe4
s  aparµin  nucleului endomor�smului ϕ = 3idE − u.

c) S  se arate c  C = {f1, f2, f3, f4} constituie o baz  în E ³i s  se scrie matricea C(u)
a lui u în raport cu aceast  baz . S  se indice matricile de transfer între bazele B ³i C. S  se

calculeze Cn(u), pentru n ∈ N.

d) Se consider  polinomul p ∈ R[x]:

p(x) = x4 − 9x3 + 30x2 − 44x+ 24.

S  se arate c  endomor�smul θλ = λidE −u (λ ∈ R) este automor�sm dac  ³i numai dac 

p(λ) �= 0. S  se precizeze rangul lui θλ în funcµie de λ.
Dan Radu

Soluµia autorului. a) Un calcul imediat ne arat  c 

ψ(a1) = −a1 − a2
ψ(a2) = 2a1 + 2a2 − a3
ψ(a3) = a1 + a2 − a3

³i deci ψ(F ) ⊆ F .
Mai mult decât atât, deoarece familia {a1, a2, a3} este liniar independent , ea va � o baz 

în F ³i deci matricea lui V în raport cu aceast  baz  va �

A =

 −1 2 1
−1 2 1
0 −1 −1

 .
A proba c  V este nilpotent de ordinul 3 revine la a veri�ca faptul c  A2 �= 0, iar A3 = 0,

lucru ce se veri�c  imediat.

b) Evident, f1 = 2a1 + a2 − a3 ∈ F ³i deci ³i f2, f2 ∈ F .
Fie λ1, λ2, λ3 ∈ R astfel încât

λ1f1 + λ2f2 + λ3f3 = 0. (1)

S  aplic m egalit µii de mai sus v, respectiv v2. Cum v(f3) = −v2(f2) = v3(f3) = 0, iar
v2(f2) = −v3(f1) = 0, va rezulta c 

−λ1f2 − λ2f3 = 0 ³i λ1f3 = 0. (2)

Din relaµiile (1) ³i (2) decurge imediat c  λ1 = λ2 = λ3 = 0 ³i deci familia {f1, f2, f3} este

liniar independent , de unde conchidem c  este o baz  în F .
Punând condiµia ca f4 s  aparµin  lui kerϕ, rezult  sistemul

3α+ β − γ = −3
3α− 2γ = −2
−2α+ γ = 2
6α+ β − 3γ = −5

,

cu soluµia unic  α = −2, β = 1, γ = −2.
c) Pentru a ar ta c  C este o baz  în E, este su�cient s  ar t m c  f4 /∈ F = Sp{f1.f2, f3}.

S  presupunem contrariul. Vom observa, mai întâi, c 

ψ = ϕidE

³i deci

ψ3 = ϕ3 − 3ϕ2 + 3ϕ− idE . (3)

Deoarece am presupus c  f4 ∈ F , avem
ψ3(f4) = v3(f4) = 0.

Pe de alt  parte

ϕ3(f4) = ϕ2(f4) = ϕ(f4) = 0
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³i deci, aplicând egalitatea (3) lui f4, am ajunge la concluzia absurd  c  f4 = 0. R mâne c  f4 /∈ F
³i deci C este o familie liber  maximal  (deoarece dimR E = 4), adic  o baz  în E.

Pentru a scrie matricea C(u) în baza C, s  observ m c 

u(f1) = (2idE − v)(f1) = 2f1 − v(f1) = 2f1 + f2

u(f2) = (2idE − v)(f2) = 2f1 − v(f2) = 2f2 + f3

u(f3) = (2idE − v)(f3) = 2f3 − v(f3) = 2f3

u(f4) = (3idE − v)(f4) = 3f4 − v(f4) = 3f4

,

³i deci

C(u) =


2 0 0 0
1 2 0 0
0 1 2 0
0 0 0 3

 .
Pentru a scrie matricea P de trecere de la baza B la baza C, s  calcul m pe f2 ³i f3 în

funcµie de elementele bazei B. Vom avea:

f2 = −v(f1) = e1 + e4

f3 = −v(f2) = e1 − e3 + e4.

Urmeaz  atunci c 

P =


2 1 1 1

−1 0 0 −2
−1 0 −1 1
1 1 1 −2


³i deci matricea de trecere de la baza C la baza B este

P−1 =


−2 −3 0 2
3 4 1 −2
1 1 −1 −1
1 1 0 −1

 .
Pentru calculul lui Cn(u) s  observ m c  C(u) se poate reprezenta sub forma C(u) = D+R,

unde

D =


2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3

 ³i R =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 .
Dup  cum se veri�c  u³or DR = RD ³i deci se poate folosi formula lui Newton:

Cn(u) = (D +R)n =
n∑

k=0

Ck
nD

n−kRk .

Dar R este nilpotent  de ordinul 3 ³i deci

Cn(u) = Dn + nDn−1R +
n(n− 1)

2
Dn−2R2 =


2n 0 0 0

n2n−1 2n 0 0
n(n− 1)2n−3 n · 2n−1 2n 0

0 0 0 3n

 .
d) Matricea lui θλ în baza B va �

M(θλ) =M(λidE − u) = λI −M(u).

Prin urmare, θλ va � automor�sm dac  ³i numai dac  M(θλ) este nesingular  ceea ce este

echivalent cu faptul c  det |λI −M(u)| �= 0. Un calcul imediat ne arat  c  det |λI −M(u)| = p(λ),
ceea ce justi�c  a�rmaµia din enunµ. Pe de alt  parte, ecuaµia p(λ) = 0 are r d cina tripl  λ1 = 2
³i r d cina simpl  λ2 = 3. Urmeaz  c  pentru λ ∈ R\{2, 3}, rgθλ = 4. Pentru λ1 = 2 vom avea

rgθ2 = dimR imθ2 = dimR im(2idE − u) = dimR imψ = 3,

iar pentru λ2 = 3, respectiv

rgθ3 = dimR imθ3 = dimR im(3idE − u) = dimR imϕ = 4 − dimR kerϕ = 4 − 1 = 3.
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225. For all n ≥ 1 holds: 1

n

n∑
k=1

1

ln

(
1 +

1

k

)
 =

[
3n+ 5

6

]
,

where [ . ] denotes the integer part.

Mihály Bencze

Soluµia autorului. Este cunoscut faptul c (
1 +

1

n

)n+ 1
3
< e <

(
1 +

1

n

)n+ 1
n

(∗)

(vezi ,,Num rul e ³i matematica exponenµialei�, Andrei Vernescu, Editura Universit µii din Bu-

cure³ti, 2004, pagina 140.)

Din (∗) obµinem
k +

1

3
<

1

ln

(
1 +

1

k

) < k +
1

2
,

de unde

n(3n+ 5)

6
=

n∑
k=1

(
k +

1

3

)
<

n∑
k=1

1

ln

(
1 +

1

k

) < n∑
k=1

(
k +

1

2

)
=
n(n+ 2)

2
.

Prin urmare

3n+ 5

6
<

1

n

n∑
k=1

1

ln

(
1 +

1

k

) < 3n+ 5

6
+

1

6
<

3n+ 5

6
+ 1,

deci  1

n

n∑
k=1

1

ln

(
1 +

1

k

)
 =

[
3n+ 5

6

]
.

Soluµie dat  de Marius Olteanu, inginer la S. C. Hidroconstrucµia S.A. Bucure³ti, sucursala

,,Olt Superior� din Râmnicu-Vâlcea.

Vom studia dou  cazuri, dup  cum n este par sau impar.

Cazul 1: n = 2p, p ≥ 1, p ∈ N.

Avem [
3n+ 5

6

]
=

[
6p+ 5

6

]
=

[
p+

5

6

]
= p. (1)

Fie f : (0,∞) → R, f(x) = lnx.
Folosind teorema lui Lagrange, deducem existenµa unui xk ∈ (k, k + 1), astfel încât

ln(k + 1) − ln k =
1

xk
,

adic 

ln

(
1 +

1

k

)
=

1

xk
,

de unde
1

ln

(
1 +

1

k

) = xk > k,

pentru orice k ∈ N∗.
Prin urmare

n∑
k=1

1

ln

(
1 +

1

k

) =
n∑

k=1

xk >

n=2p∑
k=1

k = 1 + 2 + · · · + 2p = p(2p + 1),
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de unde
1

n

n∑
k=1

1

ln

(
1 +

1

k

) > 1

n
· p(2p + 1) =

2p+ 1

2
= p +

1

2
.

A³adar

1

n
·

n∑
k=1

1

ln

(
1 +

1

k

) > p+
1

2
. (2)

Se ³tie c  ln

(
1 +

1

k

)
>

2

2x+ 1
, pentru orice x > 0 (vezi [1], pag. 277, ex. 6.4.18), deci

1

ln

(
1 +

1

k

) < 2k + 1

2
,

pentru orice k ∈ N∗.
Atunci

1

n
·

n∑
k=1

1

ln

(
1 +

1

k

) < 1

n
·

n∑
k=1

2k + 1

2
=

=
1

n
·

n∑
k=1

(
k +

1

2

)
=

1

n

[
n(n+ 1)

2
+
n

2

]
=

1

2
+
n+ 1

2
=
n

2
+ 1 = p+ 1. (3)

Din (2) ³i (3) rezult  c 

p+
1

2
<

1

n

n∑
k=1

1

ln

(
1 +

1

k

) < p + 1,

deci  1

n
−

n∑
k=1

1

ln

(
1 +

1

k

)
 = p,

q.e.d. conform relaµiei (1).

Cazul 2. n = 2t+ 1, t ∈ N. Procedând ca în cazul anterior, avem[
3n+ 5

6

]
=

[
6t + 8

6

]
=

[
t+

4

3

]
= t+ 1. (4)

Conform celor expuse anterior rezult 

1

n

n∑
k=1

1

ln

(
1 +

1

k

) > 1

n

n∑
k=1

k =
1 + 2 + · · · + (2t + 1)

n
= t+ 1 (5)

³i

1

n
·

n∑
k=1

1

ln

(
1 +

1

k

) < n
2

+ 1 =
2t+ 1

2
+ 1 = t+ 1 +

1

2
. (6)

Din (5) ³i (6), deducem

t+ 1 <
1

n
·

n∑
k=1

1

ln

(
1 +

1

k

) < t+ 1 +
1

2
,

de unde  1

n
·

n∑
k=1

1

ln

(
1 +

1

k

)
 = t+ 1,

q.e.d. conform (4).

239



Bibliogra�e

[1] Gh. Sireµchi, Calcul diferenµial ³i integral, vol. II (Exerciµii), Editura �iinµi�c  ³i Enciclope-

dic , Bucure³ti, 1985.

Soluµie dat  de Róbert Szász, Universitatea Sapientia din Târgu-Mure³. Pentru x ∈ (−1, 1]
avem dezvoltarea

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · · ,

de unde rezult  c 

ln(1 + x) ≤ x, (1)

pentru orice x ∈ [0, 1].

Vom demonstra c 
2x

2 + x
≤ ln(1 + x), (2)

pentru orice x ∈ [0, 1].
Fie

f(x) = ln(1 + x) − 2x

2 + x
,

unde x ∈ [0, 1].
Atunci

f ′(x) =
1

1 + x
− 2(2 + x) − 2x

(2 + x)2
=

x2

(1 + x)(2 + x)2
≥ 0,

pentru orice x ∈ [0, 1].
Rezult  c  funcµia f este cresc toare ³i, pentru x ≥ 0, rezult  f(x) ≥ f(0) = 0. Deci are

loc (2). Din (1) ³i (2), deducem c 

1

k +
1

2

≤ ln

(
1 +

1

k

)
≤ 1

k
,

pentru orice k ∈ N∗, iar de aici obµinem

n+ 2

2
>

1

n

n∑
k=1

1

ln

(
1 +

1

k

) > n+ 1

2
,

pentru orice n ∈ N∗.
Pentru n = 2p, rezult  c 

p + 1 >
1

n

n∑
k=1

1

ln

(
1 +

1

k

) > 2p + 1

2
= p+

1

2
.

Atunci  1

n

n∑
k=1

1

ln

(
1 +

1

k

)
 = p

³i [
3n+ 5

6

]
=

[
p +

5

6

]
= p,

deci are loc egalitatea.

Pentru n = 2p+ 1 obµinem

p+ 1 +
1

2
>

1

n

n∑
k=1

1

ln

(
1 +

1

k

) > p+ 1
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³i deci  1

n

n∑
k=1

1

ln

(
1 +

1

k

)
 = p+ 1

³i [
3n+ 5

6

]
=

[
p+ 1 +

1

3

]
= p.

Prin urmare ³i în acest caz egalitatea este valabil , q.e.d.

Nota redacµiei. O soluµie corect  a dat ³i domnul Ioan Ghiµ  de la Colegiul Naµional I.

M. Clain din Blaj.

226. Calculate

lim
n→∞

n2
n∑

k=1

(−1)k+1

k + 1

(n
k

)  k∑
j=1

1

j + 1

2

+
k∑

j=1

1

(j + 1)2


 .

José Luis Díaz-Barrero

Soluµie dat  de Róbert Szász, Universitatea Sapientia din Târgu-Mure³.

Fie

S1
n

not
==

n∑
k=1

(−1)k+1

k + 1

(n
k

)  k∑
j=1

1

j + 1

2

+
k∑

j=1

1

(j + 1)2

 .
Observ m c 

S2
k

not
==

 k∑
j=1

1

j + 1

2

+
k∑

j=1

1

(j + 1)2
= 2

k∑
j=1

1

j + 1

 j∑
i=1

1

i+ 1

 =

= 2
k∑

j=1

1

j + 1

1∫
0

x− xj+1

1 − x dx =

= 2

1∫
0

 x

1 − x

 k∑
j=1

1

j + 1

 − 1

1 − x

 k∑
j=1

xj+1

j + 1

 dx =

= 2

1∫
0

 x

1 − x

1∫
0

t− tk+1

1 − t dt − 1

1 − x

x∫
0

t− tk+1

1 − t dt

 dx.

Dar cum
1∫

0

t− tk+1

1 − t dt =
1

x

x∫
0

u

x
−
( u
x

)k+1

1 − u
x

du,

rezult  c 

S2
k = 2

1∫
0

1

1 − x

 x∫
0

u

x
−
( u
x

)k+1

1 − u

x

du−
x∫

0

u− uk+1

1 − u du

 dx.

Deducem c 

S1
n =

n∑
k=1

(−1)k+1

k + 1

(n
k

)
S2

k = 2

1∫
0

1

1 − x

 x∫
0

n∑
k=1

(−1)k+1

k + 1

(n
k

) u
x
−
( u
x

)k+1

1 − u

x

du−

−
x∫

0

n∑
k=1

(−1)k+1

k + 1

(n
k

) t− tk+1

1− t dt

 .
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Observ m c 

n∑
k=1

(−1)k+1

k + 1

(n
k

) t− tk+1

1 − t =
1

n+ 1

n∑
k=1

(−1)k+1
(n+ 1

k + 1

) t− tk+1

1 − t =

=
1

n+ 1

(
t

n∑
k=1

(−1)k+1
(n+ 1

k + 1

)
−

n∑
k=1

(−1)k+1
(n+ 1

k + 1

)
tk+1

)
1

1− t =

=
1

(n+ 1)(1 − t)
(
tn− (−1 + (n+ 1)t + (1 − t)n+1

)
=

=
1

(1 − t)(n + 1)

(
1− t− (1 − t)n+1

)
=

1

n+ 1
(1 − (1 − t)n) .

În mod analog

n∑
k=1

(−1)k+1

k + 1

(n
k

) u
x
−
( u
x

)k+1

1 − u
x

=
1

n+ 1

(
1 −

(
1 − u

x

)n)
³i deducem c 

S1
n =

1∫
0

1

1 − x

 x∫
0

1

n+ 1

(
1 −

(
1 − u

x

)n)
du−

x∫
0

1

n+ 1
(1 − (1 − t)n) dt

 dx =

=
2

n+ 1

1∫
0

1

1 − x

 x∫
0

(1 − t)ndt−
x∫

0

(
1 − u

x

)n
du

 dx.

Integralele care apar în ultima form  a lui S1
n se pot calcula ³i obµinem

S1
n =

2

(n+ 1)2

1∫
0

1

1 − x
(
1 − x− (1 − x)n+1

)
dx =

=
2

(n+ 1)2

1∫
0

(1 − (1 − x)n) dx =
2

(n+ 1)2

(
1 − 1

n+ 1

)
.

Prin urmare

lim
n→∞n

2Sn = lim
n→∞

2n2

(n+ 1)2

(
1 − 1

n+ 1

)
= 2.

227. S  se arate c 
(n
k

)
xk(1 − x)n−k ≤ 1

2
, pentru orice x ∈ [0, 1], ³i orice

k ∈ {1, . . . , n− 1}, unde n ∈ N, n ≥ 2.
Ovidiu Pop

Soluµie dat  de Marian Tetiva, profesor la Colegiul Naµional Gheorghe Ro³ca-Codreanu din

Bârlad. Se veri�c  imediat, cu ajutorul derivatei, c  funcµia dat  prin

f(x) = xk(1 − x)n−k, x ∈ [0, 1],

î³i atinge maximul în
k

n
, deci

f(x) ≤ f
(
k

n

)
,

pentru orice x ∈ [0, 1].
Atunci (n

k

)
xk(1 − x)n−k ≤

(n
k

) kk(n− k)n−k

nn
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³i inegalitatea din enunµ ar rezulta dac  am putea demonstra c (n
k

) kk(n− k)n−k

nn
≤ 1

2
,

pentru orice num r natural n ≥ 2 ³i orice 1 ≤ k ≤ n− 1.
La rândul ei, aceast  inegalitate se scrie în forma

xn

xkxn−k
≤ 1

2
,

dac  not m

xn =
n!

nn
,

pentru orice n ≥ 1.
Se calculeaz  imediat (³i, de altfel, este bine cunoscut) c 

xn

xn−1
=

1

en−1
,

pentru orice n ≥ 2, unde am notat

en =

(
1 +

1

n

)n

, n ≥ 1.

De aici rezult 
xn

xn−k
=

1

en−1 · . . . · en−k

³i

xn =
xn

x1
=

1

en−1 · . . . · e1
,

astfel c  inegalitatea de demonstrat devine

ek−1 · . . . · e1
en−1 · . . . · en−k

≤ 1

2
.

Dar aceasta rezult  imediat folosind monotonia ³irului (en) (despre care ³tim foarte bine

c  este strict cresc tor); într-adev r, toate fracµiile

ek−l

en−1
, . . . ,

e1

en−k+1

sunt mai mici sau egale cu 1, iar
1

ek−l
≤ 1

2

(en ≥ 2 pentru orice n ≥ 1).
Demonstraµia este încheiat .

Soluµie dat  de Róbert Szász, Universitatea Sapientia din Târgu-Mure³. Observ m c 

n∑
k=0

(n
k

)
xk(1 − x)n−k = 1. (1)

Fie Tk+1 =
(n
k

)
xk(1 − x)n−k .

Vom ar ta c 

Tk+1 ≤ Tk + Tk+2. (2)

Inegalitatea (2) este echivalent  cu

1 ≤ 1 − x
x

· k

n− k + 1
+

x

1 − x · n− k
k + 1

.

Not m a =
1 − x
x

³i obµinem

1 ≤ a · k

n− k + 1
+

1

a
· n− k
k+ 1

,
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inegalitate care este echivalent  cu

0 ≤ n− k
k + 1

− a+
k

n− k + 1
· a2.

Fie ∆a = 1 − 4 · (n− k)k
(n− k + 1)(k + 1)

=
−3nk + n+ 3k2 + 1

n− k + 1
.

Atunci ∆a ≤ 0 dac  ³i numai dac  n ≥ 3k2 + 1

3k − 1
, îns  aceast  ultim  inegalitate rezult  din

³irul de inegalit µi

n ≥ k + 1 ≥ 3k2 + 1

3k − 1
.

Având în vedere c  dac  k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}, atunci pentru Tk+1 exist  Tk ³i Tk+2, din

(1) ³i (2) rezult 

Tk+1 ≤ 1

2
.

Nota redacµiei. Soluµii corect  ale problemei au dat ³i domnii Marius Olteanu, inginer

la S. C. Hidroconstrucµia S.A. Bucure³ti, sucursala ,,Olt-Superior� din Râmnicu-Vâlcea ³i domnul

Ioan Ghiµ , profesor la Colegiul Naµional I. M. Clain din Blaj.

ISTORIA MATEMATICII

Trei sute de ani de la na³terea unui geniu universal al matematicii,
Leonhard Euler

de Constantin P. Niculescu ³i Andrei Vernescu

În ziua de 15 aprilie a anului curent s-au împlinit trei secole de la na³terea celui care avea s 

devin  unul dintre cei mai mari matematicieni ai tuturor timpurilor, Leonhard Euler (1707-1783).

Importanµa ³i vastitatea fabuloasei sale opere, privitoare la toate ramurile matematicii

secolului al XVIII-lea (precum ³i la însemnate capitole din mecanic , �zic  ³i astronomie) este atât

de covâr³itoare, încât ast zi în aproape orice demers matematic, se întâlne³te, într-un fel sau altul

un rezultat, o noµiune sau m car o notaµie introdus  de c tre Euler.

La trei secole de la na³tere, i se aduce cuvenita comemorare, prin organizarea de Congrese,

Conferinµe ³i Simpozioane de c tre Societ µi academice ³i Universit µi, prin republicarea de selecµi-

uni din opera sa sau de lucr ri speciale care îi sunt destinate. Totul sub deviza atât de înµeleapt 

a altui mare matematician, Pierre-Simon Laplace (1749-1827) ,,Lisez Euler, lisez Euler, c'est notre

maître à tous!�
În aceast  prezentare vom c uta s  evoc m pe scurt câteva repere ale vieµii genialului

savant, cât ³i câteva dintre rezultatele sale cele mai importante.

Leonhard Euler s-a n scut la 15 aprilie 1707 în ora³ul Basel (fr. Bâle) în familia unui

pastor calvin. Ora³ul Basel, situat pe Rin, la întâlnirea frontierelor Elveµiei, Franµei ³i Germaniei,

se bucura de prosperitate economic  ³i cultural  ³i avea o Universitate proprie. Tat l lui Leonhard,

Paul Euler era c s torit cuMarquerite Brucker ³i î³i exercita profesiunea în mica localitate Riechen,

de lâng  Basel. Dar el avea ³i frumoase cuno³tinµe de matematic , pe care le va transmite �ului.

Într-adev r, micul Leonhard î³i începe înv µ tura în casa p rinteasc , sub directa îndrumare a

tat lui s u, de la care va c p ta primele cuno³tinµe de matematic , ³tiinµ  care se va transforma

în pasiune ³i scop în viaµ .

Dar, dup  cum vom ar ta ³i noi, viaµa familiei Euler, ca ³i activitatea ³tiinµi�c  a lui

Leonhard Euler este strâns legat  de cea a familiei Bernoulli! Aceast  familie (care la sfâr³itul

secolului al XVI-lea se refugiase de la Anvèrs (Belgia) ca s  scape de persecuµiile religioase ale

ducelui de Alba, din timpul ocupaµiei spaniole a � rilor de Jos), constituie un caz unic în isto-

ria ³tiinµelor, deoarece a d ruit comunit µii ³tiinµi�ce mai multe generaµii de remarcabili savanµi

(matematicieni ³i mecanicieni). Revenind la Paul Euler, este interesant de menµionat c  acesta,

când studiase teologia la Universitatea din Basel, audiase ³i cursurile de matematic  ale lui Jacques
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(Jacob) Bernoulli (1654-1705). Totodat  Paul Euler ³i Jean (Johann) Bernoulli I1) (1667-1748),

fratele mai mic al lui Jacques Bernoulli au locuit, în timpul studiilor universitare în locuinµa lui

Jacques Bernoulli. Paul avea s  devin  pastor, iar Jean I matematician ³i apropiat al lui Leibniz.

Prietenia dintre Paul ³i Jean I avea s  se transmit  ³i �ilor lor Leonhard Euler ³i respectiv cei trei

�i ai lui Jean Bernoulli I, anume Nicolas Bernoulli II (1695-1726), Daniel Bernoulli (1700-1782)

³i Jean Bernoulli II (1710-1790).

Cum spuneam, foarte de tân r, Leonhard Euler cap t  primele cuno³tinµe de matematic 

de la tat l s u. Acesta, de³i intenµiona iniµial ca �ul s u s  urmeze tot cariera ecleziastic , a

considerat c  aceste cuno³tinµe îi pot � utile, inclusiv prin puterea ordonatoare a gândirii, pe care

o au. În 1720, la numai 13 ani, tân rul Leonhard î³i începe studiile de �lozo�e la Universitatea

din Basel, unde, cu o memorie extraordinar , î³i formeaz  o solid  cultur  însu³indu-³i totodat  ³i

limba o�cial  a ³tiinµei, de atunci, latina. În toat  perioada 1720-1723, Euler va avea puterea s -³i

cultive ³i pasiunea pentru matematic , �ind ajutat acum de un profesionist, deoarece profesorul s u

Jean Bernoulli I îi acord  întregul s u sprijin. El se întâlnea s pt mânal cu tân rul Euler, pentru

a risipi neclarit µile ce eventual le-ar � întâmpinat acesta în studiul lucr rilor ce i le recomanda.

În casa profesorului Jean Bernoulli I, Euler s-a împrietenit cu cei trei �i ai acestuia, Nicolas II,

Daniel ³i Jean II.

În 1723, la numai 16 ani, Euler �nalizeaz  cursurile de �lozo�e ³i susµine, în limba latin ,

discursul de absolvire, în care face o comparaµie între ideile �lozo�ce ale lui Descartes ³i cele ale

lui Newton, obµinând astfel titlul de magister. Începe apoi, neîntârziat, studiul limbii ebraice ³i

teologiei, exact a³a cum dorea tat l s u, pe care reu³e³te s  ³i le însu³easc  foarte bine, datorit 

memoriei sale prodigioase, dar simte cum atracµia sa pentru matematic  devine tot mai puternic .

Apoi, la sfatul ³i insistenµele profesorului s u de matematic  Jean Bernoulli I, care-i descoperise

talentul extraordinar pentru aceast  ³tiinµ , tat l s u, consimte ca Leonhard s  se orienteze de la

studiul teologiei la cel al matematicii. Poate c  prietenia lui Euler-tat l cu Jean Bernoulli I, din

timpul studenµiei lor s  � contribuit la aceast  decizie înµeleapt  ³i binef c toare! Acum drumul lui

Leonhard Euler în matematic  este complet deschis! Tân rul Leonhard începe s  obµin  succese

str lucite în studiul matematicii ³i în lucr rile sale de cercetare.

În 1726 Euler ³i-a terminat studiile de matematic  la Universitatea din Basel. Istoricii

matematicii consider  c  lucr rile citite de Euler în acest timp, la sfatul lui Jean Bernoulli I trebuie

s  � fost opere ale lui Galilei, Varignon, Descartes, Newton, Van Schooten, Jacques Bernoulli,

Hermann, Taylor, Napier ³i Wallis.

Acum, tân rul de numai 19 ani, Leonhard Euler, î³i va c uta un post academic pe m sura

preg tirii ³i talentului s u.

Prietenii s i ceva mai vârstnici, Nicolas ³i Daniel Bernoulli se a�au deja la Sankt Peters-

burg, unde lucrau la Academia de �tiinµe, fondat  în 1725 de c tre împ r teasa Ecaterina I, soµia

lui Petru cel Mare ³i îi promiseser  c  îl vor chema acolo de îndat , dac  un post pe m sura lui

Euler se va ivi. Între timp, Euler încearc  s  obµin  un post de profesor la Universitatea din Basel,

dar în locul lui este numit altcineva. Iat  cum, celui care avea s  �e cel mai mare matematician

al Elveµiei, i se refuz  un post universitar! (Poate ³i vârsta de doar 19 ani a candidatului Euler a

in�uenµat decizia, dar este sigur c  nu peste mult timp, Universitatea din Basel va regreta amarnic

refuzul din 1726!). În 1727 Euler pleac  la Sankt-Petersburg, unde fusese invitat înc  din anul

precedent, dar pe un post de profesor de �ziologie. C l toria a durat din 5 aprilie 1727 pân  în 17

mai 1727. Între timp, în 1726, Nicolas Bernoulli II î³i pierduse viaµa, la numai 31 de ani, din cauza

unei stupide apendicite! La cererea lui Jakob Herman ³i al lui Daniel Bernoulli, Euler este trecut

la secµia de matematic -�zic  a Academiei. Devine academician. Daniel Bernoulli era ³eful secµiei

de matematic , dar el nu se putea adapta bine acestui ora³ nordic ³i, în 1733 se întoarce de�nitiv în

Elveµia, unde î³i continu  cariera universitar . Euler este numit noul ³ef al secµiei de matematic -

�zic . În ianuarie 1734 Euler se c s tore³te cu Katharina Gsell, �ica unui pictor elveµian stabilit

la Sankt-Petersburg. Vor avea 13 copii, din care vor supravieµui doar cinci; pe vremea aceea, ca ³i

ulterior, înc  dou  secole, supravieµuirea în faµa agresiunii bolilor copil riei nu era u³oar , deoarece,

pân  la Pasteur nu existau vaccinurile, iar pân  la Fleming nu existau antibioticele...

La Sankt Petersburg, Euler a lucrat cu mult entuziasm ³i cu mult spor. Putea discuta cu

eminenµi matematicieni ai epocii, Jakob Hermann, Daniel Bernoulli (pân  în 1733, când s-a întors

în Elveµia), Christian Goldbach ³i alµii. Obµinând în 1738 ³i 1740 Marele Premiu al Academiei din

Paris, Euler cap t  o reputaµie excepµional  ³i astfel este invitat la Academia din Berlin de c tre

1) Datorit  faptului c  în familia Bernoulli multe prenume s-au repetat, istoricii matematicii

au ad ugat cifre romane la numele acestora.
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împ ratul Frederik cel Mare al Germaniei. Iniµial prefer  s  r mân  la Sankt-Petersburg, dar în

1741, când anumite tulbur ri politice, precum ³i intrigile administraµiei fac viaµa str inilor di�cil ,

Euler accept . Tr ise la Sankt-Petersburg 14 ani, timp în care obµinuse rezultate importante în

toate domeniile matematicii, iar în perioada 1736-1737 scrisese ³i o carte, intitulat  Mechanica, în

care prezenta pentru prima dat  în mod sistematic dinamica newtonian  cu ajutorul instrumentului

calculului diferenµial ³i integral. Dar, din p cate, în 1735, ³i datorit  muncii încordate de cartogra�e,

Euler începuse s  aib  probleme cu vederea, iar în 1738, vederea cu ochiul drept era deja afectat .

Va petrece la Berlin 25 de ani, pân  în 1766, timp în care scrie peste 380 de articole ³i multe

c rµi. Reputaµia sa ajunge la cote extraordinare. Dar, dup  moartea în 1759 a lui Maupertuis,

care era pre³edintele Academiei, Frederick al II-lea nu s-a orientat c tre Euler, a³a cum ar � fost

normal, ci a propus conducerea Academiei lui d'Alembert, care îns  declin  propunerea, nedorind

s  p r seasc  Parisul. Nici acum Frederick al II-lea nu-i propune lui Euler pre³edinµia Academiei

³i intervine în mod nepotrivit în treburile acesteia.

Probabil c  Euler a fost afectat de nedreptatea f cut , dar el continu  s  se ocupe de

ceea ce era mai important, continu  s  creeze în matematic . Între timp Euler este rechemat , în

condiµii materiale foarte bune la Sankt Petersburg, unde va � primit cu mari onoruri, în 1766. Va

r mâne aici pân  la sfâr³itul vieµii, continuând s  lucreze neobosit, de³i vederea i se deteriorase

mult, inclusiv la al doilea ochi, iar la 60 de ani devine complet orb. Anticipeaz  astfel, poate

mai dureros, drama lui Beethoven, care în 1819, la 49 de ani, avea s -³i piard  auzul, compunând

în aceast  situaµie, în ultimii opt ani ai vieµii. Dar ca ³i Beethoven, despre care Victor Hugo a

spus ,,Ce sourd entendait l'in�ni�, pentru Euler, pierderea vederii nu a însemnat sistarea lucrului.

Îl ajuta memoria sa cu adev rat fenomenal . Dicta la doi dintre �i s i Johann-Albrecht Euler

(devenit �zician) ³i Christoph Euler, ca ³i la doi membri ai Academiei W. L. Kra�t ³i A. J. Lexell,

precum ³i tân rului matematician N. Fuss, care fusese invitat de c tre Academia din Elveµia ³i se

va c s tori cu o nepoat  de-a lui Euler. Este surprinz tor c  în perioada 1766-1783 Euler a creat

mai mult de jum tate din opera sa! Atunci a creat aproape toate c rµile sale.

A fost membru al Academiei de �tiinµe din Paris ³i al Royal Society din Londra.

Se stinge în seara zilei de 18 septembrie 1783, dup  ce prima parte a zilei fusese cât se poate

de obi³nuit , dând o lecµie de matematic  unuia din nepoµi ³i discutând cu Lexell ³i Fuss despre

recent descoperita planet  Uranus. L sa în urma sa cea mai proli�c  oper  matematic  din toate

timpurile, inegalat  înc . Este înmormântat la mân stirea Alexandr Nevski.

A �xat notaµii de�nitive, a de�nit noµiuni ³i concepte, a stabilit noi teorii ³i mari direcµii de

dezvoltare, a obµinut rezultate fundamentale în mai toate ramurile matematicii, cât ³i nenum rate

,,perle� de o neasemuit  frumuseµe. A fost cel mai mare descoperitor de formule, neajuns din urm 

poate decât de Ramanujan (dar numai în direcµia formulelor, nu ³i teoriilor !)

Revenind asupra vastit µii operei euleriene, reamintim c  autorul ei a scris peste 1200 de

articole (³i multe c rµi fundamentale) ne�ind dep ³it de niciunul din urma³ii s i cei mai proli�ci

Cayley (cu 966 de lucr ri), Cauchy (cu 799 de lucr ri) ³i Poincaré. Publicarea operei complete,

întreprindere înc  ne�nalizat , circa 70 de volume ³i peste 16000 de pagini, a fost de mult început 

³i se a�  în stadiu foarte avansat în Rusia, Germania ³i Elveµia. A fost tradus  parµial în limbile

francez  ³i englez  (din limba latin , în care a fost scris  la acea epoc ).

Opera ³tiinµi�c  a lui L. Euler �ind deosebit de vast  ³i profund , este di�cil de r spuns

care este realizarea sa cea mai mare (sau care sunt primele zece realiz ri ale sale).

The Mathematical Association of America are pe site-ul ei o rubric  How Euler did it,

prezentat  de Ed. Sandifer (profesor de matematici la Western Connecticut State University, din

Danbury, U.S.A.). Adresa ei este

http://www.maa.org/news/howeulerdidit.html.

Rubrica din februarie 2007, Euler's Greatest Hits, conµine o propunere pentru un Top 10,

însoµit  de comentarii foarte interesante.

Pentru matematica de liceu, numele lui Euler este legat în primul rând de cercul celor nou 

puncte ³i de dreapta lui Euler. Foarte popular  este ³i relaµia sa metric 

OI2 = R(R − 2r),

(de care se leag  faptul c  R > 2r în toate triunghiurile diferite de cele echilaterale, unde R = 2r).
Elevii claselor a XI-a pot a�a despre constanta lui Euler

γ = lim

(
1 +

1

2
+ · · · + 1

n
− lnn

)
, 1)

1) Tot Euler a dat ³i generaliz ri ale acesteia (v. G. M. - A 1/2007, pp. 11-16).

246



iar cei de clasa a XII-a raµionalizeaz  integrale utilizând diferite substituµii ale lui Euler. Cum am

mai spus, Euler a fost un maestru al unei imense diversit µi de formule.

Euler a introdus multe din notaµiile curente:
∑

pentru sum ; simbolul e pentru baza

logaritmilor naturali; a, b ³i c pentru lungimile laturilor unui triunghi ³i A, B ³i C pentru m rimile

unghiurilor opuse; simbolul π pentru num rul pi ³i simbolul i pentru
√−1.

Numele lui Euler r mâne îns  în galeria geniilor matematicii pentru alte contribuµii:

1. Condiµia (necesar ) Euler-Lagrange pentru ca o funcµie y s  extremizeze o funcµional 

de forma J =
∫ b

a
F (x, y, y′)dx :

∂F

∂y
− d

dx

(
∂F

∂y′

)
= 0.

Euler a rezolvat mai multe probleme inginere³ti, precum s geata unei console elastice,

încovoierea grinzilor elastice supuse unor înc rc ri, calculul modurilor de încovoiere ale coloanelor

etc.

2. Ecuaµia lui Euler din mecanica �uidelor incompresibile.

3. Formula produs ∏
p prim

1

1 − 1/pn
=

∞∑
k=1

1

kn
.

4. Calculul valorilor funcµiei zeta pentru valorile naturale pare

(
ζ(s)=

∞∑
k=1

1

ks
, Re(s) > 1

)
.

În particular, formula

ζ(2) =
∞∑

k=1

1

k2
=
π2

6
.

5. In�nitudinea numerelor prime, legat  de faptul
∑

p=prim

1

p
= ∞.

6. Problema celor ³apte poduri din Königsberg (considerat  a � prima problem  de teoria

grafurilor planare).

7. Formula combinatoric  pentru poliedre convexe

V −M + F = 2,

unde V reprezint  num rul vârfurilor, M reprezint  num rul muchiilor, iar F reprezint  num rul

feµelor. 1)

8. Extensia funcµiei factorial la semidreapta (0,∞) ³i apoi la planul complex exceptând

numerele întregi negative. Este vorba de celebra sa funcµie gamma,

Γ(z) =

∫ ∞

0
tz−1e−tdt, z > 0,

care se extinde apoi la mulµimea din C menµionat  mai sus ³i pentru care Γ(n + 1) = n!, dac 
n ∈ N.

9. Extensia funcµiilor trigonometrice la planul complex ³i formula

eiz = cos z + i sin z, z ∈ C.

Pentru z = π, ea devine eiπ + 1 = 0.
10. Formula aϕ(n) ≡ 1(mod n), unde ϕ este funcµia indicatoare a lui Euler.

11. Partiµii ³i funcµii generatoare. Vezi formula

x3

(1 − x)(1 − x2) = x3 + x4 + 2x5 + 2x6 + 3x7 + 3x8 + 4x9 + ...,

unde coe�cientul lui xk coincide cu num rul modurilor în care k se poate scrie ca suma a dou 

numere naturale distincte ³i nenule. Spre exemplu, 2x5 ne spune c  5 = 1 + 4 = 2 + 3, adic 
5 se poate descompune în dou  moduri. Formule de acest tip apar în celebra carte a lui Euler,

Introductio in analysis in�nitorum.

Detalii se pot a�a din articolul enciclopedic [5], precum ³i din alte surse: [1], [3], [4].

1) Aceast  formul  a permis demonstrarea faptului c  singurele poliedre regulate sunt cele cinci

cunoscute din antichitate.
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DIN VIA�A SOCIET��II

Aniversarea a 80 de ani ai Academicianului Profesor Dimitrie D. Stancu

la Universitatea Babe³-Bolyai

La 20 aprilie anul curent, în Aula mare a Universit µii Babe³-Bolyai a avut loc adunarea

festiv  dedicat  anivers rii a 80 de ani ai domnului Academician Profesor Doctor Dimitrie D.

Stancu, Membru de Onoare al Academiei Române, Doctor Honoris Causa al Universit µii Lucian

Blaga din Sibiu ³i al Universit µii de Nord din Baia Mare.

La emoµionantul eveniment a vorbit întâi domnul prorector, prof. dr. �erban Agachi, din

partea conducerii Universit µii. Apoi, din partea conducerii Facult µii de Matematic -Informatic ,

a luat cuvântul domnul prof. dr. Petru Blaga, decanul facult µii. Cu acordul domniei sale,

reproducem aici textul integral al alocuµiunii:

Academicianul Dimitrie D. Stancu la vârsta de 80 de ani

Facultatea noastr  are deja o tradiµie cunoscut  ³i recunoscut  în a-³i s rb tori

dasc lii, colegii, la vârste aniversare, a primi cu inimile deschise apropiaµii no³tri, prietenii

la astfel de evenimente deosebite ale comunit µii noastre.

Totu³i, întâlnirea de azi este una cu totul special , având în vedere c  cel s rb torit,

Academicianul Dimitrie D. Stancu, alintat de cei apropiaµi D.D., cel omagiat la vârsta de 80

de ani, este unul dintre profesorii care ³i-a pus amprenta în mersul facult µii, a înv µ mân-

tului matematic clujean, de-a lungul a 60 de ani, cu rezultate de excepµie în domeniu, ce

au intrat de mult  vreme în categoria celor care sunt foarte bine cunoscute ³i apreciate de

lumea matematic , cu o reputaµie profesional  ³i academic  prodigioas .

Desigur, Profesorul Dimitrie D. Stancu, al turi de noi aici, este cel mai îndrep µit

³i cel mai bine cunosc tor în a ne împ rt ³i cum s-a manifestat atracµia pentru matematic 

a tân rului plecat de la µar , din satul C lacea, la Liceul ,,Moise Nicoar � din Arad, iar apoi

la Facultatea de Matematic , de la Universitatea din Cluj.

De aici încolo, adic  din 1951, de când a fost numit asistent la Departamentul de

Analiz  Matematic  al Universit µii din Cluj ³i pân  azi, �ecare dintre noi avem în memorie,

în funcµie de vârsta �ec ruia în parte, în funcµie de locul ocupat în cercul al c rui centru este

Profesorul Dimitrie D. Stancu, perceperea personalit µii Profesorului, a omului de ³tiinµ 

preocupat de a face matematic  de vârf, de a obµine rezultate ³i contribuµii de seam  în

domeniul matematicii.
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Profesorul Dimitire D. Stancu a a�rmat ³i recunoscut de nenum rate ori, in�uenµa

lui Tiberiu Popoviciu în formarea ³i lansarea ³tiinµi�c  a Domniei Sale, sub îndrumarea

c ruia a obµinut în anul 1956 titlul de doctor în matematic . Iar noi, ast zi, îl consider m

pe Profesorul Dimitrie D. Stancu un str lucit continuator al recunoscutei ³coli de Analiz 

Numeric  ai c rei fondatori sunt Tiberiu Popoviciu ³i Dumitru V. Ionescu.

Ca o recunoa³tere a valorii ³tiinµi�ce ³i profesionale, în perioada 1961-1962, Profe-

sorul Dimitrie D. Stancu a bene�ciat de o burs  la Universitatea din Wisconsin, Madison,

S.U.A., când a participat cu lucr ri ³tiinµi�ce ³i la conferinµe regionale organizate de So-

cietatea de Matematic  American  în Milwakee, Chicago ³i New York. La întoarcerea din

Statele Unite a fost numit prodecan al Facult µii de Matematic  ³i ³ef al Catedrei de Calcul

Numeric ³i Statistic, iar din 1969 este profesor la Facultatea noastr .

Trebuie s  remarc m num rul mare de tineri din µar  ³i din str in tate, care au fost

îndrumaµi de Profesorul Dimitrie D. Stancu în elaborarea de teze pentru obµinerea titlului de

doctor în matematic , pe care îi g sim la universit µi din µar  ³i din str in tate (Cluj, Sibiu,

Bra³ov, Petro³ani, Baia Mare etc). Vrem s  amintim aici c  în câteva zile la facultate este

programat  susµinerea unei noi teze de doctorat sub îndrumarea Profesorului Dimitrie D.

Stancu. Colegii de la informatic  au bene�ciat pe deplin, de asemenea, la obµinerea titlului

de doctor sub îndrumarea distinsului nostru Profesor.

Participarea Profesorului Dimitrie D. Stancu la conferinµe internaµionale din Ger-

mania, Italia, Anglia, Ungaria, Franµa, Bulgaria, Cehia, a dus la a�rmarea ³i r spândirea

faimei ³colii de Analiz  Numeric  de la Cluj. Amintim de asemenea rolul decisiv în orga-

nizarea unor conferinµe internaµionale la facultatea noastr  în domeniul analizei numerice

³i a teoriei aproxim rii: ICAOR-1996, Simpozionul internaµional de analiz  numeric  ³i

teoria aproxim rii-2002 (dedicat anivers rii vârstei de 75 de ani a Profesorului Dimitrie

D. Stancu), NAAT-2006. Pentru noi toµi, participanµii la aceste conferinµe, din µar  sau

str in tate, prezenµa ³i manifestarea ³tiinµi�c  a Profesorului la lucr rile acestor conferinµe

au reprezentat tot atâtea con�rm ri în plus a recunoa³terii internaµionale a operei ³tiinµi�ce

a celui pe care îl omagiem ast zi.

Ca o încununare a întregii Sale contribuµii la dezvoltarea matematicii clujene, a celei

române³ti, în anul 1999 Profesorul Dimitrie D. Stancu a fost ales Membru de Onoare al

Academiei Române. Iar contribuµia important  în formarea unor cercet tori de marc  în

alte centre universitare din µar  a dus la atribuirea în 1995 a titlului de Dr. Honoris Causa

a Universit µii Lucian Blaga din Sibiu ³i a Universit µii de Nord din Baia Mare.

Aprecierea valorii ³tiinµi�ce a Profesorului Dimitrie D. Stancu este evidenµiat  ³i

prin apartenenµa Domniei Sale la organizaµii profesionale ³i ³tiinµi�ce din µar  ³i str in -

tate: Societatea de �tiinµe Matematice din România, Societatea American  de Matema-

tic , GAAM (Germania), referent la bazele de date internaµionale Mathematical Reviews

³i la Zentralblatt für Mathematik. Ad ug m de asemenea c  este Editorul ³ef al revistei

Academiei Române, Revue d'Analyse Numérique et de Théorie de l'Approximation, face

parte din Boardul editorial al Revistei Calcolo, publicat  în prezent de Editura Springer din

Berlin. Lista meritelor ³tiinµi�ce ale Academicianului Dimitrie D. Stancu ar putea continua,

dar frica de a l sa neamintite unele dintre acestea, m  face s  m  opresc cu aceast  enu-

merare. Fiecare putem s  ad ug m noi ³i noi contribuµii ³i merite ale Profesorului Dimitrie

D. Stancu.

Dac  pân  aici m-am referit mai mult la personalitatea ³tiinµi�c  ³i academic  a

Profesorului Dimitrie D. Stancu, nu-mi este permis s  nu amintesc puµin despre dasc lul

Dimitrie D. Stancu, cel care cu faµa luminat  era totdeauna dispus s  transmit  de la catedr ,

de la tabl  zicem noi, cu un zâmbet pentru cei din sal , studenµi sau tineri la început de

carier  academic , farmecul matematicii. Ne-am dat seama c  matematica nu se face, cel

puµin în faµa tinerilor, cu fruntea încruntat . Ne-am dat seama mai mult, atunci de ce

îndr gim matematica. Am constatat înc  o dat  c  matematica este frumoas , fascinant .

Dasc lul unanim recunoscut ca personalitate eminent  de c tre tinerii din facultate, care

au putut constata de �ecare dat  c  direcµii mai mult sau mai puµin b t torite, cum ar �

Analiza Matematic , Analiza Numeric , Teoria Aproxim rii, Teoria Probabilit µilor, Teoria

Funcµiilor ³i Teoria Constructiv  a Funcµiilor, altele cu totul noi, cum era în acea vreme

Informatica, pot avea toate multe nout µi. Fiindc  lecµiile Profesorului Dimitrie D. Stancu

îmbinau într-un mod miraculous, ceea ce era clasic în domeniu, cu ceea ce era nou, abia

lansat, multe dintre acestea apaµinându-i celui ce f cea expunerea. Astfel, erau inserate

rezultate proprii din teoria interpol rii, derivarea numeric , teoria polinoamelor ortogonale,
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noi formule de cuadratur  ³i cubatur , aproximarea funcµiilor cu ajutorul operatorilor liniari

³i pozitivi, reprezentarea restului în formule de aproximare, metode probabilistice de constru-

ire a operatorilor linari ³i pozitivi, aproximare spline etc.

Profesorul Dimitrie D. Stancu s-a înconjurat ³i este înconjurat de membrii familiei

academice clujene, ai familiei matematicii române³ti, dar ³i mondiale.

Desigur, cea mai apropiat  este chiar familia Profesorului Dimitrie D. Stancu. Dom-

nia Sa nu uit , cu �ecare prilej s  aminteasc  cu mândrie ³i de minunata familie, cunoscut 

³i recunoscut  de toµi cei prezenµi aici. Soµia, D-na Felicia Stancu, cele dou  �ice Angela ³i

Mirela (amândou  profesoare de matematic ), nepoµii Alexandru (licenµiat al facult µii noas-

tre), George, nepoata �tefana. Cu aceast  ocazie arunc m o privire cald  ³i de admiraµie

pentru frumoasa ³i eleganta familie a Profesorului Dimitrie D. Stancu.

Stimaµi invitaµi,

Dragi colegi,

Aniversarea vârstei de 80 de ani, ne prilejuie³te nou  celor ce form m familia l rgit 

a Academicianului Dimitrie D. Stancu s -i ur m Profesorului nostru, ani mulµi plini de

bucurii ³i mult  s n tate!

Cluj-Napoca, 20 Aprilie 2007

În continuare, a luat cuvântul domnul prof. dr. Octavian Agratini, ³eful catedrei de Calcul

Numeric ³i Statistic (în�inµat  ³i condus  de c tre profesorul D. D. Stancu timp de mai mult de

trei decenii). Domnia sa a trecut în revist  realiz rile ³tiinµi�ce ale academicianului Dimitrie D.

Stancu, grupate pe domenii matematice.

Importantul eveniment pe care îl relat m a fost considerat la justa sa însemn tate ³i de

c tre conducerea Societ µii de �tiinµe Matematice din România ³i astfel a fost transmis ³i salutul

Conducerii S.S.M.R., semnat de c tre pre³edinte, prof. dr. Dorin Popescu.

De asemenea, a fost transmis salutul Conducerii Facult µii de �tiinµe ³i Arte a Universit µii

Valahia din Târgovi³te (ambele au fost rostite de c tre semnatarul acestor rânduri).

Reproducem mai jos salutul Conducerii S.S.M.R.:

Stimate Domnule Academician

Aniversarea a 80 de ani de viaµ  constituie pentru întreaga comunitate matema-

tic  româneasc  prilej de satisfacµie ³i s rb toare. Apreciem în mod deosebit faptul c 

s rb torirea zilei Dumneavoastr  de na³tere este organizat  de Universitatea Babe³-Bolyai,

a³ez mânt de cultur  în care v-aµi desf ³urat activitatea timp de ³ase decenii ³i v  rug m s 

ne permiteµi a � al turi de toµi cei care v  stimeaz , pentru a v  adresa cele mai alese ur ri

de s n tate ³i fericire.

Realiz rile Dumneavoastr  în domeniul Analizei Numerice ³i Teoriei Aproxim rii au

contribuit la sporirea prestigiului �colii matematice române³ti în general ³i a ³colii clujene

în domeniu, condus  de Dumneavoastr  de peste trei decenii, în special.

Contribuµiile Dumneavoastr  ³i ale matematicienilor acestei ³coli sunt frecvent citate

în lucr ri importante ale literaturii de specialitate contemporane. În afar  de importanµa lor

teoretic , ca f când parte din marele edi�ciu al Analizei Matematice, principiile ³i metodele

Analizei Numerice ³i Teoriei Aproxim rii î³i arat  forµa ³i e�cienµa de neînlocuit la mode-

larea matematic  a unei mari diversit µi de fenomene, de la �zica cuantic  ³i biologia celular 

pân  la astro�zic  ³i cosmologie. Fundamentarea lor riguroas  constituie, din aceast  cauz ,

o sarcin  important  pentru anali³ti.

În aceste momente de bucurie ³i s rb toare, v  rog s  îmi permiteµi, stimate Domnule

Academician, s  v  adresez din partea Biroului Consiliului Societ µii de �tiinµe Matematice

din România, tradiµionala urare

La mulµi ani s n to³i ³i fericiµi !

Prof. univ. dr. Dorin Popescu

Apoi, domnul prof. dr. Dumitru Acu a transmis salutul Conducerii Facult µii de Matema-

tic -Informatic  a Universit µii Lucian Blaga din Sibiu.

Unul dintre momentele cheie ale manifest rii l-a constituit cuvântul rostit chiar de s rb -

torit, domnul Academician Dimitrie D. Stancu, în care, cu nealterat  voie bun  ³i �n umor, domnia

sa a relatat momentele cele mai importante din biogra�a ³i activitatea sa, ca elev, student, cadru
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didactic al Universit µii absolvite, Babe³-Bolyai, de la preparator (înc  din anul III) la profesor,

profesor vizitator la multe universit µi str ine, academician.

În Aul , arhiplin , se a�au cadre didactice ale Universit µii Babe³-Bolyai ³i ale altor uni-

versit µi, cercet tori ³i profesori din înv µ mântul preuniversitar, fo³ti doctoranzi, fo³ti studenµi,

prieteni ³i, nu în ultimul rând, membrii familiei.

Prin importanµa sa, evenimentul a privit nu numai ³coala format  de domnul Academi-

cian Dimitrie D. Stancu ³i comunitatea matematic  clujean , ci ³i întreaga su�are matematic 

româneasc .

Fie-ne îng duit de a-i ura înc  o dat  domnului Academician Dimitrie D. Stancu mult 

s natate ³i fericire al turi de cei dragi ³i de a-i spune tradiµionalul ,,La mulµi Ani!�

Andrei Vernescu

REVISTA REVISTELOR

Recreaµii matematice

Recreaµii matematice continu  s  �e, a³a cum spuneam ³i cu alte ocazii, cea mai bun  ³i

consistent  revist  local  dedicat  înv µ mântului preuniversitar. Domnul profesor Dan Tiba �

unul dintre membrii de marc  ai colegiului de redacµie � ne-a înmânat num rul 1/2007 (anul IX)

al revistei ie³ene.

Cum ne-a obi³nuit deja, revista debuteaz  cu dou  materiale dedicate istoriei matematicii:

unul marcând tricentenarul na³terii lui Leonhard Euler (semnat de profesorul Petru Minuµ, cel lalt

constituind o evocare a vieµii ³i activit µii profesorului Dumitru Ion Mangeron � �gur  emblematic 

a Ia³ului � de la a c rui na³tere s-au împlinit anul trecut o sut  de ani (material semnat de prof.

Adrian Corduneanu).

Iat  câteva alte titluri ale unor articole ³i note conµinute în prezentul num r: ,,Similitudini

în plan ³i puncte Toricellli asociate� (C. �ig eru), ,,Ordinul elementelor grupului GLn(Z)� (A.

Reisner), ,,Variaµiuni pe tema dreptei lui Euler ³i a cercului celor nou  puncte� (T. Bârsan), ,,A

new proof for old inequality� (M. Tetiva), ,,Asupra calcul rii unor limite de ³iruri� (D. M. B tineµu

-Giurgiu) etc.

De asemenea, vom mai menµiona ³i un interesant material metodic datorat lui L. Tuµescu,

cu titlul ,,Cum se obµine o inegalitate�.

În �ne, o menµiune trebuie s  facem pentru calitatea ³i varietatea problemelor propuse.

Dan Radu

Revista de matematic  a elevilor ³i profesorilor

din judeµul Cara³-Severin

Domnul profesor Lucian Dragomir din Oµelul Ro³u, pre³edintele �lialei Cara³ Severin a

S.S.M. R., ne-a expediat ultimul num r ap rut, nr. 20 (anul VIII � 2007) � al revistei locale, pe

care am avut pl cerea s  o prezent m în repetate rânduri cititorilor no³tri.

Prezentul num r debuteaz  cu un interesant interviu luat de domnul profesor Lucian

Dragomir academicianului Solomon Marcus prezent în zon  (la Caransebe³) cu ocazia Comn-

cursului Naµional interdisciplinar ,,± Poezii�. Desigur, un astfel de interviu � cum era de a³teptat

� este extrem de bogat în idei ³i informaµii, deschizând noi orizonturi cititorilor revistei.

Dintre materialele publicate, vom mai menµiona: ,,Puterea unui punct faµ  de cerc� (L.

Dragomir), ,,Consideraµii asupra teoremei lui Cebâ³ev� (M. M. Joiµa, O. B descu), ,,Asupra unei

formule trigonometrice� (L. Dragomir) etc. De asemenea, revista conµine ³i prezentarea rezultatelor

unor concursuri (locale ³i naµionale) la care au participat elevii din judeµ.

Dan Radu

Sfera � revist  de matematic 

Domnul profesor Gabriel Tica din B ile³ti, redactorul ³ef al publicaµiei, ne-a expediat ul-

timele dou  numere ap rute (nr. 1, 2/2006-2007) ale revistei ce apare în localitate.

Faµ  de numerele anterioare ce ne-au parvenit, remarc m un pas înainte în ceea ce prive³te

conµinutul ³i calitatea revistei. Ne raliem punctului de vedere al domnului Gabriel Tica care � în
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scrisoarea de tr sur  � spune : ,,... sper ca revista Sfera s  reziste cât mai mult în timp ³i s  aduc ,

pe cât se poate ³i satisfacµii intelectuale.�

Vom menµiona titlurile câtorva materiale ap rute în aceste dou  numere : ,,Extinderea unei

probleme de loc geometric dat  la O.I.M. 2006� (I. P tra³cu, G. Tica), ,,Criterii de derivabilitate

a ³irurilor de numere reale� (D. M. B tineµu-Giurgiu, G. Tica), ,,Caracteriz ri nonstandard ale

paralelogramului� (I. Iv nescu), ,,Generalizare ³i ra�nare a inegalit µii x2+y2 +z2 ≥ xy+yz+zx�
(M. Bencze) etc.

Vom încheia aceast  scurt  prezentare menµionând c  revista aniverseaz  anul acesta cinci

ani de apariµie, prilej cu care dl. prof. univ. dr. George Vraciu � pre³edinte de onoare al �lialei

Dolj a S.S.M.R. � a scris un scurt editorial inserat în num rul 2 al publicaµiei.

Dan Radu

Revista de Matematic  din Timi³oara

Domnul Profesor Ion Damian Bîrchi � directorul publicaµiei � ne-a expediat nr. 2/2007 al

revistei.

Conform tradiµiei, revista acord  un spaµiu redus materialelor cu caracter teoretic, conµi-

nând îns  nenum rate ³i variate probleme semnate de nume sonore ale înv µ mântului românesc,

care, desigur gireaz  � prin ele însele � calitatea demersului editorial.

Cele trei scurte note matematice publicate în acest num r sunt : ,,Majorare în Rn, ine-

galit µile lui Murrhead ³i Hardy-Littelwood-Polya� (Gh. Eckstein), ,,Teorema lui Ceva pentru

poligoane ³i aplicaµii ale sale� (D. �t. Marinescu, V. Cornea), ,,Despre permut ri� (Gh. Eckstein).

Dan Radu

RECENZII

MIRON OPREA, Scurt  istorie a matematicii

Editura PREMIER, Ploie³ti, 2004

Dac  în ceea ce prive³te istoria matematicii în Romania, literatura matematic  româneasc 

dispune de cartea de referinµ  a lui Gh. �t. Andonie (în trei volume), cartea acad. Solomon

Marcus ,,Din gândirea matematic  româneasc � precum ³i de alte lucr ri de mai mici dimensiuni,

istoria matematicii universale este ceva mai slab reprezentat . Exist  doar cele trei c rµi ale lui

H. Wieleitner, E. Kolman ³i respectiv A. P. Iu³kevici, traduse la Editura �tiinµi�c  în 1963 ³i

1964 dup  versiunea sovietic , iar apoi cartea lui N.N. Mih ileanu, în dou  volume (vol. I. Editura

Enciclopedic  Român , Bucure³ti 1974, vol. II. Editura �tiinµi�c  ³i Enciclopedic , Bucure³ti,

1981) precum ³i unele c rµi mai subµiri, litogra�ate. Desigur, aceste lucr ri sunt greu de procurat

pentru cititorii de ast zi.

Din aceste motive, consider m c  apariµia unei noi c rµi de istoria matematicii nu poate �

decât binevenit . Autorul, distins profesor al Universit µii din Ploie³ti, a µinut efectiv acest curs

la anul III de la Secµia de Matematic -Informatic  a Facult µii de Litere ³i �tiinµe a Universit µii.

Dar cartea nu reprezint  doar un curs oarecare, un instrument sec, pe care studenµii îl folosesc

pentru a-³i însu³i o materie ³i a trece respectivul examen. Ea constituie ³i o lucrare care poate

trezi interesul oric rui om de cultur , din cele mai variate domenii de activitate.

Într-un spaµiu mai mult decât rezonabil, de doar 300 de pagini, autorul reu³e³te s  realizeze

o panoram  bine esenµializat , dar foarte consistent , a matematicii, din cele mai vechi timpuri

pân  ast zi. Cartea cuprinde urm toarele 11 capitole:

1. Apariµia matematicii

2. Matematica în antichitate

3. Matematica în civilizaµia islamului

4. Matematica în civilizaµiile chinez  ³i hindus 

5. Matematica din Europa Evului mediu

6. Matematica în epoca modern 

7. Matematica contemporan 

8. Istoria matematicii ³i a înv µ mântului matematic în România

9. Figuri feminine în istoria matematicii

10. Întâmpl ri hazlii ³i curiozit µi din viaµa matematicienilor
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11. Subiecte pentru lucr ri de cercetare.

Mai menµion m c  lucrarea este foarte bine documentat .

Opera marilor savanµi, creatori în domeniul matematicii este foarte bine descris , textul

este clar, dinamic, lectura agreabil .

Pentru toate aceste motive, o recomand m cu c ldur .

Andrei Vernescu

CRISTINEL MORTICI, Sfaturi matematice: teme ³i probleme

Editura MINUS, Târgovi³te, 2007

O nou  lucrare, de maxim folos pentru elevii competitori la concursuri, ca ³i pentru profe-

sorii acestora, se impune în peisajul literaturii matematice de specialitate.

Autorul este conferenµiar la Universitatea Valahia din Târgovi³te ³i are ca domeniu de

cercetare Analiza Matematic , Teoria Ecuaµiilor Diferenµiale, ³i Analiza Neliniar . Dar (lucru

de loc obligatoriu pentru un matematician!) a p strat nealterat  afecµiunea pentru problemele

matematicii elementare, afecµiune materializat  în abilitatea de rezolvare a unor astfel de probleme,

în existenµa anumitor c rµi scrise în acest domeniu cât ³i în prezenµa sa permanent  în comisiile

diferitelor concursuri, inclusiv a Olimpiadei naµionale.

În circa 300 de pagini lucrarea conµine un foarte mare num r de probleme, împ rµite în zece

capitole, intitulate sugestiv, astfel:

1. Par ³i impar

2. Congruenµe

3. Funcµia lui Euler

4. Principiul cutiei

5. Sume telescopice

6. Inegalitatea lui Bernoulli

7. Inegalitatea mediilor

8. Parte întreag  ³i parte fracµionar 

9. Funcµia caracteristic 

10. Ramsey.

Majoritatea capitolelor prezint  la început câteva elemente teoretice, utile înµelegerii pro-

blemelor. Toate capitolele conµin o mare varietate de probleme, unele rezolvate, altele propuse. La

problemele propuse exist  întâi indicaµii, iar apoi, în alt capitol, soluµii. Astfel, dac  cititorul care

dore³te s  rezolve o problem  nu reu³e³te, el poate apela întâi la indicaµie. Aceasta poate declan³a

,,declicul� necesar al ideii fundamentale a problemei ³i apoi a rezolv rii Dac  se întâmpin  înc 

di�cult µi, atunci se apeleaz  la soluµii complete, unde se va g si detaliat  rezolvarea.

Întreaga carte este scris  cu mare pricepere ³i acurateµe ³i chiar ³i în acele probleme care,

în enunµ, au o u³oar  tent  hazlie, fondul matematic r mâne nealterat, cu siguranµ  scris ³i de

substanµ . Ca ³i în cunoscuta carte a lui Ch. W. Trigg ,,Ingeniozitate ³i surpriz  în matema-

tic � cititorul va g si la majoritatea problemelor cel puµin câte o idee matematic  interesant ,

inspiratoare de re�exii ulterioare.

Recomand m cartea cu c ldur .

Andrei Vernescu

PO�TA REDAC�IEI

Adrian Reisner � Centrul de calcul E. N. S. T. din Paris, Franµa. Am primit articolul

dumneavoastr  intitulat ,,Cro³etul Lie a dou  matrice�. Comitetul Redacµional va decide asupra

oportunit µii public rii lui.

Sorin Pu³pan  � Colegiul Naµional �tefan Velovan din Craiova. Articolul dumneavoastr 

cu titlul ,,O generalizare a teoremelor Stolz-Cesàro� se a�  în atenµia Colegiului Redacµional care

va hot rî în ce m sur  materialul este publicabil sau nu.

Gheorghe Costovici � Catedra de Matematic  a Universit µii Gh. Asachi din Ia³i. La

redacµie au parvenit cele dou  note matematice expediate de dumneavoastr : ,,Trei identit µi� ³i

,,Studiul a dou  ³iruri�. Le vom supune atenµiei Comitetului Redacµional.

Mihály Bencze � str. H rmanului, nr. 6, S cele. Am primit nota matematic  expedi-

at  de dumneavoastr  cu titlul ,,A generalization of Hermite's identity�. O vom supune atenµiei

Comitetului Redacµional.
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T nase Negoi � Comuna Traian, jud. Teleorman. Nota matematic  expediat  de dum-

neavoastr  cu titlul ,,Asupra monotoniei ³irurilor lui Traian Lalescu ³i Dumitru B tineµu-Giurgiu�

se a�  în atenµia Comitetului Redacµional care va hot rî asupra oportunit µii public rii ei.

Róbert Szász � Str. Rovinari, bl. 32/B/14, Târgu Mure³. Problema propus  de dumnea-

voastr  va � supus  atenµiei Colegiului Redacµional.

Dan Radu

ERAT�

1. În G.M.-A nr. 2/2007, la pagina 107, în loc de abstractul publicat se va citi:

In this work we give the most short proof of the convergence of the sequence of

general term an =
n!

nn+ 1
2 · e−n

to a limit greater than 1. We use only the known monotony

of the sequences of general term
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and two inequalities.
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Ωn.

M.S.C.: 40A05, 40A20.

2. În G.M.-A nr. 2/2007, la pagina 134, pe rândul 8 de sus în loc de ,,∀ x ∈ G � se

va citi: ,,∀ x, y ∈ G �, iar pe rândul 10 de sus, în loc de ,,M = ∅ � se va citi: ,,M �= ∅ �. De

asemenea, pe rândul 13 de sus, în loc de ,,22n+2k + 1� se va citi: ,,2n+2k + 1�, iar pe rândul
3 de jos, în loc de ,,2(4R + r(2(2R − r) ≥ p2(11R − 4r)� se va citi:

,,2(4R + r)2(2R − r) ≥ p2(11R − 4r)�.

3. În G.M.-A nr. 2/2007, pe coperta IV, pe rândul 15 de jos, în loc de ,,Romne� se

va citi: ,,Române�.

Redacµia
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