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5. Siruri de polinoame

In aceastd sectiune initiem descrierea unui formalism modern care se ascunde
in spatele multor probleme din combinatorici. Intr-o forma sau alta, aceste trucuri
erau cunoscute marilor clasici precum Euler, Lagrange, Gauss, Cauchy. In cele ce
urmeazd vom conveni cd gradul polinomului trivial p = 0 este —oo.

Definitia 5.1. (a) Un gir bazic de polinoame este un gir de polinoame
pn(x) € R[z], n > 0 cu proprietatea cd

gradp, (z) = n,

pentru orice n > 0. Sirul bazic se numeste normalizat dacd po(x) = 1, pn(0) = 0,
pentru orice n > 1.
(b) Un gir binomial este un gir bazic normalizat {p,(z)}n>0 cu proprietatea

ca

poto+0) =3 ()it 6.1
k=0

pentru orice n > 0, x,y € R.
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(c) Dat fiind un sir bazic {pn(x)}n>0, definim functia lui generatoare prin

Py(t) := Fgp(pn(@)it) = Y %'
n>0

Aceasta serie poate fi ganditd in doud moduri: fie ca o serie de puteri ai
cirui coeficieti sunt polinoame, fie ca o familie de serii de puteri parametrizata de
variabila z.

Exemplul 5.2. (a) Formula binomului lui Newton ne spune ci sirul de

polinoame 1, x, 22, ... este un sir binomial. Functia lui generatoare este
1 1 2 tx
1+ﬁxt+g(xt) +...=¢"

(b) Sa presupunem ci g(t) € R][t] este o serie f-inversabili,
gty =git+ got® + ..., g1 #0.
Pentru « € R fixat, formam seria formala
Go(t) := ™9,

Atunci G, (t) admite o dezvoltare de forma

unde {p,(z)},>0 este un sir bazic normalizat.
Sa observam ca

G (1)Gy (1) = el = 3~ %t
n>0 :

Pe de alta parte,

k>0 >0 !
= Z( pizsapfkk)sy>t” = Z( Z <Z>pk(ﬂf)pnk(y)> %n'
7>0 \k=0 7>0 \ktj=n

Rezulta c& sirul de polinoame {p,(z)},>0 este un sir binomial. S& observam
ca situatia (b) contine ca un caz special situatia (a). Pentru a vedea acest lucru
considerdm seria

n
M,(t) = anﬁ = e,

n>0

Rezultd ci dacid alegem g¢(¢) de forma cea mai simpld posibila, g(t) = ¢,
obtinem girul binomial fundamental {z"},>0.
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(c) Pentru orice n > 1, definim
[x]n =2z —=1)--(z —n+1).

Pentru uniformitate, definim [z]o = 1. S& observim ca sirul {[z],}n>0 este un sir
bazic normalizat. Vom arata prin doua metode diferite c& sirul {[z],},~, este un
sir binomial.

Prima metoda este prin inductie. Trebuie sd demonstram identitatea

= () sl

k=0

pentru orice z,y € R si pentru orice n € Z>q.

Daca fixdm z arbitrar, este suficient si demonstram cd aceastid identitate
este valabilad pentru orice y intreg menegativ. Vom arata prin inductie dupd y ci
identitatea de mai sus este valabila pentru orice n.

Cand y = 0 afirmatia este triviala. Pentru pasul inductiv sd observim ca
pentru orice numar real z are loc identitatea

[z + 1n = [2]n = nl2]n-1,

pentru orice n > 1. Prin urmare,

oD = [ toltnlotslos = 3 (1) ebosblibn 3 (") lacalilios
k=1

k=0

Cealaltd metodd de demonstratie foloseste functia generatoare a acestui gir,
anume
t'fL
Sa(t) = Z[m]nﬁ
n>0

Conform Exercitiului (1.10), pentru « fixat, seria S, (t) este convergenta cand |¢| < 1,
iar suma ei este functia t — (1 + ¢)*. Daci scriem

(1 +t)x _ exlog(l—&-t)’

observiam cid ne aflim exact in situatia descrisd in exemplul (b), unde
2 43
g(t):log(1+t):t+§+§+~"-

Aceasta arata din nou ca girul {[z], },>0 este binomial.
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Exemplul 5.2.(b) ne arata ca daca Fg,,,(pn(v);t) are forma
Po(t) =W, s(t) e R[[t]], s(t)=0(1), [t']s(t) #0,

atunci girul {p,(z)}n>0 este binomial. In cele ce urmeazi, dorim si producem alte
criterii de recunoagtere ale sirurilor binomiale.
Definitia 5.3. (a) Un operator admisibil este o aplicatie

L:Rz] = Rlz], Rlz]>p— Lp

care satisface urmdtoarele conditii:
e [ este liniar, adicd,

L(Ap+ pg) = ALp + pLq,

pentru orice A\, u € R, p,q € Rz].
e pentru orice p € Rlz],

gradLp < gradp.

(b) Un operator diferential este un operator admisibil L care satisface condi-

tiile
L1 =0 si gradLp = gradp — 1,
pentru orice p € R[z], gradp > 0.

Vom nota cu Op multimea operatorilor admisibili si cu DiffOp mulfimea
operatorilor diferentiali.

Compunerea a doi operatori admisibili S, T" este un operator admisibil SoT.
Pentru a simplifica notatia, vom scrie ST in loc de S o T. De asemenea, vom folosi
notatia

Sk:=80850---08.
k ori

Definim
Op* = {T € Op™: gradTp = gradp, Vp € R|x] }
Exemplul 5.4. (a) Operatorul

_dr

D, :Rls] — Rls], Dop= L

este un operator diferential.
(b) Operatorul

A R[z] = Rlz], (Ap)(z) =p(x+1) — p(x)

este operator diferential.
(c) Pentru un numdr real h, definim Ej, : R[z] — Rx], prin egalitatea

(Enp)(x) = p(x + h).
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E;, este un operator admisibil numit operatorul de translatie cu h. Sa observam ca
A=FE —1,

unde 1 este aplicatia identicd Rlz] — R[z].
(d) Operatorul lui Bernoulli

z+41
B: R[] — Rz, pr /p(t)dt

este un operator admisibil care pastreazi gradul, adica B € Op”*.
(e) Dat fiind un operator diferential L, si o serie formali de puteri

u(t) = Z Unt™,

n>0

putem forma operatorul admisibil

u(L) = Z u, L™,

n>0
a carui actiune pe un polinom p este data de
u(L)p =uop + u1lp+ -+ +u,L"p+ -+ .

Sa observam ca suma de mai sus este finitd, pentru ci L”p = 0, pentru orice
n > gradp. De exemplu, are loc egalitatea

Eh = ehD*. (52)

Pentru a vedea acest lucru, folosim formula lui Taylor care spune cé

(Bup)(w) = pla+ ) = 3 p () = S (D)) = (3 2 03 ol

n>0 n>0 n>0

In particular, rezults ci
A=elPs 1. (5.3)

Exercitiul 5.5. Aritati cd dacd L € DiffOp, iar u,v € R[[¢]], atunci
w(L)v(L) = (u-v)(L) st uw(L)=0<= u=0.

Propozitia 5.6. Orice operator T € Op”™ este inversabil, iar inversul lui este
un operator admisibil, care pastreaza gradul.
Demonstratie. Si observim mai intai ca T este injectiv.
Intr-adevir, daci
Tp = Tq,

atunci
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de unde
grad(p — ¢) = grad0 = —oco,

deci
p—q=0.

S& notdm cu R[z], multimea polinoamelor de grad mai mic sau egal cu n.
Este clar ca
T: Rlz], — Rlz],

i vom arata ci aplicatia T : R[z],, — R[x],, este surjectiva.
Considerdm matricea A = (a;5)o<i,j<n, definitd de egalitatile

n
Ta? = g ai;x', §=0,...,n.
i=0

S4 observiam ca daci

() =qo+qz+ -+ gz,

atunci
Tq =po+---+pnz",
unde
Po qo
P1 q1
. =A- . . (5.4)
Pn dn

Privim egalitatea (5.4) ca pe un sistem liniar, in care necunoscutele sunt
coeficientii ¢;. A rezolva ecuatia

Tq=p, pcRlz,,

in care necunoscuta este polinomul ¢ € Rlz],, revine la a rezolva sistemul liniar
(5.4). Deoarece T este injectiv, deducem ca sistemul de mai sus, in care p; = 0, are
doar solutia triviala ¢; = 0. Rezulta ca det A # 0, adicid matricea A este inversabila.
Prin urmare, pentru orice polinom p € R[x], existd un singur polinom ¢ €
R[z],, astfel incat
Tq = p.

Exemplul 5.7. (a) Operatorul de translatie E), pastreaza gradul, E, € Op”
si, prin urmare, este bijectiv. Inversul lui este operatorul E_j.

(b) Operatorul lui Bernoulli pastreaza gradul si prin urmare este inversabil.

Sa observam ca D, B = A gi deci putem scrie formal

B=AD!

Egalitatea de mai sus ar trebui pusi intre ghilimele fiindca operatorul de
derivare D nu este inversabil.
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S& presupunem cd {p,(z)},>0 este un sir bazic. Acestui sir ii asociem o
aplicatie R = Ry, ) : Rlz] — R[z], descrisd astfel:

R(ao ‘a1z +...+ anx”) = aopo + a1p1(z) + ... + anpn ().

Este evident cd R este un operator admisibil.
Il vom numi reperul asociat girului bazic {p,(z)}n>0.
Sa observam ca

R(z") = pn(),

pentru orice n > 0 si, prin urmare,
gradRq = gradg, (5.5)

pentru orice g € R[z], ¢ # 0.

Rezults ca R € Op™.

Folosind Proporzitia (5.6) deducem urmétorul rezultat:

Corolarul 5.8. Reperul R asociat unui gir basic {p,(z)}n>0 este bijectiv, iar
inversul lui este un operator admisibil R™"', care satisface conditiile

Rilpn = :L'na

pentru orice n > 0 gi
gradR ¢ = gradg, (5.6)

pentru orice q € R[z].
Corolarul 5.9. Fie {p,}n>0 un sir bazic. Orice polinom q de grad n se
descompune unic sub forma

q(x) = qopo(z) + (up1(x) + . .. + gupn (),

pentru orice x € R, unde qq, . .., q, sunt numere reale.
Demonstratie. Polinomul R¢(z) admite o descompunere unici de forma

n
Rq(x) = Z qr®.
k=0

Prin urmare

n

g(x) =R (Rq(x)) =D au(Ra*) = qrpr().
k=0

k=0

S& presupunem cd p = {pn(z)}n>0 31 ¢ = {¢n () }n>0 sunt doud siruri bazice
cu repere R, si respectiv R,. Atunci avem un operator liniar

Typ : Rlz] = Rlz], T4 :=RyR, "
S& observiam ca

Tg/pPn = Rq((jolpn) =Ry(z") = gn.
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Vom spune ca 7/, este operatorul de tranzitie de la p la g. Acestui operator
ii asociem matricea infinitd

A(g, p) = (aij)o<ij
definita de egalitatile

i
q; = Z ijPi-
j=0

Aceasta este o matrice triunghiulard superior, adici are forma

aopo ao1 Gao2

0 a1 a2

A= 0 0 ang
0 0 0

Vom spune ci A(q,p) este matricea tranzifiei de la p la q. Aceastd matrice
este inversabild, iar inversa ei este matricea tranzitiei de la ¢ la p. Sa observim ca
operatorul reper asociat sirului {p, }»>0 este exact operatorul de tranzitie de la girul
canonic {x"},,>0 la sirul {p,(z)}n>0-

Exemplul 5.10. (a) Si consideram sirurile bazice { p,(z) = (z—1)" } _ s
{gn(z) = 2" }n>0. Din formula binomului lui Newton, obtinem

g = (1+(x1))”§;0<:1>(z1)m

si deducem ca matricea tranzitiei de la p la ¢ este data de

(o) (
o

1
0

1
1

) (
) (

2
0

2
1

)

Recunoagtem mai sus triunghiul lui Pascal.
Un gir de numere reale se poate gandi ca o matrice infinitad cu o sigura linie

X = [g;o’g;l...]
Prodususl Y = X A este o matrice infinitd cu o singura linie

Y= [y07y15"']7
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unde
" /n
=3 () )
k=0
pentru orice n > 0.
Pentru a calcula matricea inversi a lui A folosim din nou formula lui Newton

si deducem ci matricea inversi a lui A este

o) 6 () )

B=A"1=

'

1
1

) -G

)

)

(2

)

o (o)

X =(XA)A'=YVB

Rezulta ca

si deci
W= (e
z k:O( ) (k,) Yk

Rezulta de aici formula de inversiune binomiald (comparati cu Exercitiul

3.5(b).) )
Un = (Z) Tk,

k=0

pentru orice n > 0, ceea ce este echivalent cu

ra =30 (e

k=0

(5.7)

pentru orice n > 0.
Exercitiul 5.11. Considerdm doud giruri de numere reale {x,}n,>0 si
{Yn }n>0. Formam seriilor lor generatoare de tip exponential

o) = w0 = Y ey

n>0 n>0
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Ardtati cd
Yn = z": (Z) T, Vn >0 < y(t) = e'z(t)
k=0
si deduceti de aici formula de inversiune binomiala.
Definitia 5.12. Dat fiind un sir bazic { p,(z)}n>0 cu reper R, definim
L:R[z] — R[z], L:=RD,R*

st 1l vom numi operatorul fundamental ol sirului {p,(z)}n>o0-

Propozitia 5.13. Fie un sir bazic normalizat {p,(z)}n>0 cu operator fun-
damental L. Atunci au loc urmdatoarele:

(a) L este un operator diferential care satisface

Lpn = Npn-1, (58)

pentru orice n > 1.
(b) Dacd L este un operator diferential care satisface (5.8), atunci

L=1L.
Demonstratie. (a) Fie p un polinom de grad n. Atunci
L(p) = RDz(R™"p).
Din (5.6) deducem c& gradR~'p = n si, prin urmare,
gradD, (R 'p) =n — 1.
Folosind (5.5), deducem c&
gradLp = gradRD, (R 'p) = (n — 1),
relatie care aratd ca LL este operator diferential. Sa observim acum ca
Lpn = RDa(R"'p) = RD,) (") = nRa"~" = npy_1(a).

(b) Fie L un operator diferential care satisface (5.8). Definim S = R™!LR.
Atunci
Sx™ = R_l(Lpn) = R_l(npn—l) =na""".

Aceasta aratd ci
Sq = D.q,

pentru orice g € R[z]. Cu alte cuvinte
R™'LR = D,,

de unde
L=RD,R!'=L.
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Exemplul 5.14. Operatorul fundamental al girului {z"},>¢ este operatorul
obignuit de derivare D,. Deoarece

Alz], = [z + 1] — [z]n = n[z]n-1,

deducem ci operatorul fundamental al sirului {[z], }n>0 este A.

Propozitia 5.15. Orice operator diferential L este operatorul fundamental
al unui unic gir bazic normalizat.

Demonstratie. Vom construi inductiv un astfel de gir. Unicitatea va rezulta
imediat din metoda de constructie. Vrem si construim un gir bazic normalizat
{pn(x)}n>0, astfel incat

Lpn = NMPn—1,
oricare ar fi n > 1.

po este unic determinat pentru ci pg = 1.

Presupunem cd am determinat pg,...,p,—1 §i dorim sa-1 gisim pe p,.
Observam ci po, p1, . . . , Pn—1 formeazd o bazi a spatiului R,,_1[x] constand din poli-
noame de grad < n — 1. Cautam p,, sub forma

pu(z) = az” + cp-1pn—1(z) + ... + c1p1 () + co.
Deoarece dorim ca p,,(0) = 0 si deja stim ci pr(0) = 0, pentru 1 < k < n—1, deducem
cd ¢g = 0. Polinomul L(z™) are gradul n—1 si deci admite o descompunere de forma
L(m") =/{y+ elpl(I) +--- 4+ fn_lpn_l(x),

unde £, # 0.

Coeficientii ¢; trebuiesc ganditi ca fiind cunoscuti, pentru ca operatorul L este
cunoscut. Dorim sa determinam numarul a si coeficentii ¢, in functie de numerele
/;. Deducem ca

npn—1(x) = Lpy(x) = aL(a") + z_: kerpr—1(x) =
k=1

n—1
= alp_1pn—1(z) + Z(aék,l + kcg)pr—1(x).
k=1
Rezulta
n ali_1 nli_1
a = Cr. = — = —
bt F k kb 1
pentru orice k=1,...,n— 1.

Proporzitiile 5.13 si 5.1.5 implica existenta unei bijectii
operatori diferentiali «— siruri bazice normalizate.

Aceasta bijectie va juca un rol fundamental in cele ce urmeazi.
S& considerdm un sir bazic normalizat {p,(z)}n>0 cu operatorul de referinta
R si operator fundamental L.. S& observam ca

]Lkpm = [m] kEPm—k;

pentru orice 0 < k < n.
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In particular, deducem ci

nl, k=m

k _
(]L pm)z:O - { 0, k 7& m .
Prin urmare

k
pne) = 30 BP0, o,

k>0

Daca inmultim egalitatea de mai sus cu o constanta gy, si apoi sumadm dupa
m =0,...,n, obtinem

k T D (T B
quo(IE)Jr"'Jrqnpn(ﬂf) :Z (]L (QOPO( )+ k'+q p ( )))z_opk(l’)-

k>0

Sa notam
q(x) == qopo(x) + - - - + qnpn(x).

Deducem
L*q(x)),_
> apr(z) = qlz) =D %pk(@-
k>0 k>0
Din Corolarul 5.9., gisim ca

(qu(x))a;:q

k. = %l

Corolarul 5.16. Fie {p,(z)}n>0 un sir bazic normalizat cu operatorul fun-
damental L. Atunci, pentru orice polinom q(x) de grad n, are loc descompunerea

n
1
q9(z) = Ax(@)pi(x), Ax(q) := H(LkQ)mzopk-
k=0
In particular, daca q = {qn(x)}n>0 este un gir bazic, atunci matricea de

tranzitie de la p la q este descrisd de numerele

1
Apn = Ak(Qn) = E(Lan )l.:O~

Rezultatul de mai sus pune in evidenta o aplicatie S : R[z] — R, data de

p(x) = p(0).

Aceasta aplicatie se numegte aplicatia de specializare in 0. Mai general, pentru
orice a € R, definim S, : R[z] — R, data de

Sap = p(a),

pentru orice p € R[x].
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S, se numeste aplicatia de specializare in a. Concluzia Corolarului 5.16 se
poate rescrie sub forma
1 k
g(2) = > S pi(), (5.9)
k>0
pentru orice g € R[z].

Remarca 5.17. Putem folosi ultima egalitate pentru a reformula constructia
girul bazic normalizat {p,}n>0 asociat unui operator diferential L. descrisd in Pro-
pozitia 5.15. Mai exact, avem

po=1
si, folosind (5.9), deducem formula inductivi

1 n n n . 1 n
mSL @ pnga(z) = 2" — kz_% HS]Lk(x pr(z).

Reamintim c# expresiile SL*(z¥) sunt numere reale care se obtin calculand
valoarea in z = 0 a polinomului L*(z"*1) care are gradul n + 1 — k.

Exemplul 5.18 [Numerele Stirling de tipul 2]. Si consideram sirul bazic
normalizat {[x],}n>0. Atunci, pentru orice intreg nenegativ, are loc descompunerea

2" = Sknlzlk,
k=0

pentru orice z € R.
Numerele

(k) = 21 (27 o)

se numesc numerele Stirling de tipul 2. Matricea

S = (Sk,n)ng,n

este matricea tranzitiei de la girul bazic {[z],}n>0 la sirul bazic {z"},>0.

Numerele Stirling de tipul 2 sunt numere intregi pozitive care au o interpretare
combinatorica foarte interesanta.

S& consideram o multime finitd N, de cardinal |[N| = n, gi o multime finita R,
de cardinal |R| = 7. Notdm cu R™ multimea tuturor functiilor f : N — R. Dup4
cum este bine cunoscut, |[RY| = 7". Pentru orice submultime K C R, notdm cu
Sur(N, K) multimea surjectiilor N — K. Cardinalul multimii Sur(N, K) depinde
doar de cardinalul n a lui N si de cardinalul £ a multimii K. Sa notam

Ckn = |Sur(N, K)|, n:=|N|, k:=|K|

Vrem sa aratam ca
Ckn = k!Sk,n-

Intr-adevar, avem

=R = 3 fsu(NK) = Y I (AT i

KCR k=0 KCR, k=|K| k=0
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Prin urmare, au loc egalititile
n
k,
D Skl =" =Y =,
k=0 )

pentru orice n,r € Z, n,r > 1.
De aici rezulta egalitatea

ElSkn = |Sur(N, K)|,

unde n = |N|, k = |K|.

Acum putem oferi o interpretare combinatorica a numerelor Sy .

Sa presupunem cd avem n bile diferite si vrem sa le distribuim in &k cutii
identice astfel incat fiecare cutie contine cel putin o bild. Afirmam ci numéarul
acestor distributii este exact Sy .

Etichetdm bilele cu numerele {1,2,...,n} si cutiile cu numerele {1,2,...,k}.

Sa observam ca fiecdrei surjectii

f:AL2,...,n = {1,...,k}

ii corespunde o distributie de bile cu proprietatile dorite: bila ¢ se duce in cutia f(i).
Pe de alta parte, doud surjectii

frg:{1,2,....,n} = {1,...,k}

conduc la aceeasi distributie de bile daca putem obtine g din f printr-o re-etichetare
a cutiilor, adicd daci exista o permutare

A:A{L, 2.k} —{1,2...,k},

astfel incat, g = Ao f. Deoarece existd k! re-etichetari, deducem ca numar de
distributii a n bile distincte in k cutii identice astfel incat nici o cutie sa nu fie goali,
este egal cu

1
H|Sur(N,K)| = Skn, n=|N|, k=|K|.

Exercitiul 5.19. Folosind formula de inversiune binomiald (5.7), ardtati ca
numerele Stirling de tipul 2 satisfac egalitatea

ANk (R
Sn,k— k"]z:;( 1) (j)J .

Exercitiul 5.20. Sa formdm seriile formale de puteri

Su(t) =Y Sk’"t”, k>1.

n!
n>k
(a) Folosind definitia combinatorici a numerelor Stirling de tipul 2 aritati ci

Sk,n = kSk,n—l + Sk—l,n—l
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si apoi deduceti ca

Si(t) = 7y(e — 1),

pentru orice k > 1.
(b) Demonstrati egalitatea de mai sus folosind functia generatoare a girului
binomial {[z],}n>0-

6. Operatori invarianti la translatii

In aceastd sectiune vom investiga legitura stransa dintre sirurile binomiale si
o clasa speciald de operatori diferentiali.
Definitia 6.1. Un operator admisibil T € Op se numeste invariant la
translatii dacd
EyT =TE},

pentru orice h € R, unde reamintim ca Ey, este operatorul de translatie descris astfel:
(Enp)(x) = p(z + h),

pentru orice p € R[z].

Vom nota cu Op,,,, multimea operatorilor admisibili invarianti la translatii,
iar cu DiffOp,,,, multimea operatorilor diferentiali invarianti la translatii.

Sa analizam putin conditia de invariantid la translatii. Daca T € Op, iar
p € R[z]], atunci pentru orice numar real h deducem din formula lui Taylor ca

(Bup)(@) = pla+ 1) = 3" —-Dp(a).

$i prin urmare

(TEwp)(z) = > —T(Dp)(x).
in mod aseminitor deducem

(BiTp)(@) = 32 Dy (Tp) @)

n>0

Rezulta ca T este invariant la translatii daca si numai daca

Z %T(DZP)@) = Z %D;,L(Tp)(gc)7 (6.1)

n>0 n>0

pentru orice h € R, p € Rx].

Din egalitatea de mai sus deducem c& daca operatorul 7' comuta cu D,, i.e.,
TD, = D,T, atunci T este invariant la translatii.

Exemplul 6.2. Operatorii D, si A sunt operatori diferentiali invarianti la
translatii. Operatorul Bernoulli B este, de asemenea, un operator invariant la trans-
latii.
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Exercitiul 6.3. (a) Aratati cid dacd S,T € Op,,,, iar ¢ € R, atunci
¢S, S+1T, ST € Op,,,,- Deduceti ca multimea Op,,,, cu operatiile de adunare si
compunere este un inel cu unitate.

(b) Aratati cd daca L € DiffOp,,,, atunci, pentru orice serie formala
u(t) = uo + urt + ... € R[[t]], operatorul admisibil u(L) este invariant la translatii.
In particular, operatorii de forma u(D,) sunt invarianti la translatii.

(c) Aratati cd T € Op este invariant la translatii dacd si numai dacd T' comutd
cu D. (Indicatie: Folositi identitatea D,p = %Lr% %(Eh —1)p, oricare ar fi p € Rx].)

Urmatorul rezultat aratd de ce suntem interesati in operatori invarianti la
translatii.

Teorema 6.4. Sd presupunem ci {pn(x)}n>0 este un gir bazic normalizat cu
operator fundamental L. Atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) L este invariant la translatii.

(b) {pn(x)}n>0 este sir binomial.

Demonstratie. (a) = (b). Avem

x+y=zn:<) T)Pn—k(Y),

k=0

pentru orice n > 0, x,y € R.
Sa observam ci

po(z +y) = (Eypn)(2).
Acum folosim identitatea (5.9) in care q( ) = (Eypn)(x) si deducem

Pz +y) = (Bypn)(z Z —S(L"Eypn)pr(z).
k>0 !

Deoarece L este invariant la translatii, deducem ci L*E, = E,L* si, prin
urmare,

Pz +y)=>_ %S(Eylhkpn)pk(x)-
k>0

Reamintindu-ne cd L este operatorul fundamental al sirului {p,(z)},>0, de-
ducem ca

Lkpn = [n]kpnflv
Pe de alta parte, pentru orice polinom p, are loc egalitatea
S(Eyp) = Syp = p(y)-
Deducem
(T +1y) = — (S, pn— T) = T)Dp— .
pn( +y) k%:o o (Sypnor)pi(2) kz;o )P @)pn—k(v)

(b) = (a). Stim deci c& {pp}n>0 este un sir binomial si trebuie si ardtdm
ca pentru orice polinom ¢ are loc egalitatea

EyLg =LE,q, (6.2)
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pentru orice y € R.
Deoarece orice polinom ¢ se scrie ca o combinatie liniara in polinoamele p,,,

=Y qupn()

n>0

pentru orice z € R, este suficient si verificim egalitatea (6.2) doar in cazul special
cand ¢(x) este egal cu unul din polinoamle bazice p,(x). In acest caz avem

(ByLpn) (@) = n(Eypn-1)(®) = npn_1(+) = Z (” T

Pe de alta parte,

n

Ep)a) = pale+0) =3 () )m@mn-i(o)
k=0

In egalitatea de mai sus y este fizat, iar numerele Pn—k(y) trebuie gandite ca
fiind constante. Deducem

(LEypn)(z z::( )pn k() (Lpre ) ( Zk’< )pn k(Y)pr—1(z) =
nz( )P nz(””)pk 2ok () = (E,Lpy ) ().

Sa presupunem cd L este un operator diferential invariant la translatii, iar
{pn(z)}n>0 este sirul bazic asociat. Atunci {py }n>0 este sir binomial gi, prin urmare,
satisface egalitatile

n 1
pale 1) =3 () n-stodmeln) = 3 g ) @)
k>0 k>0
Daca fixam h, putem rescrie egalitatea de mai sus sub forma
o pk(h) k
n= 2 Tl
k>0

pentru orice n > 0.
Orice polinom p se scrie ca o combinatie liniara finita

p= Z CnPn-

n>0

Deducem

Enp = Ey Z CnPn = Z cnEnpn = Z Cn( %Lkpn) =

n>0 n>0 n>0 k>0
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() - A

k>0 ’ n>0 k>0

Am obtinut astfel urmatorul rezultat.

Propozitia 6.5 [Formula lui Taylor generalizati]. Sd presupunem cd L
este un operator diferential invariant la translagii, iar {py(x)}n>o este girul binomial
asociat lui L. Atunci are loc egalitatea

pr(h
Ewp=) kk(, ik,
k>0 ’

pentru orice p € Rx].
Sa presupunem ca L € DiffOp,,,,. Exercitiul 5.5 arata cd operatorii de forma
u(L), u € R[[t]], sunt operatori admisibili invarianti la translatii. Rezultatul care
urmeaza va aridta cd acestia sunt toti operatorii admisibili invarianti la translatii.
Teorema 6.6. Fie L € DiffOp,,,. Aplicatia Q, : R[[t]] — Op,,., descrisa
astfel:
R[[t]] 2 u— Qru=u(L) € Op,,,,

este un izomorfism de inele.
Demonstratie. Exercitiul 5.5 arata ca Q; este un morfism injectiv de inele.
Vom arita ci este un morfism surjectiv. Reamintim ci S : R[z] — R este aplicatia
de specializare in 0, Sp = p(0). Notdm cu {¢,(z)},>0 sirul binomial asociat lui L.
Sa presupunem ca U € Op,,,,,- Formam girul de numere reale

Up 1= SUl, = (Ulyn)a—o.

Notdm cu u(t) functia generatoare de tip exponential a acestui gir, anume

Vom arata ca

IEDIETAEDS Un)ezo . (6.3)

n>0 n>0

Sa notam cu T operatorul din partea dreapta a egalititii de mai sus. Vom
arata ca au loc egalitatile
(Ugn)wzh = (Ten)x=h7

pentru orice n > 0, h € R.
Ultima egalitate se poate rescrie sub forma

SE,Lt,, = SE,T¢,,

pentru orice n > 0, h € R.
Din definitia girului u,,, deducem ci egalitatea de mai sus are loc pentru h = 0,

deoarece
L™, =0,
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pentru orice m # m si
(Lngn)zzo =nl.

Aceasta implicd faptul ca, pentru orice polinom p, avem
SUp = STy,

ceea ce este echivalent cu
SU = ST.

Prin urmare, pentru orice numir real h, are loc egalitatea
SUEh = (SU) o Eh = (ST) O Eh = STEh.

Deoarece U si T sunt invarianti la translatii deducem ca UE, = ERU si
TE, = Ep,.
Prin urmare,
SEVU =SERT,

de unde
SEWUYL, = SELUY,,

pentru orice n > 0 si pentru orice h € R.

Remarca 6.7. Morfismul Q; se mai numeste si morfismul de cuantizare.
Inversul lui se numegte morfismul simbol. Pentru orice operator 7' € Op,,,,,, seria
formala QZI(T) se numeste simbolul operatorului T relativ la L. Vom folosi notatia

ET/L(t) = Qle

Seria formald ¥, este unic determinata de conditia 7' = X, (L).
Exercitiul 6.8. Sa presupunem ca P, @ € DiffOp,,,,,, R € Op,,,,-
Ardtati cd

Sriq © So/s = Sr/p € R, 5iSq/p(t) =S5 0 (1).
Reamintim ca ultima egalitate inseamna ca

EQ/p OEP/Q(t) = EP/Q(t) OEQ/p =tc R[[t]]

Definitia 6.9. Pentru orice T € Op,,,, definim or(t) € R[[t]] prin egalitatea

or(t) == Xr/p, (1),

unde D, este operatorul obisnuit de diferentiere.
Vom spune cd op(t) este simbolul (complet) al operatorului T .
Exercitiul 6.10. Aritati ca pentru orice S,7 € Op,,,,, au loc egalitatile

ost+r(t) = 0s(t) +or(t),

si
ost(t) = os(t) - op(t).
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Exercitiul 6.11. (a) S& observim mai intai cd op,(t) = ¢. Folosind egali-
tétile (5.2) si (5.3),
Ep,=e"Ps i A=ePe 1,
deducem ca
o, (t) =e" g oa(t) =e' — 1.
(b) Operatorul lui Bernoulli B, definit de

x+1

(Bp)(z) = / p(s)ds,

x

satisface egalitatea
(DzB)p(z) = p(z +1) — p(z) = (Ap)(z) <= DB = A

i, prin urmare,
et —1
rant

Operatorul lui Bernoulli este inversabil, iar inversul lui are simbolul

Op,B = 0A ﬁag(t) =

t
op-1(t) = .
-1 (1) et —1
Functia — T joacd un rol remarcabil in matematica pentru ca este implicata
ot —
in multe dintre cele mai profunde descoperiri de la Newton pana in prezent.
(c) Definim

L :R[z] — Rz], Lp(z)= /efsp(:n + s)ds,
0

pentru orice p € R[x].
Operatorul lui Laguerre Lag : Rlx] — Rx] este definit de egalitatea

(Lagp)(x) = —D,Lp.

Sa observam cd Lp este intr-adevir un polinom atunci cind p este polinom.
Pentru a vedea acest lucru este suficient si studiem cazurile particulare p(x) = a".
In aceasta situatie deducem

(Lp)(z) = 765(:c +s)ds = kzn: (Z) gk 7@Sskds.
0 =0 0

Daci notam
o0
Ik:/ e %skds
0
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deducem, integrand prin parti,

o0
I = —(e7%s")| +I€/6755k71 =kly_1.
s=0
0

Observand cid Iy = 1, deducem I}, = k! gi, prin urmare,

n

L(a") = zn: (Z’) 2R = 3 [l "

k=0 k=0

In particular, deducem ci L € Op* si deci este inversabil. Este clar invariat
la translatii. Vrem sa-i calculam simbolul. Sa observam ca

(D, Lp)(x /e d—px—i—s /e d—px—l—sd
0 0
oo
S§=00
=e "plx+s) f/efsp(:EJrs)ds:fp(:c)JrL(:E).
0

Putem rescrie concluzia calculului de mai sus sub forma
(DzL)p = —1p+ Lp, pentru orice p € Rz] & (D, — 1)L = —1.
Dacd notam £(t) = oy, (t), deducem

(= D)(t) = —1 > £(t) = —i.

Din egalitatea Lag = —D,L deducem ca operatorul lui Laguerre este un
operator diferential invariant la translatii al carui simbol este

t
OLag(t) = —op, ()L(t) = —1
Putem rescrie ultima egalitate sub forma

Lag = D, (D, — 1)7*

S& presupunem ca @, R € DiffOp,,,,. Notdm cu {¢,(x)}n>0 sirul binomial
asociat lui @ si cu {r,(z)}n>0 sirul binomial asociat lui . Dorim si gisim o
metoda convenabild de exprimare a polinoamelor r,, in functie de polinoamele ¢, si
operatorul Q.

Sa notam

f(t) == Epr/q(t) € R[{]]

si
g(t) == Xq/r(t) € R[[]].
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Prin urmare R = f(Q), Q@ = g(R) si g = f(~Y. Sa consideram operatorul
To/r : Rlz] — Rz] de tranzitie de la sirul {r, },,>0 la sirul {¢, }n>0, adica operatorul
admisibil definit de egalitatile

TQ/an = dn,
pentru orice n > 0. 7/ este bijectiv, iar inversul lui este descris de
-1
To/r

= TR/Q <~ TC;/qu" =Tn,
pentru orice n > 0.

Are loc egalitatea

-1
intr—adevér, pentru orice n > 0, avem

-1

19/rR1G pan = To/rRrn = Tg/r(nrn—1) = 11 prn—1 = Ngn-1 = Qqn-

Sa consideram un alt operator S € DiffOp,,,,, al carui sir biomial asociat este
{Sn(s)}nzo. Notam

Pn = TQ/RSm
pentru orice n > 0 si definim

P =Tg/rST g

T*l
Q/R
invariant la translatii, iar {p,(z)}n>0 este sirul binomial asociat lui P.
(b) Definim

Teorema 6.12. (a) Operatorul P = T/ pS este un operator diferential

h(t) :=Xs/r(t),
adicd
S = h(R).
Atunci
P =hQ),
adica
Ep/o(t) =Xs/r(1),
§t

EP/S(t) = ES/ROEQ/ROEFS';]E)'

Concluzia (b) a teoremei de mai sus se poate ilustra in diagrama urméatoare

Ts/r
T S Ys/r
{ n} - { n} R S
JQ.r Tp/s=To.r —> JEQ/R
{Qn} ”””

1
- P
> {pn} Yp/@q=Xs/r
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Demonstratie. Sa notam p_; = 0. Pentru a aerisi prezentarea vom scrie 7°
in loc de 75/ k. Impartim demonstratia in trei pasi.

Pasul 1. Sirul (p”)nZO este un gir bazic asociat lui P, adicd
Ppyn = npp_1,
pentrqurice n > 0.
Intr-adevar, au loc egalitatile
Pp,=TST 'p, =TS8, =T (nsn_1) =nTs,_1 = npn.

Pasul 2. Sirul p,, este normalizat.
S& observam c#, prin definitie, sirurile {g,}n>0, {rn}n>0 §1 {Sn}n>0 sunt
normalizate. Prin urmare
o =70 = So = 1.
Rezulta ca
po=Tsg=Tro=qo =1

Fie n > 1. Atunci, conform Corolarului 5.9, polinomul ¢,, se descompune ca
o combinatie liniara
sn(z) = cop1(x) + c1p1(z) + -+ - + capn(2),

pentru orice x € R.
Deoarece

n(0) = pr(0) =0,
pentru orice k,n > 1, deducem cg = 0. Prin urmare,

Pn = (CSn = T(Clp1 + .+ cnpn) =c1q1 + .+ CnQn,

si deci

pentru orice n > 1.
Aceasta arata cd {p,(z)}n>0 este sirul bazic normalizat asociat lui P.
Pasul 3. P = h(S). In particular P € DiffOp,,,,,.
Din egalitatea
Q=TRT 1,

deducem ci, pentru orice k > 1, are loc egalitatea
TRFT! = (CRC™Y) ... (CRC™!) = Q*.

k

Rezultd ci, pentru orice polinom u(t) € R[¢], are loc egalitatea

S& considerdm acum seria formald

h(t) = hat + hot® + - - - .
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Notam
hn(t) = hat + - - + hpt™ € R]t].
Atunci
Thn(R)T_1 = h,(Q).

Dacd q(r) € R[z] este un polinom de grad < n, atunci Q¢ = 0 = RVq,
pentru orice N > n. In particular, deoarece gradp = gradC~!p, pentru orice
p € R[z], deducem ca

hQ)q = hn(Q)a = Tha(R)N(T'p) = TH(R)T g,

pentru orice g € R[z], gradp < n.
Ultima egalitate se poate rescrie astfel:

h(Q) = Th(R)T .
Reamintindu-ne ci h(R) = S, deducem
hQ)=TST™' = P.

Rezultd ci
Ypyqt) = h(t) = Xs/r(t).

Folosind Exercitiul 6.8, deducem

EP/S = EP/Q 9 EQ/R o ER/S = ES/R o EQ/R 9 227113

Daca aplicam teorema de mai sus in cazul particular cand S = @, obtinem
urmatorul rezultat:

Corolarul 6.13. Sa presupunem cda R,Q € DiffOp,,,,, {rn(2)}n>0 este sirul
binomial asociat lui R, iar {qn}n>0 este sirul binomial asociat lui Q.

Sa notam f(t) := Xg/o(t), adica R = f(Q).

Atunci sirul bazic {p,(x) = To/rGn}n>0 este sirul binomial asociat operatoru-
lui

P=fo1Q).

Demonstratie. Din Teorema 6.12, deducem

EP/Q = EQ/ROEQ/ROECS}R = EQ/R = f<71>.

Folosind egalitatea (5.9) pentru sirul binomial {p,(x)},>0 din corolarul de
mai sus, deducem ci, pentru orice polinom ¢ € Rz], avem o descompunere de forma

@) = 3 2 (PHa)acopi
k=0

In particular, dacd alegem ¢ = ¢y, deducem

1
qn = Z E(Pan)zzopk
k=0
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si deci

_ _ 1 1 _
Tn = TQ/IR‘]n = TR/lQ(Z E(Pan)z:OPk) = Z E(Pan)z:OTQ/lRpk =

= Z %(Pan)x:OQk = Z H(ﬂ_l)(Q)kqn ) otk

Am obtinut astfel urmatorul rezultat fundamental.
Teorema 6.14. Sa presupunem cd @, R € DiffOp,,,,.

Notam cu {qn () }n>0 sirul bazic asociat lui Q §i cu {rp(z)}n>0 sirul binomial
asociat lui R.

Dacd f(t) = Xr/q(t), adicd R = f(Q), atunci
1
Tn = H(f<_1>(Q)an)x=OQka

pentru orice n > 0.
Remarca 6.15. (a) In teorema de mai sus si observiam cia numdrul real

(@) ) ok

este egal cu n! inmultit cu coeficientul lui " in seria f(~(¢), adica

V@ = il (0 )

Daca notam g(t) = f{~1(t) deducem ci matricea de tranzitie de la sirul {g,(z)}n>0
la girul {r,(z)}n>0 este datd de

n!
Apn = T [7g(0)"
Rezulta ca

t" 1
>0 : .

Cu alte cuvinte, A (t), functia generatoare de tip exponential a numerelor de
1
pe linia k£ a matricei de tranzitie este egala cu seria formala 7 g(t)*.

(b) S& scriem f(t) sub forma

%, h(t) = ho + hnt +--- € R[[f]], ho # 0.

Atunci, din formula de inversiune a lui Lagrange, deducem

() = S, k>0
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Rezulta

N GER) 1 _
Agn, 71 == [t kIh(t)" <ﬁ1> mA,m =
BRCESY [t Fh(t)k = T [t (th(t))~.

Inmultind ultima egalitate cu ¢ gi apoi sumand dupd n > 1, deducem

> Apn 0 tjl)! =@ jl)ntkh(t)k.

n>1

Putem rescrie acest lucru sub forma

1

tDy Ay(t) = Go1r

thh(t)*.

t t2
Daci ne reamintim ci f(t) = ——, deducem ca th(t) = —— si, prin urmare,

h(t) ft)

—k+1 1 t k
LD AL(L) = m(m) .

In aplicatii, un caz particular al Teoremei 6.14 este foarte util.
Corolarul 6.16. Sd presupunem cd R € DiffOp,,,,. Notam cu {r,(x)}n>0
sirul binomial asociat lui R si cu o(t) € R[[t]] simbolul lui R, adica

R =0(Dy,).

Daci notam cu pn,(x) monomul py,(x) = ™, atunci

rale) = 30 (0 (D) o).
k>0

Demonstratie. In Teorema 6.14, alegem Q = D,.
Atunci

Qn(2) = 2" = pn(2) 51 f(t) = Xryp, (t) = or(t) = o(b).

Corolarul 6.17. Sd presupunem ca P € DiffOp,,,, iar {p,(z)}.>0 este
sirul binomial asociat lui P. Dacd o(t) este simbolul lui P, adica P = o(D,,), iar

g(t) = o1 (t), atunci
t" -
an(fﬂ)m =90,
n>0

Demonstratie. Sa notdm cu G operatorul

G = g(D,) € DiffOp,,,, <= Yq/p, (t) = g(t).
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Folosind Corolarul 6.16, deducem

n k n k
o X - k n X
(£) =D G (@emo gy = > G amogy
k=0 )

Pentru h € R consideram operatorul

Qn : Rlz] — Rlz], Qnp= pnTE!h)D

n>0
Sa observam ca @) este un operator admisibil invariant la translatii al carui

simbol este -
Squ/p. (1) = pa(h)
n>0

Pe de alta parte

Q= X B0 = (S 64 may ) P = X (S =)

n>0 n>0 k>0 T n>0
Deoarece {2 },>0 este sirul binomial asociat lui D,, deducem, din (6.3), cd
Gk (In) =0
k _ x n
G'=2 D
n>0
Prin urmare,
W hG ht
Qh:ZFG =e€ :>EQ;L/G(t):e .
E>0
Folosind Exercitiul 6.8, deducem
> pu(h)= =%q,/p, = 2q,/c © Sayp, (t) = 0.
n>0 '

7. Exemple

Sa ilustram rezultatele obtinute pe cateva situatii celebre.

Exercitiul 7.1. [Polinoamele lui Laguerre|. Ca si vedem cum functi-
oneazd Corolarul 6.16 il aplicdm intr-o situatie concretd, dar cu multe aplicatii in
matematica.

Sa presupunem ca R este operatorul lui Laguerre

R=TLag= D,(D, —1)"*
S& notam cu {¢,,(x)}n>o0 sirul binomial asociat operatorului lui Laguerre.

Dorim si ddm o descriere mai explicitd a acestor polinoame folosind Corolarul
6.16.

185



Simbolul operatoratorului Lag este
s(t)y =t(t—1)"".
Pentru a afla inversa compozitionala a seriei s rezolvam ecuatia
s=t(t—1)"1

in care necunoscuta este .
Ajungem la concluzia surprinzitoare

t=s(s—1)""
Cu alte cuvinte
sV (E) = s(t).

Deducem

1
ln(x) = Z E(Lagkﬂn)mzoxk
k>0

si
tn(z) = 2"
Pentru a calcula (Laguy,)z—o putem folosi fie calculele din Exemplul 6.11, fie
putem proceda direct, folosind formula
i+ k—1 -
Lag = —D(1 — D)~' = Lag" = —-D*(1 - D) ™" = (-1)"D" > (J h )Dﬂ.

>0 J

Coeficientul lui D™ in aceasti serie este
n—1 n—1
_1)k — (—1)
(22 = (h )

n—1

(Cat a)omo = (=1 (1) 0"domo = (0Pl (1 7).

Prin urmare

si deci

(n(@) = n! zn:(_nk (Z‘ i) %’:

k=1

Deoarece £,(0) = 0, pentru orice n > 0, deducem ca polinomul ¢,,11(x) se
scrie ca un produs

ni1(2) = wLn(2),

unde gradL,, = n.
Mai exact

Ln(z) = n! kzn:_o <Z> (*]j)k.
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De exemplu
Lo(z) =1, Li(z) = (1 —2), Lo(x) = (2 —4a + 2?).

Polinoamele L, (z) au multe aplicatii in matematicid. Au apdrut mai intii in
fizica matematica, dar in ultimile decenii gi-au facut aparitia si in combinatorica. S&
metionam o astfel de aplicatie surprinzatoare.

Probabil cititorul a auzit deja de problema deranjamentelor, dar pentru orice
eventualitate o reamintim. Sa presupunem ca avem n bile, numerotate cu numerele
1,...,n gi n cutii numerotate cu numerele 1,...n. Problema clasicd a deranja-
mentelor intreabd in cite moduri putem distribui bilele, una pe cutie, incit niciuna
din bile sa nu fie situata intr-o cutie cu acelagi numar ca si bila.

Riaspunsul la acestd intrebare se giseste prin metoda includerii-excluderi si
deducem cd numarul de deranjamente este

N (EDF
annlz T
k=1

Putem considera o situatie mult mai sofisticatd. Sa presupunem ci avem o
partitie a multimii {1,...,n} in k& submultimi nevide

{1,....n}=FU---UF, FNF#0,

pentru orice i # j.

Notam f; := |F;|. Notdm cu D(f1,..., fr) numirul de permutiri ¢ ale
multimii {1,...,n} cu proprietatea ci nu existd i € {1,...,n} incat ¢ si p(i) se afla
in aceeasi multime a partitiei. Punem aceasta problema intr-un mod mai amuzant.

Sa presupunem ci la o petrecere participa k familii Fi, ..., Fx si in total sunt
n persoane. Fiecare din persoane igi scrie numele pe o bucatd de hartie pe care
apoi o pune intr-o cutie. Urmeazi o tragere la sorti in care fiecare persoana extrage
un nume din cutie. Atunci D(fi,..., fr) este numirul de posibiltiti de trageri la
sorti cu proprietatea cd nici una dintre persoane nu a extras numele unei persoane
din familia sa. Problema clasicd a deranjamentelor corespunde cazului special cand
k= n, fz =1.

Un rezultat din 1976 datorat matematicienilor S. Even si J. Gillis oferd un
raspuns surprinzator, anume:

D(fr.. fe) = (—1)" / e "Ly, (2) - Ly, (¢)da.
0

Este usor de verificat ca intr-adevir

no \k o0
n! ( 1') z/e_ﬁ”(m—l)”dx.

k
k=1

Demostratia cazului general este bazata tot pe principiul includerii-excluderii,
dar necesitd mai multd ingeniozitate pentru a formula rezultatul final intr-o forma
asa de eleganta.
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La foarte scurt timp dupa ce FEwven si Gillis au demonstrat acest fapt,
D. M. Jackson a dat o demonstratie foarte scurtd bazat pe rezultatele din Exercitiul
2.9. Cititorul are acum toate cunostiintele necesare demonstrarii acestui rezultat
curios.

Exercitiul 7.2. Aritati ca

by () = xemD;’.(e*mx”*I),

pentru orice n > 0.

Exercitiul 7.3. [Polinoame Bernoulli]. Polinoamele lui Bernoulli
{Bn(x)}n>0 formeaza un sir bazic foarte special care nu este normalizat, dar al
cidrui operator fundamental este D,,, adica

Dpn(x) = nbp-1(x), (7.1)

pentru orice n > 1.
In plus, aceste polinoame satisfac ecuatiile cu diferente

(ABn)(x) = Dy (z"), (7.2)

pentru orice n > 1.
Sa ardtdm ca aceste doud conditii de mai sus definesc unic girul bazic

{ﬁn(x)}nzo-

S ne reamintim cid operatorul lui Bernoulli B satisface
DB = BD = A.
Aplicand operatorul B ambelor parti ale egalititii (7.1) obtinem
BDgB, =nB0p_1.
Pe de alta parte, folosind (7.2), obtinem
BDpB, = ABy =na" !

si deducem
nz" "' =nBf,-1,

pentru orice n > 1, ceea ce implica

pentru orice n > 0.
S& notam
by, == 0n(0).
Numerele b,, se numesc numerele lui Bernoulli.
S& observam ci

DEB, = [n]kBn—k-
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Din formula lui Taylor deducem ca, pentru orice n > 1, are loc egalitatea

n

k n k n n

k:O k=0

Aceastd egalitate ne aratid ca polinoamle lui Bernoulli sunt unic determinate
de numerele lui Bernoulli.

S& notdm cu b(t) functia generatoare de tip exponential a numerelor lui
Bernoulli, adica
tn
i
n!

n>0

Atunci egalitatea (7.3) se poate reformula compact sub forma
tn
=Y Bl (14)
n>0

Notdm seria din partea dreapta cu (. (¢). S& ne reamintim ca

Bn(x+1) — Bu(x) = na™ 1,

pentru orice n > 0.
Prin urmare

g(ﬁn(x +1) — Bu(z)) = tx”fl%,

pentru orice n > 1.
Suméand aceste egalitati dupa n > 1, deducem

Bug1(t) — Ba(t) = te'”.

Pe de alta parte, folosind (7.4), obtinem egalitatea

Ba1(t) = Bu(t) = b(t) (" HD — ).

Prin urmare

te!™ = b(t)(et(m“) —e') =e"b(t)(e" — 1),
de unde
t=0b(t)(e" —1).
De aici rezulta y
et —1°
Trebuie si comentim putin ultima egalitate. Seria formals e! — 1 nu are invers
multiplicativ. S& observim insi ci putem scrie

b(t) =

n—1 $n

t
to1=1t(1 — )=ty
e (+2,+ ) Z:O(nﬂ)!
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tn
Seria Z ——— are invers multiplicativ si atunci definim
n>0 ( + 1)'

t 1

et —1 o
Z (n+1)!

n>0

Pentru a face calcule concrete este insd mult mai util sa folosim egalitatea
t=b(t)(e' — 1),
care conduce la urmatoarele relatii de recurenta
n
by = 1, ; (Z)bn_k ~0,

pentru orice n > 1.
Mai explicit

de unde rezulta ca

pentru orice n > 1.
Tatad cateva valori pentru numerele lui Bernoulli:

bog+1 = 0, pentru orice k > 1,

n |0 1 2 4 6 8 10 12 14 16 18
b 1 111 1 1 1 5 691 7 3615 | 43867
" 216 30 | 42 30 | 66 2730 | 6 510 798

Tata si cateva polinoame Bernoulli:

62(1):x27x+—

2 2
ﬁ4(x):$4—2$3+m2_3_10,
66(1)*x6*3x5+—x4*;x2+%.
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Polinoamele Bernoulli apar in surpinzitor de multe situatii in matematica.
Vrem si mentionam aici citeva aplicatii elementare.
Din egalitatea

Br1(@ +1) = Bria(2) = (k +1)2",
pentru orice x € R, k > 1, deducem

Br(n) — Br(0) = (k+1)(1* + 28 + - + (n — 1)),

adica
n—1 1
> 3" = g (Br(n) = Bria (0)). (7.5)
Jj=1 +
Mai general, are loc egalitatea

n—1 1

Z(thj)k = k—_i_l(ﬂkﬂ(thn)*ﬂkH(h)a), (7.6)

§=0

pentru orice h € R.
De exemplu

1 ) 1
15+25+35+~~+(n1)56<n63n5+5n45n2),

pentru orice n > 2.

Exemplul de mai sus este un caz special al formulei de sumare Fuler-MacLa-
urin.

S& presupunem ci p este un polinom. Si notadm

x+1
q:= Bp < q(z) = / p(t)dt.

In particular,
x+7+1
deri)= [ poa
z+j

Rezulta ca
n

alz+5) = [ pleyat.

0

|
—

n

Il
=]

J
Dacé acum scriem p(z) = (B~ 1q)(x), obtinem

n—1 z+j

gz + ) = / (B~1q)(t)dt. (7.7)

x
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In fine, dacd polinomul ¢ este derivata unui polinom f, adica ¢ = Df atunci
B7'Df = DB~ deoarece B! este invariant la translatii si deci comuti cu D. Din
formula Leibniz-Newton, obtinem celebra formula de sumare Fuler-MacLaurin:

> Dufte+0) = (X 0k +m) - (X L0kniw) =

k>0 k>0 (7.8)
= (B7'f)(z+n) = (B f)(2).
Probabil ca ar trebui sa explicim de ce egalitatea de mai sus este uluitoare.
Suma din partea stanga a egalitatii depinde de comportarea globald a polinomului
f pe intreg intervalul [x,2 + n]. Pe de altd parte, suma din partea dreapta depinde

doar de comportarea locald a lui f doar in vecinatatea a doud puncte, anume x gi
T+ n.

n
Exercitiul 7.4. Si considerdm seria formald de puteri u(t) = Z un% cu
n>0
proprietatea ca ug # 0.
Notdm cu P operatorul P = u(D) € Op;,, si cu p,(z) polinoamele P(z™).
Ardtati cd

an(x)%n' = u(t)e™.

n>0

Exercitiul 7.5. (a) Aratati ci
Bn(x) = (=1)"Bn(1 — z),
pentru orice n > 1 si orice z € R si
bar+1 =0,

pentru orice k > 1.
(b) Demonstrati formula lui Raabe

1 & j 1
EZﬂk(ZJF%) = Eﬂk(nﬂf)a
§=0

pentru orice k,n > 1.
(c) Aratati ca

() ()

1
(d) Aratati ca, pentru orice x € (O, 5), au loc inegalititile

(—1)kﬁ2k_1(x) > 0, (—1)k(ﬁ2k(x) — bgk) > 0.

(e) Aratati ca
(—1)"* by, > 0,

pentru orice k > 0.
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Exercitiul 7.6. Sa definim functiile Bernoulli periodice

Bn(x) = Bu(z — 7)),

unde |z | este partea intregd a numarului real z.
Sa presupunem ca f : R — R este o functie infinit diferentiabila.
(a) Aratati, prin inductie dupa n > 1, ci

n

/f dt—i—z (f(k N(1) - f(k—l)(0)>+ (_1')n/ﬁn(t)f(”)(t)dt
0 k=1 ’ 0

(b) Aratati cd, pentru orice intregi pozitivi m, n, are loc egalitatea

m—1 m n bk m
N Ok [ p(k—1) (k— 1) 3 (n)
> 10) O/f(t)dt+k§k!(f (m) ~ f O/ﬁ )

Indicatie: Folositi partea (a) pentru functiile f;(¢t) = f(¢t + j), unde
j=0,...,m—1.
Exercitiul 7.7. (a) Aratati cd, pentru orice k > 1, are loc egalitatea

O/ng(t)dt =

(b) Aratati ca, pentru orice intregi k,m > 1, au loc egalititile

1
/ ) sin(2mmt)dt =0
0
si
/ (—1)+1(2h)
Ak,m = / COS 27rmt)dt W
0
(c) Sa consideram functiile
t) = Z Apm cos 2mjt
j=1
si
= Z cos(27jt).
§=0

Aratati ca

0/ O (t)dt = 1
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si
bok = Bk (0) = W}gnoo fm(0).

Indicatie. Scrieti diferenta ba — f,,(0) sub forma

bor — fm(0) = /B%(O)dt - /B2k(t)cm (t)dt = /Cm(t)(BQk(O) — Bax(t) )dt.
0 0 0
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Despre formula lui Taylor gi calculul unor limite

DE MARIAN TETIVA

Abstract

The aim of this article is the calculate some limits using Taylor series. Establish-
ing the order of convergence of some sequences could be considered the starting point
of this work. Some short presentation of function series and Taylor series is included.

Key words: Taylor formula, limits, Taylor series.

M.S.C.: 26A03, 26A06, 26A24.

1. Introducere. Sa consideram, pentru inceput, numerele reale pozitive
ai,az,...,a, (unde p > 2 este un numar natural) si functia h : R — R% definita
prin

ai +az +---+a,
h(z) =

1
> , dacd x#0
p
{103y, dacd z =0.
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Dupa cum se stie, functia h este continud pe R, continuitatea in origine
1
<a%+a%++a; T

stabilindu-se prin calculul limitei ,,de tip 1°°¢ lirnO , care este
xr—

p

egald cu ¢/aray - - . ap, deci cu valoarea functiei in 0. Continuitatea pe R — {0} rezulta
din faptul ca functia se exprima prin operatii elementare cu functii elementare, si in
acelagi fel ne ddm seama ci ea este indefinit derivabild pe R — {0}; se pune in mod
firesc problema: este functia h derivabild in origine? Raspunsul la aceasti intrebare
este afirmativ si ardtam acest lucru in continuare.

Deoarece functia este derivabild in vecinatatea originii si continud in origine
se poate utiliza corolarul teoremei lui Lagrange, conform caruia, daca exista si este
finitd limita derivatei ilil?(l) R’ (), atunci functia este derivabild in 0, avand derivata

in 0 egald cu aceastd limitd. Avem:
h(z)

ay + a3y + +ag

h (x) =

T x x
ay +ay + +a,

p
2 )

:E(a:flnal+a§1na2+~~~+af,lnap)f(af+a§+~~~+a§)1n

x
pentru orice x # 0. Se poate calcula limita primului raport din aceastd expresie,

{;/alag...ap)
p

pentru z — 0 (anume, ea este , iar pentru cea de-a doua fractie folosim

0
regula lui I’Hospital (ne aflam in cazul =).

Derivata numaratorului este

P 2
x T
a E aplna
p P P Z k P kT Gk
g aplnap +x E a¥In” ay, — E aplnay | In k:; - E ay k:1p7 =
k=1 k=1 k=1 k=1 x
E aj
k=1

P P
=z afln’a; — ailnay | In 2=
2 D ’

si, deoarece avem

8=

195



P (é In® ak) - (é lnak>2

2p

1 & 1 [
= 5 ZIHQ ap — 5 (Z lnak> In f/alag...ap = y
k=1

k=1

rezulta cd aceasta este gi limita celui de al doilea raport din expresia derivatei h'(z).

Atunci avem
P P 2
P <Z In? ak> — <Z lnak)
k=1 3 k=1 /A1 Ay

TOY — T B/ () —
h (0)73}-1—>H10h (x) = 5

Sa mai observam ca, daca folosim definitia derivatei, am obtinut relatia

p
x

D af

k=1

p

— faay A
h(z) — h(0)

lim = lim =
x—0 x z—0 x

P P 2
P <Z In? ak> — <Z lnak)
k=1 2 k=1 - gfaras . Gy,

=1 (0) =
care conduce si la

()

p

lim n
n—oo

— Yataz .- .ap) =h(0),
adica stabilegte ordinul de convergenta al girului cu termenul general

<c/a+ Yag 4+ q/@)”h<1>

n = -
p

n

(care are, la fel ca si functia h in origine, limita y/aiaz..-ay).

Dupa felul in care am calculat derivata functiei i se observa ca aceasta este
continud (chiar gi in origine) si, cum am ardtat mai sus, b’ este derivabila pe R — {0}
(h are derivate de orice ordin pe R — {0}); intrebarea naturald care se pune acum
este dacd functia h’ este derivabild in origine (deci daci h este de doud ori derivabild
in 0). Problema care se ivegte este, evident, aceea a calculelor care devin tot mai
neplicute (nici in prima fazi nu au fost tocmai simple), de aceea se impune gisirea
unei alte metode pentru investigarea derivabilitdtii lui A’ (i, eventual, mai departe);
remarcim, totugi, ci datoritd continuitatii derivatei intai putem calcula h” (0) =
= lim A" (z). Pentru a putea continua aceastd discutie si facem intai o parantezi

xTr—

mai lunga, referitoare la formula pomenita in titlu precum si alte chestiuni inrudite
cu aceasta.
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2. Formula lui Taylor se enunté, de obicei, intr-o forma aseman&toare cu
cea care urmeazd (a se vedea [2], [3]).

Teorema 1. (Formula lui Taylor) Fie I un interval i f o functie definitd
st de n + 1 ori derivabild pe I (n fiind un numdr natural). Atunci, pentru orice
a,bel, a#b, existda c € I, cuprins intre a gi b (ceea ce inseamnd cd a < ¢ < b sau
b < ¢ < a, in functie de ordinea care existd intre a $i b), astfel incdt

"(a ™) (g (n+1) (¢ .
o FO @) e £ e

F(b) = f(a) + — )

(b—a)+---+

Se observa ci, pentru n = 0, teorema devine binecunoscuta teorema a creg-
terilor finite a lui Lagrange. Demonstratia se bazeazd pe urméatoarea

Lema. Fie F, G doud functii definite pe intervalul I, n un numdr natural
si a,b € I. Presupunem cd F si G sunt de n+ 1 ori derivabile pe I, ca F®*) (a) =
=G (a) =0, pentru k =0,1,...,n gi cd Gt ny se anuleazd in intervalul (a,b)
(sau (b,a)). Atunci ezistd ¢ € I, cuprins intre a gi b astfel incdt

F(b)  FOY ()

o)~ G (o)

Demonstratie. Vom presupune, pentru fixarea ideilor, ¢ a < b (cazul b < a
tratandu-se la fel). Mai intai observim ci functia G si toate derivatele sale pana la
cea de ordinul n inclusiv nu se anuleaza in intervalul (a,b]; demonstram acest fapt
pentru G, pentru derivate nefiind nici o deosebire esentiala.

Intr-adevir, daci existd un punct o € (a,b] astfel incat G (a) = 0, atunci
(avand si G (a) = 0), conform teoremei lui Rolle, existd oy € (a, ), astfel incat
G’ (a1) = 0. Apoi, pentru ca si G'(a) = 0, iaradsi aplicaAnd teorema lui Rolle, rezulta
existenta unui as € (a, 1), astfel incat G” (a2) = 0; continudm in acelagi fel si
obtinem pand la urma un a,41 € (a,a,) C (a,b), astfel incat G+ (a,41) = 0,
deci o contrazicere a ipotezei ci G("*1) nu se anuleazi in intervalul (a, b).

Demonstratia lemei se bazeazi pe aplicarea repetatd a teoremei lui Cauchy.
Mai intai, existd ¢; € (a,b) astfel incat

F®) F(b)—F(a) F(e),

G) G(b)-Gla) G (a)

apoi aplicim teorema lui Cauchy derivatelor functiilor i gisim ca existd co €
€ (a,c1) C (a,b), astfel incat

Fila) _ F'(c) = F'(a) _ F"(c)

G'(c1)  G'(c1)—G'(a)  G"(c)

g.a.m.d.
In final se obtin ¢, k = 1,2,...,n + 1, astfel incat, ck+1 € (a,cr), pentru
k=1,2,...nsi
F(b)  F(c) FOD (,4)
G(b) G'(cr) 7 GO (enp)

si demonstratia se incheie cu ¢ = ¢, 41.
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Demonstratia teoremei 1. Aplicam lema functiilor F,G : I — R definite
prin

pentru orice x € I.
Se verifica usor conditiile

F® (a) =G™ (a) =0,
pentru k = 0,1, ...,n; de asemenea,
O (@) = 04 (2)

si
G (z) = (n+ 1) #£0,

pentru orice x € 1.
Atunci, conform lemei, existd ¢ € (a,b) (sau c € (b, a)), astfel incat
Fb) _ FY (o)
G() G (o)

egalitate care se dovedegte echivalenti cu

a (n+1) (¢ 1
F(b) = Z f k!( ) (b—a) + f(n+ 1()!) (b—a)™t

si formula lui Taylor este demonstrata.
Vom scrie aceastd formula in forma

M) K, SO (o) 41
f(fﬂ)*;::oT(m*a) +m(x*a) ;

unde a < ¢ < x sau x < ¢ < a, sau in forma
f (@) =T, (f,a) () + R (f,a) (2),

unde

se numeste polinomul Taylor de grad n asociat functiei f in punctul a, iar R, (f, a)(x)
este restul de ordin n in formula lui Taylor; daci nu exista pericol de confuzie, vom
nota simplu 7,, = T}, (f, a), respectiv R,, = Ry, (f,a).

Teorema demonstratd de noi ofera o exprimare a restului, anume ea arati ci
existd (pentru a fixat gi « in intervalul I) ¢ = ¢,, cuprins intre a gi z, astfel incat

_ £ () B )n+1.
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aceasta este forma lui Lagrange a restului formulei lui Taylor de ordinul n (singura
pe care o vom folosi in aceastd lucrare).

Existd si alte forme ale restului, pentru care se poate consulta [2]. Mai am-
intim aici doar forma integrala a restului: daca derivata de ordinul n + 1 a functiei
f este continua pe I, atunci restul de ordin n poate fi pus in forma

x

Rn=1/£f§jﬂ—fm+”<ﬂdu

cu alte cuvinte are loc egalitatea

" (g [ (z—t)"
k=0

a

O prima consecinti a teoremei 1 este formula ,exacta” a lui Taylor, care, desi
nu va fi folosita in aceasta lucrare, este utild in nenumarate aplicatii.

Corolarul 1. Daca [ este o functie polinomiald de grad n, atunci are loc
egalitatea:

f™ (a)

n!

[ (a
Fa) = o)+ 1

pentru orice numere reale a §i x.

Pentru demonstratie este suficient si observam ca derivata de ordinul n+1 a
functiei f este identic nula pe R, deci restul formulei lui Taylor este, de asemenea,
nul. Mai remarcam ca, fiind o egalitate de functii polinomiale pe R, formula este,
de fapt, valabild chiar pentru a si £ numere complexe.

Corolarul 2. Fie f o functie de n+ 1 ori derivabild pe intervalul I si a un
punct interior intervalului.

a) Daci f"1) este marginitd intr-o vecindtate a lui a, atunci

o £ @) =T (@)

rT—a (1’ — a)n

(I—a)—l—%(a&—a)Q—i—---—i—

(I - a)n7

=0.

b) Dacd derivata de ordinul n + 1 a functiei f este continud in punctul a,

atuncit
fo F @ =Ta(@) £ (@)
a—a (g —a)"t! (n+1)!°

Demonstratie. a) Din formula lui Taylor se poate scrie, pentruz € I, z # a

f@)=Tul@) _ f" ()
(x—a)" (n+1)! ’

deci, dacd presupunem ca |f("V (z)| < M pentru orice z € VNI (V fiind o
vecindtate a lui a), vom avea

‘f(z)T (z)

n M
(—a)"

= (n+1)!

|xia|a
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oricare ar fi x # a, suficient de apropiat de a; din aceastd inegalitate concluzia
rezultd imediat.
b) La fel ca mai sus, putem rescrie formula lui Taylor in forma

f@)=Tu(x) _ fOFD ()

(w—a)™ D

pentru z € I, x # a.
Avem, din ipotezi,
lim f0*Y () = fO) (a) ;
r—a
¢, din formuld este cuprins intre a gi x, de aceea, dacd x — a, atunci si ¢, — a.

Atunci
lim f0Y (¢;) = fOY (a)

Tr—a

si din formula de mai sus rezulta si concluzia, anume

i L@ = Tu@) _ £ (0)

T T R T

De exemplu, deoarece functia exponentiala x — e® este indefinit derivabila
pe R gi toate derivatele sale au valoarea 1 in origine, obtinem formula

2 n
T S " ,
z—0 antl (n+1)!

(am ales a = 0, dar o formuld aseminitoare — nu esential diferitd — se poate scrie
pentru orice a € R).

Sa mai remarcam un lucru, anume ca, daca derivata de ordin n+1 a functiei f
este marginita in vecindtatea punctului a, sa zicem, ca mai sus, ca |f(”+1) (:c)| <M
pentru z € I, cu | — a| < a, a > 0 fiind fixat, atunci se poate deduce, din formula
lui Taylor, inegalitatea:

04"+1

z)—T, ()| < M —,
£@) = Ta @) < Moy
valabild pentru orice z € I, |z — a| < a. Daci ar fi posibila gisirea unei constante
M care si fie independentd de n (micar pentru un interval mic (a — a,a + «) in

anJrl

jurul lui a), deoarece nlirréo CE

poate fi aproximati, in vecinatatea lui a, cu polinoamele sale Taylor, aproximarea
fiind cu atat mai buna cu cit n este mai mare, adicd am avea f (x) = lim T, (z)
n—oo

= 0, aceasta conduce la concluzia ca functia f

pentru « € (a —a,a+ a) N I. Acest fapt poate si nu fie adevirat; de pildi, se
poate arata cd pentru functia f : R — R, definitd prin f(z) = e” 7 dacd x #£0
si f(0) = 0, existd derivate de orice ordin in origine, toate egale cu 0. Desigur,
aceasta inseamna ci polinomul Taylor de orice grad asociat functiei f in origine este
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identic nul, astfel ci egalitatea f (x) = lin% T, (f,0) (z) are loc numai pentru z =0

(nu gi pentru x intr-un interval nedegenerat care contine originea, deoarece f este

nenuld in toate punctele diferite de 0). In sectiunea care urmeazi precizim in alti

termeni formula f () = lim T, (f,a) (x) si ardtdm care este ideea care ne-a condus
n—oo

la scrierea acestui articol.

3. Serii numerice si serii de functii. Serii Taylor. In mod obis-
nuit o serie numericd se defineste ca fiind o pereche de siruri de numere reale
((an)n>1 , (Sn)n>1), unde, pentru orice n > 1, avem S, = a1 + as + -+ + an;

(Sn),>; se numegte sirul sumelor partiale ale seriei. Notatia folosita pentru o serie
oo

este Zan sau Zan (desigur ca girul (ay,) poate fi indexat gi cu n > ng, unde
n=1 n>1

ng poate fi orice numar natural — nu neaparat 1 —, ceea ce se va reflecta i in no-

tatia seriei). Convergenta unei serii este in directd legdturd cu convergenta sirului

sumelor partiale: daca sirul (S5,),~, este convergent si are limita S, atunci seria

g an se zice i ea convergentd si se scrie g an, = S. Faptul ca g an, = oo (sau

n>1 n>1 n>1
—00) inseamnd cd lim S, = oo (respectiv lim S, = —o0). In general, daci sirul
n—oo n—oo

sumelor partiale are limita S € R U {—o0, 00} se mai spune ci seria are suma S,
dacd (Sp),,~; nu are limitd seria nu are suma. In fine, seria se numeste divergenta
dacd sirul sumelor partiale este divergent (o serie cu suma infinitd este divergenta).

De exemplu, avem Z on = 1, deoarece

n>1
. 1 1 1 : 1
nlggo<§+§+~~+2—n) nlilr;(lg_n) =1
si, mai general, z;lq” = %q’ dacd q € (—1,1) (seria z;lq” se numeste seria
n> n=

geometrica §i este convergentd pentru ¢ € (—1,1)). De asemenea se verificd ugor
ci seria geometricd are suma oo, dacd ¢ > 1 gi nu are nici un fel de suma in cazul
q € (—o0,—1]. )
O alta serie celebra este seria armonicd; aceasta este seria E — gi are suma
n
n>1

. . ) 1
co. Seria armonicd generalizatd, E — (unde s este un numdir real fixat) este
n>1

convergenti daci si numai daca s > 1. In particular, o celebrd (si frumoasi) formuls
2

a lui Fuler afirmi ca Z % = % (a se vedea [1], unde mai sunt demonstrate si
n>1
alte formule asemanitoare).
O serie nu trebuie si fie privitd, simplist, ca fiind ,,0 sumi infinitd“ (ter-
men cidruia, de altfel, nu-i acordim nici un sens); daci scriem S = Zan (sau,
n>1
uneori, se mai folosegte si scrierea S = a; + ag + ---) trebuie si intelegem ci
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S = lim (a1 +a2+---+ay,) si nimic altceva. Totusi, notatiile folosite amintesc
n—oo
de sume, iar unele din proprietatile sumelor raméan valabile pentru serii. De exem-
plu avem
Propozitia 1. Fie Z an §i Z by, doud serit avind sumele S, respectiv T
n>1 n>1
(eventual infinite) si o un numar real nenul. Atunci:
a) Dacd ¢, = aay, pentru orice n € N*| avem ch = «aS (altfel spus,
n>1
dar mai puin precis, are loc egalitatea Z aa, = az an; desigur cu conventiile
n>1 n>1
obisnuite de calcul cu simbolurile £00).
b) Dacd notdm s, = ay, + by, pentru orice n > 1, avem an =S+T,
n>1

mai putin in cazul in care S gi T sunt una oo, cealaltd —oo (adicd Z (an +bp) =

n>1
= Z an—i—z bn). In particular, daca S = Z an, atunci S—(ay +ag + -+ ap) =
n>1 n>1 n>1
n>m+1

Demonstratia nu este deloc complicatd. Si notam S, = a1 +as + -+ + an,
respectiv Ty, = by + ba + - - - + b, sumele partiale ale celor dou serii. Pentru punctul
a) mai notam U,, = ¢1 +co+- - -+ ¢,; deoarece U,, = a.S,,, oricare ar fi n > 1, evident
vom avea, Z aa, = lim U, = a lim S, = afS = « Z an. Existenta limitei din

1 n— oo n— o0 1
partea stanga a semnului de egalitate este asigurata de existenta limitei din dreapta si
presupunerea ci o # 0. Observam ci dacd a = 0 proprietatea nu raméane adevarata:
cand seria Z ap are suma oo (sau —oo) egalitatea nu este valabild, deoarece ¢, = 0,

n>1
oricare ar fi n € N*, implica Z ¢n = 0, iar 0 - (00) nu are nici o semnificatie. In

n>1
schimb, ea este adevaratd pentru orice «, daca seria Z a, este convergenta.
n>1

Pentru punctul b) fie V;, = sy +s2+ -+ 8p, n > 1. Avem V,, = S,, + T,
pentru orice n > 1 si, deoarece am presupus cid S + T nu este o operatie fara sens,
rezultd ca sirul (V},),,~, are limit4, egald cu suma S+ 7 a limitelor sirurilor (Sy),,~,

si (Tn)n21; asadar, Z(anern) = limV,=84T= Zan + an, ceea ce

n>1 n>1 n>1
trebuia demonstrat. Ultima afirmatie rezulta considerand sirul (b,,), -, definit prin
by = —ai, bo = —ag, ..., by = —am, si b, = 0, oricare ar fi n > m + 1. (Mai

remarcam cu aceastd ocazie si o altd asemanare a seriilor cu sumele finite: daci toti

termenii unui gir («,),,», sunt nuli, incepand de la rangul m + 1, atunci seria E Tn

n>1
m

este convergentd, suma sa fiind chiar E Tp-)

n=1
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Este clar acum ca o serie de functii se poate defini dacd avem un gir de functii
fn, n € N*, definite pe o aceeasi multime A CR; seria de functii se noteaza prin an

n>1
o0
sau g fn si reprezintd, in fond, ansamblul tuturor seriilor numerice E fn (a),
n=1 n>1

unde a € A. Seria de functii Z fn este convergentd in punctul a € A (respectiv
n>1
convergentd pe multimea B C A) daci seria numerici Z fn(a) este convergenti
n>1
(respectiv dacd seriile Z fn(b), b € B sunt toate convergente).
>
Desigur, si in cazall seriilor de functii se pot defini sumele partiale

(doar cd acum acestea formeaza un sir de functii); daci in punctul a € A seria Z fn
n>1

este convergenta, atunci avem

Y fala)= lim Sy(a) = lim (fi(a) + fa @)+ + fu(a)),

n>1
egalitate care definegte suma seriei Z fn in punctul a € A. Daci seria este con-

n>1

vergentd pe multimea B C A, se poate defini o functie pe B, egali in fiecare punct
al multimii B cu suma seriei in punctul respectiv; agadar, dacd notadm cu S suma
seriei Z fn pe multimea de convergentd B, avem

n>1

S(b) = lim Sy, (b) = lim (f1(b) + f2(b) + -+ fu (b)),
n—oo n—oo
pentru oricare b € B. Convergenta despre care am discutat pand acum a seriilor
de functii se numeste convergentd punctuald sau simpla; dacd detaliem definitia ei
putem spune in felul urmator: seria de functii Z fn este (simplu sau punctual)
n>1
convergenta pe multimea B C A catre functia S : B — R daci pentru orice € > 0
sl pentru orice b € B, existd un rang N = N (e,b) (care deci depinde de ¢ si de b),
astfel incat sd aiba loc inegalitatea |S,, (b) — S (b)| < €, de indatd ce n > N.

Se poate defini un alt tip de convergentd, foarte importantd in teoria seri-
ilor de functii (si a girurilor de functii) punand in definitia de mai sus o conditie
suplimentara, anume aceea ca [N de acolo si depindd numai de €, nu gi de b. Mai
precis, spunem ca seria Z fn este uniform convergentd pe multimea B catre functia

n>1
S : B — R daca pentru orice ¢ > 0, existd un rang N = N (¢) € N (depinzand
numai de €), astfel incat inegalitatea | S, (b) — S (b)| < € are loc pentru orice b € B,
de indats ce n > N. In mod clar, convergenta uniformi implici pe cea simpli, dar
reciproca nu este adeviratd (vezi exemple in [2], [3]).

Noi vom discuta in cele ce urmeaza despre un anume tip de serii de functii si
anume despre seriile Taylor, care cumva deja au aparut in lucrarea noastra. Daca
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f este o functie indefinit derivabili intr-o vecindtate a punctului a € R pentru care
egalitatea de la sfargitul sectiunii 2 este adeviratd, adicd f (z) = lim T, (f,a) (x)
n—oo

are loc pentru z € (e — a,a + a) (unde a > 0 este un numir fixat), se observa ca
putem scrie aceasta si in forma

F(a)
f(fﬂ):ZT(ﬂffa)nv
n>0
pentru ¢ € (a — o,a+ «), adicd f este suma unei serii de functii pe intervalul
(a — a,a + a); sumele partiale ale acestei serii sunt tocmai cunogtintele noastre mai
vechi, polinoamele Taylor ale functiei f in punctul a. De aceea este firesc ca seria

f™ (a)

Z — (x —a)" si se numeasca seria Taylor asociatd functiei f in punctul a.
n!

n>0

Dupa cum deja am remarcat egalitatea unei functii cu seria ei Taylor poate si nu

aiba loc decat in punctul a (in care egalitatea este desigur adevirati, oricare ar fi

functia f si punctul a in vecindtatea ciruia ea este indefinit derivabild); amintim cd

am observat acest lucru la functia f : R — R, definitd prin

_[em a0
f(x)_{ 0, =0

A . . 0 :
in cazul punctului a = 0. O serie de forma Z — (unde f este o functie
n!
n>0
definitd si indefinit derivabild in vecindtatea originii) se numeste serie MacLaurin.
Daca egalitatea

() (q
f = W oy
n>0

are loc pentru orice z din vecinitatea punctului a, ea se numeste dezvoltarea functiei
f in serie Taylor in jurul punctului a (respectiv in serie MacLaurin, daci a = 0).

Un caz in care functia este egald cu suma seriei sale Taylor este prezentat in:

Propozitia 2. Fie f o functie indefinit derivabila pe intervalul I i a un
punct interior intervalului.

Presupunem ca existd constantele pozitive o gi M astfel incdt sa aibd loc
inegalitatile

an
“sup |10 (@)| < M,
n! zel
pentru orice n € N,
Atunci o ¢
[ (a) n
f(f)ZZT(x—a) ;
n>0

pentru x € I, |z — a] < a.
Demonstratie. Conform formulei lui Taylor, pentru x apartinind interva-

lului I, avem f (x) = T}, () + Ry, (x), unde restul poate fi scris in forma
f(n-i-l) (C) )n+1

)
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c fiind cuprins intre a §i . Rezultd cad pentru x in acest interval au loc inegalitatile

R ()] < M (Mf

o

pentru orice n € N; dacd, in plus, il alegem pe z astfel incat |z — a| < «, avem

N n+1
lim M <M) —0.

n— o0 %

Atunci inegalitatile de mai sus aratd cd i lim R, (x) = 0, pentru orice z € I
n—oo
care verifica |z — a| < . Dar lim R,(z) = 0 inseamni, practic, cd lim T, (x) =
n—oo n—oo
= f(x), adica

) (g
fw=

n>0

pentru x € I astfel incat |z — a| < « si demonstratia este incheiata.

De exemplu, si consideram functia exponentiald, f : R — R, f(z) = €%,
pentru orice z € R; pentru aceasta avem f(”)(:c) = e”, pentru orice numar natural
n gi orice x € R. Pentru « intr-un interval de forma (—a, «) marginea superioara a
functiei (si, implicit, a oricirei derivate) este e, astfel ca

n

— sup
o zl<a

an

0 @) = Sre

are limita zero pentru n — oo.
Astfel am obtinut formula de dezvoltare in serie Taylor (de fapt MacLaurin,
fiind in jurul originii) a functiei exponentiale,

X ZCQ i
T 1424 4= ol
=ttt ;)n!’

formuld valabild pentru € (—a, «); cum insd « poate fi orice numir real, formula
are loc de fapt pentru orice numir real z. (S4 mai spunem cd analog se obtine
dezvoltarea in serie Taylor intr-un punct oarecare

=3 (z—a)" ,
n! ’

pentru orice x € R).

Totusi, dacad impartim in aceastd egalitate prin e?, ceea ce se poate, conform
propozitiei 1, si apoi notdm x — a = y obtinem aceeagi formula ca mai sus, adici
dezvoltarea in serie Taylor in jurul punctului a nu este esential diferita de aceea in
jurul originii.) Alte exemple mai des intilnite de dezvoltare in serie MacLaurin (pe
care le lasdm pentru verificare cititorului — v. si [2]) sunt:

2?2zt S

nmy "
cosaczleJrE*aJr'“:Z(COS?)W,CCGR,
n>0
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) T T T nmw
smx:x—g'—i—a 7'—|— :E (sm7> ',xeR,
n>0
2 43 4 Zntl
In (1 =r——+—=———+---= 1" -1,1
n(l+a)=o— " +% -7+ n§>0( )V o e s (L

(1+:E)T:1+r:c+L:c

", ze(—1,1]

(aici r este un numadr real fixat). Ultima formulid devine, pentru r numar natural,
formula binecunoscutd a binomului lui Newton (se reduce la o sumi finitd); lasam

cititorului verificarea acestui fapt. Daca r = —1 formula binomiala devine
1 )
T1a- l—z+a2®>—28+... = Z:O(fl)”x”, x e (—1,1],
n=

sau, dacéd inlocuim pe x cu —=,

1

1—=z

:1+:E+ac2+ac3+~~:z:c”, xz e (—1,1],
n>0

deci este formula de insumare a unei progresii geometrice cu ratia subunitard. Reco-
mandam tot lucrarea [2] pentru alte cazuri particulare ale formulei seriei binomiale,
precum si pentru alte dezvoltiri in serie Taylor sau MacLaurin.

In general nu este chiar ugor de stabilit dacd o functie dati este — sau nu —
egald cu suma seriei sale Taylor in vecinatatea unui punct gi, dacd acest lucru se
intdmpla, cat de mare este intervalul in jurul punctului respectiv in care egalitatea
are loc. In schimb sunt bine studiate seriile de functii de forma Z an (r —a)", unde

n>0

(an),,>o este un sir de numere reale si a un numar real fixat, pe care le vom numi
serii de puteri (desi aceastd denumire se folosegte mai ales in cazul a = 0; uneori
ele se numesc chiar serii Taylor, fard a face referire la o anumita functie). Noi nu
vom demonstra aici proprietitile seriilor de puteri, cici ar ocupa nepermis de mult
spatiu gi intreaga lor teorie poate fi gisita in orice manual de analizd matematica de
nivel universitar incepitor, dar ne vom folosi de citeva dintre ele, pe care (doar) le
enuntam in continuare.

Teorema 2. Fie a un numdr real gi (an)nzo un gir de numere reale; notam

7

cu [ suma seriei de puteri Z an (x —a)" intr-o vecindtate a lui a, vecindtate pe
n>0

care o presupunem interval deschis centrat in a (in fapt, se poate demonstra cd,

daca mulfimea de convergentd a unei asemenea serii nu se reduce doar la punctul a,

atunci ea este un asemenea interval, eventual tmpreund cu una dintre sau cu ambele

extremitati). Cu alte cuvinte, presupunem cd egalitatea f(x) = Z an (x —a)" are

n>0
loc pentru orice x € (a — a,a + ), unde « este un numar real pozitiv fizat. Atunci
(") (q
functia f este indefinit derivabila in vecindatatea lui a $i a, = fi'(), oricare ar
n!
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fi numarul natural n (adica Zan (x —a)" este chiar seria Taylor a functiei f in
n>0
punctul a).
In particular, de aici rezulta ci, daci o egalitate de forma

Zan(:cfa)” = an (x —a)"

n>0 n>0
are loc pentru orice x dintr-o vecindtate a punctului a, atunci
ap = by,

pentru orice n € N, adicd o proprietate de unicitate a coeficientilor din scrierea ca
suma a unei serii de puteri a unei functii date.

La ce ne folosesc noué toate aceste fapte? Pentru a vedea la ce folosesc, si
mai scriem o datd egalitatea

f($) = Zan (x_a)na

n>0

pentru orice € (a — o, a + «), unde coeficientii a,, sunt, conform propozitiei 3,

f" (a)

dati de a, = '

n!
demonstrat in propozitia 1: pentru un numar natural p fixat, putem deduce de aici
ca

, pentru orice n; utilizim acum proprietitile pe care le-am

f(n+p+1) (a)
(n+p+1)!

f@) - TUa@ g~ [0 vty

) =
(z —a)’ n>p+1 n! n>0

r—a)",

egalitate ce are loc pentru orice € (a — a,a + a),z # a (deoarece am impartit
prin (z — a)” H). Corolarul al doilea al teoremei 1 ne permite sa prelungim aceasta
egalitate gi in punctul a; considerdm in acest scop functia g : (a — @,a + @) — R,

definitad prin
@) T, (f,a) ()

— \p+l y X 7& a
g($) = f(erg:;c(a)a
T v

Conform rezultatului amintit functia g este continui, inclusiv in punctul a.
In plus, putem scrie
FOtptD) (g)

= (z—a)",
= (n+p+1)!

g(x) =

egalitate care, spre deosebire de cea anterioari, este valabild pentru orice = €
€ (a—a,a+ «) (adicd §i pentru x = a). Avem acum o dezvoltare in serie de
puteri a functiei ¢g in vecindtatea punctului a. AplicAnd teorema 2, rezulti ca g este
o functie indefinit derivabild pe intervalul (¢ — «,a + «), partea mai importanti a
acestei afirmatii fiind ca g este indefinit derivabild in punctul a. Dacd mai tinem
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seama gi de felul in care se pot calcula coeficientii seriei din teorema 2 obtinem
urmitorul rezultat (care constituie un tel al nostru in aceastd notd):

Teorema 3. Fie [ o functie definita si indefinit derivabild pe intervalul
(a — a,a + a), iar p un numdr natural. Consideram functia g definita pe intervalul
(a — a,a+ «) prin

flx) =Ty (f,a) ()

, TFa
(z —a)Pt !
ole) = f®H (a) 7
T s=a

unde

P ) (g
7, (F0) @) = 3 LD o aft
k=0

este polinomul Taylor de grad p asociat functiei f in punctul a. Atunci functia g
este, de asemenea, indefinit derivabild pe intervalul (a — o, a + «), iar derivatele sale
in punctul a sunt date de formulele

9" (a) _ fU1Y (a)
nl (n+p+1)!

1.€.
n'f(n"l‘p"l'l) (a)

g™ (a) = (n+p+1)

)

pentru n =0,1,2,... .

4. Aplicatii. Si ne intoarcem la exemplul de la care am plecat. Pentru
functia f : R — R definitd prin

a$+aib+..'+aib
f(z) =In——2 L
p

(unde aq, ag, ..., ap sunt numere reale pozitive fixate) avem derivata intai

ailna; +ajlnas +---+aylna,

xT xT
ajy +az +---+ay

f'(z) =

si derivata a doua

p p P 2
" (z) = % : <Z a¥ In” ak> (Z ai) - (Z ay, 1nak> ,
. k=1 k=1 k=1
(=)

pentru orice z € R; inseamna ca

f(0)=0,
Ina; +Inas +---+1Ina
7(0) = ! 2p L =In yaraz..q,p
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si

P P 2
lenQ ap — <Z In ak>
k=1 k=1 .

2

f7(0) = »

In continuare vom aplica teorema 3 functiei f si anume, vom considera ¢ :

R — R definitd prin g (z) = @)= f(0) = ) dacid z # 0 g(0) = f/(0);

x
conform teoremei aceasti functie este indefinit derivabild pe R si prima sa derivatd

este
P P 2
pz In? ar — <Z 1nak)
k=1 k=1

2p?

g (0)= 51" (0)=

Atunci pentru functia b de la inceputul lucrarii (care este data de h (z) = e9(®),
pentru orice z € R) vom avea

p P 2
pz In® ap — (Z 1nak>
k=1 k=1
W (0) =g (0)e9? = 27 Y/araz.ay,

deci am ajuns si pe aceastd cale la acelagi rezultat ca acolo; in plus am obtinut si
raspunsul la intrebarea referitoare la derivabilitatea functiei h: am demonstrat cid
h = ¢9 este indefinit derivabild pe R (deoarece g este astfel, conform teoremei 3).
Putem chiar calcula in continuare derivata a doua a lui A in origine, anume avem

R (0) = ((g’ (0) +g"” (0)) e9(0); singurul element necunoscut aici este g” (0), dar,

1 N
tot in baza teoremei 3, acesta se poate calcula, ca fiind g” (0) = §f(3) (0). In privinta

lui f®(0) dim aici doar rezultatul, pe care cititorul il poate verifica (relativ!) usor:

3
P P P p
p221n3 ap — Blen2 akzmak +2 <Zlnak)
k=1 k=1 k=1 k=1

pS

1@ (0) =

Desigur, si in cazul acestei metode calculele devin din ce in ce mai complicate,
dar trebuie sd recunoagtem ca ea ne oferd mai multe posibilitati decat abordarea
directa.

Sau, putem considera functia g : R — R, definitd prin

2
D S zr
2! p!
g(l’): 1 xp“l‘l ’ Z'#O
L — =0
(p+ 1)

Conform teoremei 3, aceastd functie este indefinit derivabild pe R (am con-
struit pe g pornind de la functia exponentiald, f(x) = e”), iar derivatele sale in
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origine se pot calcula cu formulele

) (o nlf(rtr1) () B n!
9O =T T e

pentru orice n € N.
In final vom mai da cateva aplicatii, sub forma de exercitii.

5. In loc de incheiere si mai dim o demonstratie pentru teorema 3.
Cititorul atent trebuie sa fi observat o inconsecventd: in demonstratia teoremei
am folosit esential faptul cd functia f se poate dezvolta in serie Taylor in jurul
punctului a, dar in enunt nu am mentionat acest lucru, ci doar faptul cd f este
indefinit derivabild in vecindtatea punctului a, care, dupd cum s-a vizut, nu este
suficient pentru a deduce ca f este suma seriei sale Taylor si in alte puncte decat
punctul a. Acest neajuns se poate corecta in cazul functiilor pentru care am aplicat
teorema (destul de greu in cazul primului exemplu, tot folosind teoria seriilor de
puteri), dar este oare ea valabili gi in forma in care am enuntat-o sau mentionarea
in ipoteza a faptului cd f se poate dezvolta in serie Taylor in jurul punctului a este
neapirat necesara?

Desigur ca nu intdmplator am enuntat teorema in aceastd forma: ea este
valabild astfel si demonstratia care urmeazi (care nu are nici o legaturd cu seriile
de puteri, dar, inevitabil, se leagd de formula lui Taylor) ne va lamuri complet in
aceastd privintd. Demonstratia cuprinde o inductie dupa p astfel cd avem nevoie
mai intai de cazul p = 0, care este cuprins in urméitoarea

Lema3. Fie f : (a—a,a+a) — R o functie indefinit derivabild pe (a—a, a+a)
st functia g : (a — a,a + ) — R definita prin

f@-f@
s0={ z-a 77
/'@, r=a

Atunci functia g este, de asemenea, indefinit derivabild pe (a—«, a+a), iar derivatele
sale in a sunt
F Y (a)

() () —
9" (a) 1

Y

pentru n =0,1,2,....

Demonstratie. Desigur, functia g este indefinit derivabild pe (a —«a, a+ o) —
—{a}; problema este ce se intdmplad in punctul a.

Se poate calcula, cu ajutorul formulei lui Leibniz, derivata de ordinul n a
functiei g in punctele multimii (¢ — a,a + @) — {a}. (Amintim ca aceastd formula
este

n
(uv)(") _ Z Cﬁu("fk)v(k),
k=0

u si v fiind doud functii de n ori derivabile.)
Avem atunci

n (n—k)
gwa%(l) (f @) = (@)™ =
=0

r—a
k
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n! % (x) k n!
=—— | f(a)— —Z(a—x =——(f(a) =Ty (f,2) (a
m—— ( @3 @0 ) = i U@ = T () @)
pentru orice z € (a — o, a + @), T # a.

O prim3 observatie pe care o facem este ca derivata de orice ordin a lui g are
limit4 finitd in punctul a.

Intr-adevar putem scrie formula lui Taylor

" k) (g (n+1) (¢ il
f(a):zf k:!( )(a xk+f(?1()!)(ax) *

)

de unde
4 () = L0 ()
n+1
unde ¢, este un punct intre ¢ i x (remarcam ci, fatd de forma in care am mai
scris pana acum formula, aici a si x si-au schimbat rolurile, dar asta nu afeceazi
valabilitatea ei). De aceea, dacd x — a, avem si ¢, — a. Datoritd continuitatii
derivatei de ordinul n + 1 a lui f in a, putem scrie %13}1 fOHD (z) = fOFD (g), ceea

ce implica si lim £+ (¢,) = D (a).
r—a

Atunci, din exprimarea pe care am gasit-o pentru g™ (z), rezulta ca

(n+1) (a)
lim ¢ (2) = ().
lim g¥" () i}

?

Acum concluzia enuntati rezulta destul de usor, prin inductie dupd n. Intai
vedem ci, deoarece g este continud in @ (prin chiar definitia derivatei lui f in a)
si derivabila in vecindtatea lui a, existand limita derivatei in acest punct, se poate
folosi corolarul teoremei lui Lagrange pentru a deduce cd g este derivabild in a si

g (@) = lim of (2) = T 19

ne permite s calculam derivata a doua a lui g in @ ca limitd: ¢"” (a) = lim ¢” (z) =
Tr—a

; totodatd am obtinut si cd ¢’ este continud in a, ceea ce

(3)
= ! 3(a)‘ Evident, continuand in acelagi fel, se obtine concluzia ci, pentru orice
Fo (a)
numir natural n, existd ¢(™ (a) si este egali cu lim g™ (z) = T; lema. este
r—a n

demonstrata si putem trece acum la
Demonstratia teoremei 3. Considerdm functiile go = f, g1, 92, ..., gp+1
definite prin
5@ =-9i@ .,
T—a .
gj+1 (l‘) = f(j+1) (a) y )= 07 ]-a 27 ey D-

(G+1)7
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Se constata imediat, inductiv, c& g,+1 = ¢ (din enuntul teoremei).
Mai precis, inductiv, se arata ca
F@) T (fa) @),
() = (z —a)’
T 9 |

. Y

4!

pentru j = 1,2,...,p + 1. Intr-adevir, egalitatea valorilor in a este evidentd. Daca
presupunem ca formula de mai sus este adevirata pentru = # a, atunci

f@) =T (fa) (@) 19 ()

gje1 () = gj (x) — gj (a) _ (x — a)’ 1 B

_ 9 (a) ;
_f(:c)*Tgﬂ(f,a)(IE)* 4! (z —a) _ f(@) =Ty (f,a) ()
= (z — a)j+1 - (x — a)j+1 )

deci formula are loc si pentru indicele 7 + 1 (si = # a).

Acum demonstratia teoremei consta in aplicarea ,in cascada“ a lemei. Deoa-
rece f este indefinit derivabila, va rezulta, pe baza lemei, ci tot asa este gi; pentru
ca g1 este indefinit derivabils, la fel va fi go, 5. a. m. d. In final rezults ci g = Ip+1
este indefinit derivabili, iar derivatele sale succesive in a se pot calcula astfel

n+1 (”JFQ)
5 @) = s o = D e
prl n+1 (n+1)(n+2)
B g(()n+p+1) (a) B nl f(ntp+1) (a)
C m+1)(n+2)..(n+p+l) (n+p+1)!7
pentrun =0,1,2, ..., ceea ce trebuia demonstrat.

Sa mai spunem ca, dacd urméarim cu atentie aceastid demonstratie, remarcim
ca enuntul este valabil gi intr-o forma ugor modificatd; anume, se poate presupune
functia f derivabild doar de m ori in vecinatatea punctului a, cu derivata de ordinul
m continud in a. In acest caz vom considera functia ¢ numai pentru p < m si se va
obtine ci ea este de m — p ori derivabild in punctul a (avand loc aceleasi formule,
insd doar daca n < m — p).

In final propunem cititorului niste

Exercitii. 1) Si se arate ci functia f : R — R definita prin f (z) = e_w%,
dacd x # 0 si f (0) = 0 este indefinit derivabild pe R si ca f( (0) = 0, pentru orice
n € N.

2) Sésearatecézl:oo§izﬂzln2.
n>1 n n>1 n
3) Si se dezvolte in serie MacLaurin functia x — /1 + x.
4) Fie f : R — R o functie polinomiald de grad n si a un numir real. Si se
arate ca exista si sunt unic determinate numerele reale ag, a1, ..., a,, astfel incét

f(JU):ao-i-cu(x—a)_|_..._|_an(x_a)n7
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pentru orice x € R.

f (a)
i!
i=0,1,...,n. (Partea de existentd a rezultat anterior ca un corolar al formulei lui

Taylor; mai trebuie demonstratd unicitatea.)
5) Fie a si b numere reale pozitive fixate. S3 se arate ci

(M)z_\/@

Coeficientii ag,as, ..., a, sunt dati de formulele a; = pentru fiecare

Ina —Inb)?
lim 2 = (na n ) vab
x—0 X 8
N L 2

AN Ina —1Inb

a®+b"\* o (ma-Inb)” — )
lim 2 8 _ (lna—1Inb) N
70 x2 o 128

si, daca are riabdare, cititorul poate continua.
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PUNCTE DE VEDERE

Locul geometriei analitice?

DE DAN BRANZEI

Ne permitem in aceastd expunere cateva opinii personale referitoare la pozitia
geometriei analitice in didactica matematicii in general si a geometriei in special. Mai
adaugam ci aceste opinii par minoritare.

Dedicam o prima sectiune geometriei analitice in gcoala.

Reludm in acest scop eterna alternativd: predare in spirald sau lintard. Ne
raliem ideii cd predarea in spirald (numitd uneori si ciclicd sau concentricd) are
numeroase avantaje: asigurd un plus de accesibilitate, este formativa, motivanta,
flexibild gi asigura fixari in trepte, dar temeinice. Ramurile matematicii potrivite
acestel strategii sunt algebra (algoritmi de calcul) si geometria (sinteticd). Aici se

1) Prezentul articol a fost publicat initial in vol. IX (2005) al ,Anuarului Matematic® editat de
S.S.M.R., filiala Bistrita. (N.R.)
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poate lirgi treptat clasa de numere sau obiecte matematice, respectiv evolua de la
intuitiv la abstract. Ne vom referi la aceste doud capitole cu notatia A.

Nu prea se poate concepe predare in spirald pentru domenii ce le notim B:
analiza matematicd, algebra structurilor, geometria analitici. Acestea se bazeazi pe
cunostinte dobandite la A si nu prea raméane timp pentru spirale succesive.

Aparent, se da castig de cauza predirii liniare: trei discipline in B fata de
doud in A. O analizd mai atentd ne aratd insd ca rostul prezentei in gcoald a lui
B nu este cel al unui studiu intrinsec, ci acela de a realiza o sintezd a matematicii
invitate in gcoald. Gandind aga, matematica se preda in gcoald in spirald: cunostinte
de temelie se dobandesc spiralat in A §i sunt conexate, pe urmaitoarele spire, in B.

Avem insa a aduce reprosuri tuturor celor din B: odatd ajunse in scoald, au
uitat rostul lor si fiecare vrea un studiu pentru sine. Trebuie oare algebra structurilor
sd marcheze spre A-module inainte de a aduce vorba de relatii de echivalenta? Tre-
buie oare analiza si insiste asupra cazurilor patologice ale functiilor neintegrabile
sau integrabile dar neprimitivabile inainte de a se cobori si spund cum se sepa-
ra radacinile ecuatiilor algebrice gi cum se aproximeaza? Trebuie oare geometria
analitica sd dezvolte un breviar de formule cu tangente la conice inainte de a povesti
esenta metodei carteziene?

Asistam, de o vreme, la o campanie de a duce fapte din B la clase mai mici.
Nu spunem neaparat ci acestea ar fi, una cate una inaccesibile, ci doar ca sunt
plantate pe un teren nepregitit. Nu este loc aici (si poate ci nu ne pricepem destul)
sa detaliem erori didactice in devansarile din algebra structurilor gi analiza; ne vom
restrange spre geometria analitica.

Nu indraznegte nimeni si nege virtutile formative ale geometriei sintetice.
Dar, daca rasfoiegte cineva programe sau manuale, constatd ci este pe cale de dis-
paritie. Aga cum, mai dinainte, a fost extirpata aritmetica, se pregiteste si exilarea
geometriei (sintetice), Prea erau incomode prin cererea lor de a gandi mereu i prin
frecventa redusa a unor algoritmi memorabili mecanic.

Care a fost instrumentul principal de amputare a geometriei sintetice? Vec-
torii. Nu le negam utilitatea, dar spunem ca sunt adusi in atentia elevilor prea
devreme. Ei reprezintd un al doilea limbaj de descriere a faptelor geometrice intu-
itive. El poate fi asimilat (formativ) abia cand primul limbaj este insusit suficient si
se vadeste insuficient pentru adancirea spre abstract.

Experiente cu vectori (devreme) in gcoald s-au mai ficut: si la noi prin anii
70 si prin alte parti. Noi ne desteptaseram; frantujii nu prea stiu cum ar putea
scapa de ei.

Se impune s vorbim despre interpretarea geometrici a numerelor complexe.
Este fata cea mai accesibila a vectorilor (dimensiunea 2). Capitolul nu prea era ac-
cesibil la clasa a X-a. Dar era imperios necesar macar pentru ca aducea spre intuitia
elevilor studiul numerelor complexe. Acesta este indiscutabil necesar algebrei. Dar
polinoamele au fost fugirite spre niciieri, se va vedea cum facem matematica fara
ele.

Zicem c4 studiul (inclusiv geometric) al lui C este important si cd el trebuie
sa prefateze introducerea vectorilor. Este adevarat cd se pot inhidma caii i in urma
carutei, dar ce om cuminte este dispus si experimenteze?

Solicit ingaduinta si pentru a discuta locul geometriei analitice i dincolo de
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scoald, facand deci referiri si la facultati de matematica.

Se afirma, frecvent ci (*) ,principala virtute a geometriei analitice este aceea
de a asigura o metoda algoritmica de rezolvare a tuturor problemelor de geometrie®.
Avem mai multe obiectii fatd de asemenea formulari.

Geometria analiticd este o metoda; ea ofera linii de abordare pentru majori-
tatea problemelor de geometrie, dar este discutabil cd aceste linii pot fi convenabil
finalizate. Investigand in clasa problemelor de geometrie ce le cunoagtem, apreciem
la 25% procentajul problemelor solutionabile (in esenta lor gi nu neapirat in detalii)
analitic.

Am adiuga cd mai mult de jumitate dintre acestea castigd in ,vitezd“ si
»brecizie“ daca in solutie se apeleaza gi la considerente sintetice. Nu gandim fraza
de mai sus ca un repros, ci doar ca o nuantare a unei formulari exagerat de abrupte.
Ca metodd (sau ansamblu de metode) geometria analitica trebuie comparati cu alte
metode geometrice si 0 asemenea comparatie este favorabild geometriei analitice.
(Metode ca ,transformari geometrice®, ,relatii metrice”, ,,comparéari de arii“ dovedin-
du-si eficienta pe procentaje de 1-2%). Este corect si spunem ci geometria analitica
transferd o problem# de geometrie P intr-o problema de algebrd P’. Apare aici
speranta ci algebra oferd metode algoritmice de rezolvare a problemei P’, dar intra
in discutie bogdtia de metode si creativitatea ce le poseda rezolvitorul in geometrie
comparativ cu algebra.

In plan didactic este util sa luim in discutie si estetica problemelor P si
P’; presupunandu-le rezolvabile, meritd vorbit gi de estetica solutiei. Apreciem ci,
relativ frecvent, probleme P frumoase se transferd (uneori cu opinteli) in probleme
P’ urate ce au parte de solutii nerelevante. Aceastd apreciere nu pornesgte de la
un plus personal de simpatie fatd de geometrie, ci de la faptul ca se analizeaza
aici trecerea de la P la P’. In replicd, putem vorbi despre probleme de algebra Q
ce se transferd prin mijloace ale geometriei analitice in probleme de geometrie Q’;
aici, preponderent, ) va fi frumoasi, transferul discutabil, ' urata si cu rezolvare
nerelevanta.

Din partizanat fatd de o formulare (*) au fost selectionate probleme P’ dintr-o
clasd C' de probleme algoritmizabile algebric. (Discutia sistemelor liniare gi reducerea
formelor patratice par a contura acceptabil clasa C'). Se constituie apoi o clasi A de
probleme P de geometrie, precizandu-se modul lor de transfer ¢ in probleme P’ € C
gi se acrediteazd ideea (**) ca geometria analitica este (A, t)! Apreciem ci o astfel de
idee (**) este justificatd doar ca pledoarie (initiald) pentru geometria analiticd. (Nu
se considera nesportiv ca intr-o pledoarie sa fie minutios selectate argumentele ,,pro*
gi ignorate sau minimalizate cele ,contra“). Sd admitem deci din formularea (*) ca
este o virtute a geometriei analitice posibilitatea de transfer a unei clase largi de
probleme de geometrie in probleme algoritmizabile algebric. Nu impartagim parerea
ci aceasta ar fi principala virtute!

Am aprecia prioritar geometria analitica, atat in plan sgtiintific cat gi in plan
didactic, pentru capacitatea ei de a conexa domenii matematice relativ disjuncte:
geometria si algebra (uneori si analiza). Aceastd conexare poate fi benefici si pentru
geometrie gi pentru algebra.

Dar acest poate fi nu prea il credem realizabil daca ne marginim la indicarea
doar a unui mecanism singular de transfer ¢t. Pusi in fata unei probleme P nebanale
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si decigi sd o rezolvam analitic, trebuie intai s optam pentru un sistem de repe-
rare (euclidian, sau afin, sau chiar proiectiv, baricentric sau normal, punctual sau
tangential). Apoi si alegem efectiv un asemenea reper (spre a simplifica trans-
ferul efectiv fard a diminua simetriile). Prima alegere reclami gi cunoagtere, ambele
inseamnd gi creativitate (atit in geometrie cat gi in algebrd). Alegerea efectivia a
transferului necesitd preestimarea dificultatii calculelor si preestimarea pare a fi mai
importanta decat calculul efectiv.

Cu alte cuvinte, problema P impune gandirea transferului ¢ intr-o inaltime
(cat mai ampld) T'; problema P’ depinde de alegerea lui ¢ in T' atat ca rezolvabilitate
cat si ca esteticid! Rezolvarea problemei P’ poate deveni relevantd daca este analizata
dependenta ei de alegerea lui ¢ in T si daca etapele ei principale sunt ,intoarse prin
t~1 in geometrie®.

Dorim si semnaldm incd doud dezavantaje didactice ce ni se par majore ce
deriva din adoptarea punctului de vedere (*).

Un dezavantaj constd in aparitia unui dispret fata de ,,demodata geometrie
sinteticid“. Geometria analiticd, metoda a geometriei, nu igi poate exercita rolul de a
prezenta geometria (la un nivel de abstractizare si unitate mai inalt) negand obiectul
(= geometria) pe care il studiazi.

Un al doilea dezavantaj derivd din supraestimarea laturii algoritmice. Exa-
gerand in scopul argumentarii am spune c& se transmite mesajul: Jnvatd cum si
nu gandesgti, memoreaza formule, aplicd-le i lasa calculele sa se duca unde vor
ele’. Gandim acum la elevii ce vor face o facultate la care invatd si matematica.
(Chiar daci procentajul lor este mai mic, sunt prea importanti pentru a-i ignora).
Pentru acegtia geometria analitici este (sau trebuie si fie) principala legdturd intre
geometria din scoald si matematica din facultate. In facultiti se cam trece direct
la geometria analitica n-dimensionald. Desigur, se castiga astfel in generalitate si
in abstractizare. Noi ne intrebam daci asta este geometrie sau algebri liniarad in
formularea ce am prezentat-o drept cuplu (A,¢)? Nu avem nimic impotriva algebrei
liniare, dar ne intrebdm daci titulatura este buna.

Cand se exagereazi in abstractizare si generalitate, peste pregitirea intuitiva
anterioard corespunzitoare, cregte riscul invitarii mecanice ce nu este formativd ci
deformantd. Zabava asupra cazului n = 2 incepe sa fie esentiald pentru ci aici
conicele au definitii atat geometrice cat si algebrice gi compararea lor este element
esential al geometriei analitice. Tot n = 2 asigurd si ,vizualizarea calculelor”, deci
sprijinul concret necesar in intelegerea si acceptarea unor idei generale.

Zicem ca fiecare invatatura isi are varsta optima.

Zicem ca geometriei sintetice i se potrivegte adolescenta. Spre sfarsit de facul-
tate prezumtia adolescentei devine aproape gratuitd. A fost aici inseratd nuantarea
data de aproape, deoarece vizarea meseriei de profesor de matematicid faciliteazi
disponibilititi de apropiere rafionald si afectivi de potentialii elevi. Ideea de a
reveni la geometria sinteticd prin meodele celei analitice ni se pare potrivita tinerilor
ce aprofundeaza studii universitare de matematica.

Universitatea Alexandru Ioan Cuza
Lasi
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NOTE MATEMATICE

Asupra unei clase de giruri
DE ADRIAN STROE

Abstract

This note deals with the properties of some sets of sequences which can be con-
sidered as generalizations of the classical sequences of Leonhard Euler, Traian Lalescu

and R. T. Ianculescu.
Key words: FEuler constant, sets of sequences, Stolz-Cesdro lemma.

M.S.C.: 40A05.

Avand ca punct de plecare sirurile clasice ale lui Leonhard Euler, Traian
Lalescu i R. T. Ianculescu, introducem o multime de siruri care, prin proprietatile
sale, duce la generalizarea acestor rezultate.

In lucrarea ,,De Progressionibus Harmonics Observationes® publicata in 1740,

1 1
Euler arata ca girul v, = 14+ = +---+ — —Inn converge la ¢ = 0,577218 . . ., numita
n
prima data constanta lui Fuler, in 1790, de Lorenzo Mascheroni, cireia in prezent
i-au fost calculate primele 10242080 zecimale firs a i se stabili insa natura algebrica

sau transcendenta.

Reamintind ca sirul (hg ) € R%, dat de

neN*

1 1
B = ,
k, n—l—lJr Jrn—l—kn

unde k € N* este fixat, este convergent si

lim Ay, =In(k +1).
n—oo

Definim multimile de siruri:
A = {(zn),en- € RY | @y € [n,n 4 1), pentru oricen € N*} |
L= {(yn)pen- € R | existd (z,),c5- € A, astfel incat

1 1
Yn = — + -+ — —Inx,, pentru oriceneN*}7
I I

H, = {(Zk,n)neN* € RY | existd (2, )nen €A, astfel incat

+..+

. pentru orice n € N*} ,
Tn41 Tn4kn

Zkn =

unde k € N*.

Propozitia 1. Multimile A, I', (Hy 1) gya SUNE echivalente si nenumdrabile.

Demonstratie. Echivalenta multimilor rezultd din modul lor de definire,
orice gir din A generand céte un sir in celelalte multimi. Cum orice interval
[n,n+1) are puterea continuului, rezulta cd A este nenumirabila gi implicit, datorita
echivalentei, gi celelalte multimi au aceeagi proprietate.

Propozitia 2. Avem

Yo =sup {yn | (Yn)pen- €T}
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si, pentru orice k € N* fizat,

Pien = sup {zem | (zhn)per- € Hr b

Demonstratie. Sirurile v, si hg, se obtin din I', respectiv Hy, luand in A
sirul z,, = n. Fie (Yn),en- € ' = {(Un),en- - Atunci existd (2,), cn. € R astfel
incat

ZTn € (nyn+ 1),

Tpt1 — T 2> 1

si
1 1 1
yn:_+...+_+ln_’
X1 T T

pentru orice n € N.
Deoarece z,, > n, deducem ca

1 1
_<_
Tp M
si
1 1
In— <In—,
T, n
pentru orice n € N*, de unde
1 1 1 1 1 1
Yo=—+ -+ —+h—<1+-+-+—+In— =7,
1 Tn Tp 2 n n

Analog se arata cealalta parte a concluziei.

Teorema 1. Fie sirul (yn),cy- € I'. Atunci (yn),cn. este convergent si

lim y, € (c—1,c].

n—00

Demonstratie. Existd z,, € A astfel incat

1 1

Ynp = —+ -+ —,

T Tn

de unde
Tn w1 1
n nzl_ T T
Yo = Yn = In +Z<k xk)
k=1
Deoarece

deducem ca

1<t ML
n n
de unde +1
1< lim 2% < lim —1,
n—oo N n—oo n
deci

. In . n
Iim —=1= lim — =1
n—oo N n—oo Iy
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si in final avem

lim 1nx—" = lim 1n£ =Inl=0.

Inegalitatea

" /1 1> i (1 1 ) n
- = SZ )= <1
k=1<k T P k k+1

n+1

implica convergenta sirului ~,, — y,, si, implicit, a sirului y,,.
Deoarece

k<xp<k+ 1,
deducem ca

BRI
k

<
+1 oz~

> =

Prin urmare

1 n n
’Yn_1+—+1n_<yn§7n+1n_
n+1 Tn

n
si trecand la limita rezulta

lim y, € (c—1,¢.

n—oo

Consecinta. Fie sirurile (zn),cn-> (Yn)pen- €T Atunci

lim (z, —yn)| < 1.

n—oo

Demonstratie. Conform teoremei anterioare girurile (), cn- 81 (Un)pen-
sunt convergente gi avem inegalitatile

c—1< lim z, <c
n—oo

si
—c< — lim y, < —c+ 1.
n—oo
Adunand inegalitatile, obtinem

-1< lim z, — lim y, <1,
n—oo n—oo

de unde
lim (2, —yn)| < 1.
n—oo
Propozitia 3. Fie sirul x,, € A, astfel incdt
Tpt1 — Tp 2 1,
pentru orice n € N*,
Atunci girul convergent (yn), cn- € I, dat de

1 1

1
Yn=—++—+In—,
T Tn Tn
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pentru orice n € N* | este strict descrescator.
20 — 1
Demonstratie. Aplicand inegalitatea Inz > (xfl)’ valabila pentru orice
x

Tn+1 <
ool 1, deducem ci

x € [1,00), pentru z =
Tn
()
Tn41 1 > I 1

Yn = Ynr = In T, Tpyr - Entl +1 Tng1
Ty,
:2(:cn+1f:cn)7 1 < 2 1 _ Tnil — T -0
Tpy1 + Tp T+l Tntl +Tn Tos1  Tpil(Tpi1 +T5) ’
deci
Yn > Yn+1,

de unde rezulta ca girul (y,),cy- este strict descrescator.

Teorema 2. Fie sirul (zx.n) € Hy,. Atunci (zx,n) este convergent gi

neN* neN*

lim zj, =In(k+1).
n—oo
Demonstratie. Deoarece (Zkﬁ”)nGN* € Hy, rezultd existenta unui sir
(Tn)pen- € A, astfel incat

1 1
e Jr ,
Tn+1 Tn+k,

Zkn =

pentru orice n € N*, k € N* fixat.
Cum zy, ,, este strict crescator si

1 1
Zhn £ b <k

. <k,
n+1 n+ kn n+1

rezultd ca 2y, este convergent.
Deoarece z,, € [n,n + 1), rezulté

n - Tn - n+1
n+kn+1  Zpikn n+ kn

si, trecand la limita, obtinem

. Ty 1
lim
n—=00 Tptkn k+1

Conform Teoremei 1, girul dat de

1
Yn=—+-+— —1Inx,
I I
este convergent si
lim y, = lim ypien =1€ (c—1,¢).
n—oo

n—oo
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Pastrand notatiile anterioare, deoarece zx p = Yn4kn — Yn — I , rezulta
Tn+kn
ca
nh—%o Zlen = hm Ynikn — hm Yn — nh—%o In p— =l—]l—In Pl In(k +1).

Observatie. Teorema 2 nu este o consecinta obligatorie a Teoremei 1, calculul
limitei girului (Zkvn)nEN* putand fi efectuat folosind sumele Riemann.
Intr-adevar, daci (Tn)pen- € A, atunci
np+1 < Tppys <np+i+1,
pentru orice i € N* gi orice p € N* fixat, de unde
1 1 1
- < < -
np+i+1  Tpptr np+1

ceea ce implica

an—i—z

M=

- 1
B e
5 lnp—i-z—i—l

1= =1 xnp-i—z =1
de unde
1 1 | 1 1
4+ < < 4+ 4 ,
np+ 2 np+n+1 = Topi np+1 np—+n
deci
L b 7” <
np + 1 np +n (np+1)(np+n+1)
1
< < SRR :
;Inp+z np+1 np+n
Prin urmare
k k
1 1 -n
+ o+ + <
p_l(np+1 np+n) ;(np+1)(np+n+1)
kK n
1 1 1
S5 )
;; Tnpti 5 np+1 np+n
de unde
() L e
= np+1 np+n = (np+1)(np+n+1)
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Trecand la limitd in dubla inegalitate gi folosind faptul ca

k n
—n
lim =0,
n—»ooz np+1)(np+n+1 Z o (np+ 1)(np+n+1)
obtinem
b 1 1
i sen = i 3 (b ) =
i 1 1 1 1 1
=3 i (ot )=t | —p et | =
p:ln_wo np + np+n pzln—won erE P+ —
koL 1 k
= do = In(p+1) —Inp| =In(k +1).
> [ sigdr = Y halp+ 1)~ Inpl = Infe+ 1)
p=1] p=1

Deoarece calculul limitelor de forma (an11 — an),cy+> (@n),cn+ € RE aplicat
in [3] sirurilor lui Traian Lalescu si R. T. Ianculescu nu se poate utiliza si in cazul
girurilor ponderate, cu ponderi diferite asociate acestora [7], avand ca punct de ple-
care rezultatele obtinute in [6] si [7], propunem o abordare separati in generalizarea
fiecarui sir.
nen+ € RYL astfel incat lim Intl _ > 0.

n—oo Ay

Propozitia 4. Fie girul (a,)

Atunci

lim a, = a.

n—00

x
Lema. Fie girul (zp)nen< € R, astfel incit hm T =pec R% i existd
n

lim (zp41 — @n).
n—oo

Atunci:

a) lim 2L —

n—oo  ITp

b) lim (22t —1)n=1

n—00 I

n
. Tn+1
c) lim ( nt ) =e
n—oo I'n

Demonstratie. a) Avem:

. Tpy1 . Tpy1 N n+1
lim 22 = lim ntl 2 =

T n+1 1
= lim 2. lim — - lim * c—
n—oon-+1 n—oco Ty n—00 n p

b) Folosind lema lui Stolz-Cesaro, deducem ci

lim (41 — Tpn) = P.

n—oo
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Atunci

lim (x”“ — 1) n= lim (2,11 — ) - = =

n—00 T n—00 In
. . n 1
= lim (zp41 —2,)- lim —p- - =1.
n n x
. Tp+1 . Tnt1 lim (2tL).p
¢ lim (2=} = lim (142 1 — et ()
n— oo T n— oo T

Teorema 3. Fie sirurile (), ey« (an)pens > (bn)pen- € RY astfel incat
exista lim (rp,-1 — xy,) $i
n—oo

. . Tn
i) lim — =peR*%;
)n—>oo n p 45

n . bn . n
i) lim 2 = lim L —a g Ry, lim ‘Z—:bem.

n—oo an n— o0 n n—0o0 Op
Atunci
xT
. "RYT1X2 o Tp1lntl )
a) lim v = (be)P
n—00 Vr1ze ... Tpby,
. ap
b) lim ( nRYTITY - Ty 1Ol — VLT -xnbn) = — In(be).
n— 00 €
. e X
Demonstratie. Consideram sirurile (y),,cn« > (2n),en+ € R, date de
Yn = T1T2 ... Tp
$1 "
T
Zn = 2.
Yn
Atunci
n+1 n
Entl _ Tng1 Yn (xn+1)
el Intl o gm )
Zn Yntl Tp T
deci
Zn+41 Tn41 "
lim = = lim =e.
n—oo 2, n—oo T
Conform Propozitiei 4, avem
lim @z, = lim /=% = lim —= =e.
n—oo n— o0 yn n—oo 1”/yn
Pentru
" — 7L+\1/ Yn+10n+4+1
n — 77
VYnbn
avem

. . "t Yn+1
lim u, = lim { ———

1 Tn  Tpl )
. n+1l a . . . =
V 7‘L+ 1 n/bn n /yn xn

. "R Yn+1 . . 1 . Ty . Tpg1
= lim ——— lim "*/a,4; - lim ——: lim —— - lim =
n—00  Tpil n—oo n—oo 1Y bn n—oo /Y, n—oo Ty
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de unde

n—00 n—oo n—oo

" Yn+10n+1 " T n+\1/ yg+1 n+l/ M _
—— = lim | ————— "R/ap,, | =

lim u, = lim (

= lim (y"'H Ontl 1 ) 1 ) -
n—00 Yn bn 7LJr\l/m 7L+\l/m
— lim [ &ntl Gn_ Tngl 1 —
n—00 (79} by, n+\1/m ”’Jr\l/m
= lim Intl lim n . lim et | lim 7:a~b~e~1:be
n—oo  Qp n— oo bn n—oo Wr+1/yn+1 n—oo n+1/a,n+1 a ’

deci
lim u® = lim (u") " = (b-e)?
n—oo n—oo
i prin urmare
lim (Inwu;*) =1n lim (u;*) = pln(be).

n—oo n—oo

Folosind acest rezultat avem

7"Jr\l/ n an
lim ( n+\1/ Yn+1Qn41 — n\/ ynbn) = lim ¥4 ynbn ' (% - 1) =
n—o00 Y YnOn

n/ _1
= lim ( Yn . p by, - Uln -1nuf§”) =

Un

. v yn . n . Up — .
= lim - lim by - lim - lim Inw
n—oo Iy n— 00 n—oo In Un n—oo

Tn —
n

1
=—-a-1-p-ln(be) = %ln(be).
e e
Teorema 4. Fie girurile (2n),cy-» (@n)pene > (bn)pen € RY, astfel incdt
existd lim (z,41 — xp) §i
n—oo

) lim 2= peRy,

n—oo n

oy 1. Opyl . b . a
i) lim =2 = lim 2H =g R*, lim —= =beR}.
Atunci
. Tn+1 7L+\1/ Tn4+10n+41 Tn
a) lim = (be)P
n—oo T 1”/xnbn

b) nlingo (acn+1 " T 1 A1 — Ty VY xnbn) = apln(be).
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Demonstratie. Fie

Tn
o — <$n+1 "+\1/$n+1an+1)
n - n
T V/ Tnby

Atunci

n—00 n—oo I YLy, Vb,

Y/ ntya 1
— lim Zntl gy VL 7"4‘1:1._.9:1,
n—oo I, n—oco T, n—oo /b, 1 a
de unde
T "o 1 a a 1
lim (v,)" = lim |(Z4L) . 2efL, L
n—o0 n— 00 T T nH Y/ Tp1 (079 by, Y Qp 41
1 1
=e-1-—-a-b-— =be,
1 a
deci .
lim (v,)"™™ = lm (vy) ™ = (be)’.
n—oo n—oo
b) Avem
lim ( " T 10nt1 — V/ :L'nbn) = lim [:L'n NV Tnby (vn, — 1)}
n—o0 n—oo

n—oo

-1 .
= lim ({/x_n \"/bn-vln -1nvfj") =
nuy,

= Jim Y7 lim b Jim S0 (i of) =
n
=1-a-1-In(be)’ = apln(be).

Consecinta. Fie sirurile (T,),cn (@n),en- € RY, astfel incat exista
lim (zp41 — zp) §i

n—oo T
i) lim ™ =peR*
) n—oo m p +
.. . a
ii) lim ntl_ e R%.

n—oo A

n
Atunci, pentru orice k,l € N*, k> 1, avem

. ap
a) lim (9T Tpklnik — "W Tnpilngl) = (k—1)—

n—o00 (§]

b) Hm (Zppn "K/Tniknik = Tntt "N/ Tnpibnir) = (k= Dap.
Demonstratie. a) Considerand in Teorema 3, a,, = b,, avem

n—oo

. n ap
lim <”+,1/yn+1an+1 — \/ynbn) ==
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Atunci

lm (" Y1 TogkOntk — W21 . TppiOntl) =
n—oo
k—l—1
= lim E (R Y 1 Gt g+ 1 — R Ynit Gty ) =
Jj=0
k—l—1
1 I4+35+1 E%) ap
= E lim (R Y 4 1t g1 — TN Y4 Gniag) = (k= 1) - -
i=0

b) Analog punctului a), luand in Teorema 4, a,, = b,,.
Observatii

1
e Deoarece apar in simplificiri de forma = - —, a si p trebuie si finite pentru
x

. coo. o0 .. PN <
a evita nedeterminari de forma —, dar b poate fi si infinit, in acest caz cele doui
00

limite fiind +oo.

e In teoremele 1 si 2 considerand a,, = b, = 1, obtinem generalizarile sirurilor
lui Traian Lalescu respectiv R. T. Ianculescu, din care pentru x,, = n rezulta sirurile
initiale. In acest caz, comparativ cu [3], in ipotezi existd o singurd conditie (i) care
este mai ugor de verificat.

e Teoremele 1 si 2 din [6] se pot obtine din Teoremele 3 gi 4, pentru x,, = n.

Teorema 5. Multimea sirurilor ce verificd conditia (i) din teoremele 3 gi 4
este nenumdarabild.

Demonstratie. Fie S multimea sirurilor ce verificd conditia (i) gi un sir
oarecare x, € A.

Atunci
1< Zn < n 4+ 17
n n
deci .
p= lim = =1,
n—oo N
de unde z,, € S si, prin urmare
ACS.

A fiind nenumirabili, rezultd ca S este nenuméarabila.
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Identitati si inegalitati deduse dintr-o identitate a lui
Steffensen

DE DORIN MARGHIDANU

Abstract

The present note deals with an identity due to J. F. Steffensen. Some inequalities
and identities based on the above mentioned identity are presented.

Key words: Steffensen’s identity, means, inequality

M.S.C.: 11B37 , 11B99 , 26D15

In [12], matematicianul danez J. F. Steffensen a folosit, in scopul demonstrarii
inegalitatii mediilor, o identitate foarte interesantd (pe care o vom denumi aici cu
numele autorului). Cum in articolul original si in alte doud lucriri care o semnaleazi
(2], p-63, respectiv [3], pp.90-91), aceasta identitate este doar enuntati, in cele ce
urmeaza prezentam o demonstratie si cateva aplicatii.

Sunt relevate de asemenea gi alte virtuti sau posibilitati de utilizare ale acestei
identitati, mai ales in obtinerea sau demonstrarea unor inegalitat;i.

Propozitia 1 (Identitatea lui Steffensen). Pentru n-uplurile
a = (a1,a2,...,a,), b = (b1,ba,...,by), a;,b; € R, i = 1,n, n € N* are loc
identitatea

i=1,i#k i=1,i#k =1 i=1

= (ax — bg) - Z (a; — b)) |, pentru orice k=1,n. (1)
i=1,i#k

Demonstratie. Cu notatiile A = z": a;,, B= ibi identitatea de demon-
strat se rescrie sub forma = =
(A—ag+by)(B—bi+ar) — AB = (ax — bi)(A — B + b, — ay),
ceea ce echivaleaza cu
(A= (ar — br))(B + (ak — b)) — AB = (ar — br)(A — B — (ar — by)),

adicd cu urméitoarea identitate evidentd

AB + (ax, — by)(A — B) — (ar, — by)*> — AB = (ax, — bg)(A — B) — (ax — bp)*.
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Definitia 2. Pentru n-uplurile de numere reale a = (a1, az,...,a,) $i

b= (b1,ba,...,by,), prin sumd asociatd lui a k-grefatd prin b, vom intelege o sumd
n
de forma > a; | +bg, unde k€ {1,2,...,n}.
i=1,i#k

Cu alte cuvinte, in suma asociata lui a, se inlocuiegte termenul ay cu bg.

Aplicatia 3. Pentrun =3si k=1, k = 2, respectiv k = 3 in (1), obtinem
identitatile

(a2+a3+b1)-(b2+bg+a1)—(a1+a2+a3).(b1 +b2+b3)= (2)
= (a1 —b1) - [(a2 — b2) + (a3 — bs)] ,

(a1 + a3 +ba) - (b1 + b3 + az) — (a1 +az +az) - (br +ba +b3) =

(
= (az — b2) - [(a1 — b1) + (a3 — b3)], ®)

(

)]

(a1 +as+b3) - (b1 +ba+a3) — (a1 + a2 +as) - (by + b2+ b3) =
= (az —b3) - [(a1 — b1) + (a2 — ba)].

Prin insumarea relatiilor (2) - (4), in care apar sume grefate pentru vectorii
a si b, obtinem o identitate pentru sume ciclice,

Z(al+a2+b3)'(b1+b2+a3)_3'<Z%‘>'<Zbi>: 5

:2-2(04—[)1)'(@2—[)2)

(4)

In acelasi mod, insumand in (1) dupi k = 1,7, n € N*, se obtine:
Propozitia 4. Dacd a = (a1,a2,...,a,),b = (b1,b2,...,b,) € R", n € N*,
atunci are loc identitatea

n n n n n
k=1 i=1,i#k i=1,i#k i=1 i=1
=2 > (@i —bi)(ay—by), (6)
1<i<j<n+1

unde (ap+1 = a1, bpt1 = b1,

Identitatea lui Steffensen, surprinsd in formula (1), poate fi folositd pentru
deducerea unei inegalititi din specia inegalititilor de monotonie (aldturi de cunos-
cuta inegalitate a lui Cebdsev sau inegalitatea majorizarii; vezi de exemplu [1], [5],
[10], [11]).

Propozitia 5 (Inegalititi pentru sume k-grefate.) Dacd
a = (ar,a2,...,an), b = (b1,ba,...,b,) € R", n € N*, astfel incit a; > b;, pentru
orice i = 1,n, atunci are loc inegalitatea

n n n n
Z a; + bk . Z bi + ag Z (Z ai> . < bl> 5 (7)
i=1,i£k i=1,ik i=1 i=1
pentru orice k=1,n
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Demonstratie. Inegalitatea de mai sus rezultd imediat din identitatea (1),
deoarece membrul drept al siu este evident pozitiv, pentru ca a; > b;, pentru orice
i = 1,n. Tot de aici rezults si conditia de egalitate, anume cand a; = b; € R, pentru
orice i =1, n.

Propozitie 6 (Inegalitatea mediilor). Dacd pentru numerele

I <« o
ai,as,...,an, € Ry, notam: Apla] == — - a; (media aritmeticd a numerelor
[
n
a1, ag,...,an) $i Gpla] = H a; (media geometrica a numerelor ay,as,...,an),
i=1
atunci
Anla] > Gylal, (8)
cu egalitate dacd a1 = az = ... = an.

Demonstratie. Pentru demonstratie, putem presupune — fard a restrange
generalitatea —, ca
0<ar <ax<...<ay

(in caz contrar, renumerotdm elementele).
Aplicand in mod repetat Propozitia 5 (anume grefand pe aq, pe rand, cu
ag,...,an, D€ az CU as, ..., a, etc.) obtinem, succesiv:

n"Glla]l = (na1)(naz) ... (nay) < [(n — 1)ai + az]lar + (n — L)as](nas) ... (na,) <
<[(n—2)ay + a2+ as][ar + (n — Daz][a1 + (n — Das](naq) ... (na,) < ... <
<(a1+as+...+an)ar + (n—1as)lar + (n—Das]...[a1 + (n —Da,] < ... <

<(a@pr+ax+...+an)(ar+as+...+ay)...(a1 +az+...+a,) =n"A"al.

Rezulta, deci, inegalitatea din enunt, .

Alte demonstratii pentru inegalitatea mediilor se pot consulta in [1] - [11] .

De fapt, demonstratia de mai sus pune in evidenta si o rafinare a inegalitatii
mediilor, cu C2 — 1 termeni intermediari.

Corolarul 7 (O rafinare a inegalititii mediilor). Dacd aq,as,...,a, €
R, atunci au loc inegalitatile

Jai + az] [a1 + (n — 1)as]

-1
G,la] = vajaz . a, < \/[(n cas...ay <

n n
,&/[(n—Z)al—i—ag—i—ag] [a1 + (n — 1)az] [a1 + (n — 1)as)
S -a4...an§
n n n (9)
K/al+a2+...+ana1+a2+...+an. .al—i—ag—f—...—i—an_A ]
< - - - = A, [a].

Corolarul 8. Pentru a = (a1, as,...,a,), b = (b1,ba,...,b,) € R", n € N¥,
astfel incdt a; > b;, pentru orice i = 1,n, are loc inegalitatea
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zn: zn: ai | +bi| - zn: bi | +ax Zn-(izf;%) <Zb> (10)

k=1 i=1,i#k i=1,i#k

Demonstratie. Inegalitatea rezultd fie prin insumarea dups k& = 1,n, in
relatia (7), fie rezultd din identitatea (6), prin aplicarea in membrul sdu drept a
conditiilor a; > b;, pentru orice i = 1, n.

O varianti a rezultatului de mai sus este exprimatd prin urméitorul

Corolarul 9. Pentru a = (a1,a2,...,an),b = (b1,ba,...,b,) € R", n € N*,

astfel incdt a; > b;, pentru orice i = 1,n, dacd notam

A, =ai+ay+---+an, si Bp=>by+by+ -+ by,

atuncit
n

> (An+br —ar) - (Bn+ar —by) >n- Ay - By (11)
k=1
Dacd mai notam diferenta a doua valori omoloage din sirurile a si b, prin
di, = ax, — by, > 0, atunci relatia (11) se exprimi in forma

n
> (An—di) - (Bn+dy) > n- Ay, - By (11)
k=1

In sfarsit, pentru aceasta ultimi relatie, mai avem si echivalentele

(11) &Y [An- By +dy- (A — By) +di] >n- A, - B, &
k=1

sn-Ay- B+ (A ZdFZanA B, &

Bn)'zn:dkzzn:di@<zn:dk> Zzn:d% (12)
k=1 k=1 k=1 k=1

Observatia 10. Evident, (12) se poate obtine si prin calcul direct si reprez-
intd si o altd cale de a demonstra inegalititile (11) sau (11’). Dacd pentru vectorul
a = (a1,az,...,a,) € R" mai notdm

n
2
D
i=1

(media p#traticd a numerelor ay,as,...,a,), atunci putem reformula, in limbaj de
medii, relatia (12), in urmitoarea forma:
Corolar 11. Dacd a = (a1,a2,...,a,),b = (b1,b2,...,b,) € Ry, n € N*,
astfel incdt a; > b;, pentru orice i = 1,n au loc inegalitdtile:
1
(a) (Aufa] = Anfb])* > — - A, [d*); (13)
(b) Aula] — Ault] > P[d). (14)
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PROBLEME PROPUSE

243. Si se determine solutiile, numere intregi, ale ecuatiei

x2+y2+22+w2 =$2y222.

Dan Radu
244. Fie a,b,c > 0 i p > —2. Sa se arate ca

2a® + (1 +2p)bec 26> + (14 2p)ca  2¢* + (1 + 2p)ab S 3B8+2p)
b? 4 pbe + c2 c? + pea + a? a?+pab+b2 T 24p

Vasile Cartoaje
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245. Prove that for any positive real numbers z, y, z, the inequality

220252 rt .1t .1 <3
Yy 26 14328 | S 4 a528 | B4 ays ) =2

holds.

Marian Tetiva

246. Fie a, b, c numere reale strict pozitive gi 7 > 4 un numdar natural. S3 se
demonstreze ca

"4y n—b+1 1) >t D
b+c ct+a a+b

247. Fie numerele reale strict pozitive a, b, ¢ cu proprietatea cd existd o
permutare a lor z, y, z astfel incat z < y < x < 8z gi 8y < 27z. S4 se arate ca

o { V- vel Jve- val'} <

SOLUTIILE PROBLEMELOR PROPUSE

Dan Coma

a+b+ec 3

3 abe.

a— [

Ovidiu Pop

223. a) Fie A(a) multimea sirurilor marginite de numere reale (n)n care satisfac relatia

de recurentd

1
Tp =NTp-1——, n=>1,
a

1 .
cu xg =1 — —, unde a > 0, este un numdr fizat. Sa se determine a.

a
b) Fie B(a) multimea sirurilor marginite de numere reale (xyn)n care satisfac relatia de
recurenta
Tp =a—NnTp-1, n2=>1,

cu xg = a — 1, unde a > 0, este un numdr fizat. Sa se determine a.
Alexandru Lupas si Andrei Vernescu
Solutia autorilor. a) Fie

1
In:/a:"e_xdx, n=20,1,2,....
0
Din inegalitdtile
1
0<In < /a:"dx =
0
rezultd ci girul (I ), este mirginit (chiar mai mult, convergent la 0).
Avem

1
n4+1’

Ip=1——.
[

Efectuand o integrare prin parti, obginem

1
I, = - +nlp—1 (n>1). (1)

1) Problema de fati constituie o generalizare a problemei 2.33, pag. 27, din volumul L.
Panaitopol, V. Bandila, M. Lascu, Inegalitdti, Editura GIL, Zaldu, 1996. (N.A.)
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Deci sirul (I,)n satisface relatia de recurentd din enunt, pentru a = e.
Prin urmare, (I )n € A(e), agsadar, existd multimi A(a) nevide.
In vederea exprimirii integralei I,, ca functie doar de n, o cale rapida este ca in relatia

1
Ik:*g+klk—1 1)
sd introducem notatia
I, = k1A (2)
(unde (Ag)k este un alt sir, care va fi determinat).
Obtinem
1 1 ”
Ap === 7+ 41, )
e k!
iar apoi, introducand succesiv valorile £ = 1,2, 3,...,n si adunand relatiile obtinute, gdsim
1
An = —(e= ), ®)

1 1 1 1
unde am notat E, =1+ FJF o + ...+ — (si am tinut seama cd Ag =Ip=1— —).
! ! e

n!
Din (2) si (3), rezulta
n!
In = -""(e = En). 4)

Fie acum (2n)n un sir oarecare din A(a). Din egalitatea

1 1
Tpn—1=—|ZTn+—),
n a

(obtinutd din enunt) si, tinand seama de ipoteza de marginire, rezulta ci sirul (zn ) este convergent
catre 0.
Urmand, insi, exact procedeul folosit pentru explicitarea sirului (I, )n, obtinem

n!
zn = —(a — Ep). (5)

a
Din aceastd relatie si din faptul cd x,, — 0, rezultd cd lim (a—E,) =0, decia = lim Ej,

n—oo n—o0
adici a =e.

Observatie. Mai rezultd cd singura multime A(a) este A(e). Mai departe, considerand
un sir oarecare (zn)n din A(e), inlocuind in (5) a = e, rezultd, conform (4), ci z, = I,. Deci

A(e) = {(In)n}
b) Fie:

1
Jn:/x”exdx, n=20,1,2,....
0

Din inegalitatile
1

O<Jn<e/z"dx:
0

e
n+1’

rezultd ci girul (J,)n este marginit (chiar mai mult, convergent la 0).
Avem
Jo=e—1.
Efectuand o integrare prin pirti, obtinem
Jn=e—ndp—1 (n>1). (6)

Deci girul (Jp)n satisface relatia de recurentd din enunt, pentru a = e.
Prin urmare, (Jn)n € B(e), asadar, existd multimi B(a) nevide.
In vederea exprimirii integralei J, ca functie doar de n, o cale rapidi este ca in relatia

Jk :e—ka_l (6,)
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sd introducem notatia

Ji = (D RIB, M)
(unde (By) este un sir, care va fi determinat).
Obtinem
By, = (- B
ST e+ Bi_1,
de unde, introducand succesiv valorile k = 1,2,3,...,n si adunand relatiile obtinute, gisim
~ 1
Bn:e<En——>. (8)
e
~ 1 1 (=™ . . <
unde am notat £, =1 — — + — — ... + (si am tinut seama cd Bo = Jo = e — 1).

i 2 n!
Din (7) si (8), rezulta

Jn = (=1)"n! <En - %) “e.

Fie acum (xn)n un gir oarecare din B(a).

Din egalitatea
1
Tp—1=—(a—2n),
n

si din ipoteza de mirginire, rezultd ci sirul (z,)n este convergent citre 0.
Exact ca pentru sirul (Jn)n, obginem

o0 = (—1)™n! (En - 1) ca.

a

Din aceastd relatie si din faptul ci =, — 0, rezultd ci

~ 1
lim <En - —> =0,
n—oo a

deci
1 . ~
— = lim E,,
a n—00
adicd
a=e.

Observatie. Ca sila punctul a), singura multime B(a) este B(e) si, in plus, B(e) = {(Jn)n}-

Solutie datd de Marian Tetiva, profesor la Colegiul National Gheorghe Rogca-Codreanu din
Barlad.
a) Relatia de recurentd se mai poate scrie in forma

Tpn  Tn—1 1 1

! (n—1)! a nl

unde n > 1, ceea ce ne conduce la

Tn To 1/1 1 1 /1 1
o () =12 (===
n! o! a <n!+ +1!> a<n!+ +1! * )

(prin iterare si adunarea tuturor egalitatilor obtinute).
Cum

. 1 1
lim (1+7+---+—>:e7
n—o0 1! n!

rezultd ci, pentru orice sir (zr)n din A(a), avem

Acum, probabil ci cerinta problemei este: si se determine a astfel incat multimea A(a) sd
fie nevidd. Este clar cd, dacd limita lui z, /n! este nenuld, atunci (z,) nu are cum si fie mirginit
(el ar avea limita co sau —o0), deci necesar pentru ca A(a) sd fie nevidd ar fi ca

e

1—-—=0 ie. a=ce.
a
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Aceastd conditie este si suficientd deoarece, in acest caz, sirul (z,) este dat de

T 1 1 1
—=1—-—(14+ =4+ —],
n! e 1! n!

adici de 1
zn = — -nl(e — En),
e
unde 1 1
En=1+ﬁ+---n!.

Limita lim nl(e — E,) = 0 fiind cunoscutd (se poate obtine, de exemplu, cu teorema
n—oo
0 . . . .
Cesaro-Stolz in cazul 09 tot astfel se poate da evaluarea mai precisd lim n-nl(e — E,) = 1),
n—oo

1
gdsim lim xz, = 0 (sau chiar lim nz, = —), deci girul (zn)n, filnd convergent, este si mirginit.
n—oo n— oo

Pentru punctul b) procedim asem3n#tor (si facem o presupunere analoagi referitoare la
ceea ce ne cere, de fapt, enuntul); relatia de recurenti se rescrie in forma

(=D)"xy (=)™ (=),
n! T + (n—1)! :

)

si ne conduce la

(“D"an _ S (D

nl k!

si apoi la concluzia ca

lim =—--1
n—oo n! e
=~ (—DF
(folosind iar rezultatul notoriu e~! = lim E ).
n—oo prt k!

Prin urmare, o conditie necesard pentru ca multimea B(a) si contini cel putin un sir
.. a .
marginit este ca — — 1 = 0, echivalent cu a =e.

e
Atunci avem

Dar

lim n!
n—0o0

~/

GRS DL
> ( k!) - e> =0
k=0
se calculeazi ugor (cum am ardtat si mai sus), deci iar rezultd (zn)n convergent la 0, prin urmare
marginit.

S& mai remarcdm ci, intr-o formulare mai naturald, problema ne spune ci sirul (zn)n de
la punctul a) (si la fel acela de la punctul b)) este mirginit daci si numai daci a = e, precum si
cd acest enunt rdmaéane adevirat (cu aceeasi demonstragie) dacd inlocuim cuvantul ,marginit“ cu
sconvergent“. Punctul a) al problemei s-a dat la etapa finald a Olimpiadei Nationale de Matematici
in 1980 (problema 3 de la clasa a XI-a); enuntul de acolo este echivalent, chiar dacd nu identic.

Nota redactiei. Solutii similare cu cea de a doua solutie au mai dat si domnii Rébert Szdsz
de la Universitatea Sapientia din Targu Mures si Marius Olteanu, inginer la S. C. Hidroconstructia
S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt Superior“ din Ramnicu-Valcea. De asemenea, o solutie corectd a
dat si domnul loan Ghita de la Colegiul National I. M. Clain din Blaj.

224. Fie E un spatiu vectorial de dimensiune 4 peste R si B = {e1,e2,e3,e4} 0 bazd a lui
E. Matricea unui endomorfism u € Lr(E) in raport cu baza B este

0 -3 -1 1
-2 0 0 2
2 2 3 -1
-5 -6 -1 6

B(u) =
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a) Fie a1 = e1 —e2, ax = ez + eq, ag = e3 §i F = Sp{a1,a2,a3}. Sd se arate ci F este
stabil relativ la endomorfismul v = 2idgy —u. Se noteaza cu v restrictia lui  la F. Sd se arate cd
v este nilpotent de ordinul 3.

b) Fie fi = 2e1 — ez —e3 + e4, fo = —v(f1), f3 = —v(f2). Sd se arate ca {f1, f2, f3}
constituie o baza in F. Sa se determine o, 3,7 € R astfel incdt vectorul fa = e1 + aes + Bes +vea
sa aparting nucleului endomorfismului ¢ = 3idg — u.

c) Sa se arate ci C = {f1, f2, f3, fa} constituie o bazd in E si sa se scrie matricea C(u)
a lui u tn raport cu aceastd bazd. Sa se indice matricile de transfer intre bazele B gi C. Sa se
calculeze C™(u), pentru n € N.

d) Se considerd polinomul p € R[z]:

p(z) = 2t — 923 4 3022 — 44z + 24.

Sd se arate ca endomorfismul 0y = Xidg —u (A € R) este automorfism dacd i numai dacd
p(\) # 0. Sd se precizeze rangul lui 0y in functie de .
Dan Radu
Solutia autorului. a) Un calcul imediat ne aratd ci

P(a1) = —a1 — a2
Y(az) = 2a1 + 2a2 — a3
Y(az) = a1 + a2 — a3

si deci ¢Y(F) C F.
Mai mult decat atat, deoarece familia {a1, a2, a3} este liniar independenti, ea va fi o bazi
in F' si deci matricea lui V' in raport cu aceastd bazd va fi

-1 2 1
A= -1 2 1
0o -1 -1

A proba ci V este nilpotent de ordinul 3 revine la a verifica faptul ci A2 # 0, iar A3 =0,
lucru ce se verificid imediat.

b) Evident, f1 = 2a1 + a2 — a3 € F si deci si fo, fo € F.

Fie A1, A2, A3 € R astfel incat

A1fi 4+ Xafe +A3fs =0. 1)
S4 aplicim egalititii de mai sus v, respectiv v2. Cum v(f3) = _UQ(fQ) — v3(f3) — 0, iar

v2(f2) = —v3(f1) = 0, va rezulta ci
“AMfo—Xfz3=0 si Aifs=0. (2)

Din relatiile (1) si (2) decurge imediat cad A1 = A2 = A3 = 0 si deci familia {f1, fo, f3} este
liniar independentd, de unde conchidem c& este o bazd in F'.
Punand conditia ca fi sd apartind lui ker ¢, rezultd sistemul

3a+p8—v=-3
3o — 2y = -2
—2a+~v=2 ’
6a+ B —3vy=-5
cu solutia unicd o = -2, 8 =1, vy = —2.
c) Pentru a ardta ci C este o bazi in E, este suficient si ardtdm cd fs ¢ F = Sp{fi.f2, fa}.
Sa presupunem contrariul. Vom observa, mai intai, cd
¥ = pidp
si deci
Y? = ¢® = 30 4+ 3p —idp. 3)
Deoarece am presupus ci f4 € F, avem

VP (fa) = v3(fa) = 0.

Pe de altd parte
¢*(fa) = 9*(fa) = ¢(f1) =0
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si deci, aplicand egalitatea (3) lui f1, am ajunge la concluzia absurdi ci f4 = 0. Rdmane ci f4 ¢ F
si deci C' este o familie liberd maximald (deoarece dimg E = 4), adicd o bazd in E.
Pentru a scrie matricea C'(u) in baza C, si observim ci

u(f1) = 2idg —v)(f1) = 2f1 —v(fr) =2f1 + f2

u(f2) = (2idg —v)(f2) = 2f1 —v(f2) =2f2 + f3

u(f3) = (2idp —v)(f3) = 2f3 —v(f3) = 2f3 ’

u(fa) = (3idp —v)(fa) = 3fa —v(fsa) = 3fs

si deci
2 0 0 O
cw=|5 1 5 o
0O 0 0 3
Pentru a scrie matricea P de trecere de la baza B la baza C, si calculim pe f2 si f3 in

functie de elementele bazei B. Vom avea:
fo=—v(f1) =e1+es
f3 =—v(f2) =e1 —e3+eaq.

Urmeaza atunci ci

2 1 1 1

-1 0 0 -2

P= -1 0 -1 1

1 1 1 -2

si deci matricea de trecere de la baza C la baza B este

-2 0 2
1 3 1 -2
P = 1 -1 -1

-3

4

1
1 1 0 -1
Pentru calculul lui C™(u) si observim ci C(u) se poate reprezenta sub forma C(u) = D+R,

unde
2 0 0 O 0 0 0 O
0 2 0 O . 1 0 0 O
P=10 0 2 o s R=119 1 0 0
0 0 0 3 0 0 0 O
Dupi cum se verifici usor DR = RD si deci se poate folosi formula lui Newton:
n
C™u)=(D+R)"=> CKD" *RF
k=0
Dar R este nilpotentd de ordinul 3 si deci
2m 0 0 0
n _ nn n—1 M n—=2mp2 _ n2n71 2m 0 0
C™(u) = D™ +nD R+ D) D R® = n(n — 1)2n=3 p.2n=1l 9n
0 0 0 3™

d) Matricea lui 0 in baza B va fi
M(0y) = M(Nidg —u) = A\ — M (u).

Prin urmare, 6, va fi automorfism daci si numai daci M (6,) este nesingulard ceea ce este
echivalent cu faptul cd det |[A\I — M (u)| # 0. Un calcul imediat ne aratd cd det |[A\I — M (u)| = p(\),
ceea ce justifici afirmatia din enunt. Pe de altd parte, ecuatia p(A) = 0 are ridicina tripld A\; = 2
si rdddcina simpld Ao = 3. Urmeazi cd pentru A € R\{2, 3}, rgf) = 4. Pentru A\; = 2 vom avea

rgfz = dimg imfz = dimg im(2idg — u) = dimg imy = 3,
iar pentru A2 = 3, respectiv

rgf3 = dimg imf3 = dimpg im(3idg — u) = dimg imp =4 —dimpkerp =4 — 1 = 3.
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225. For all n > 1 holds:

z": 1 _ {3n+5}
1 - ’
k=1 1n(1+7> 6

k

S

where [ .] denotes the integer part.

Mihaly Bencze
Solutia autorului. Este cunoscut faptul ca

1 ’"«+% 1 77«+le
<1+7> <e<<1+7> (%)
n n

(vezi ,Numirul e si matematica exponentialei, Andrei Vernescu, Editura Universititii din Bu-
curesti, 2004, pagina 140.)
Din (*) obtinem

de unde

3n+5 1 1 3n+5 1 3n+5
k*11n<1+7>
k
deci
1i 1 _{3n+5]
n 1 - 6 '
k=11 1+ —
“( *k)

Solutie datd de Marius Olteanu, inginer la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala
,»Olt Superior din Ramnicu-Valcea.

Vom studia doud cazuri, dupd cum n este par sau impar.

Cazul 1: n=2p,p>1,p€eN.

Avem
3n+5 6p + 5 5
= =lp+ 2| =p 1
{6}{6}{”6}” W
Fie f: (0,00) = R, f(z) =Inz.
Folosind teorema lui Lagrange, deducem existenta unui zy, € (k,k + 1), astfel incat

1
Ink+1) —Ink = —,
Tk
adicd
In{1+ !
n - =—
k {L‘k’
de unde 1
1 =x, >k,
In{1+—
n< + k)
pentru orice k € N*.
Prin urmare
n 1 n n=2p
> 71:Za:k> M k=1+2+4--+2p=p2p+1),
k=1 In <1 + E) k=1 k=1
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de unde

1 & 1 +1 1
EZ N > e+l = p2 =p+
k=1In(14 =
n( +k>
Asadar
— P
1
" k:11n<1+E> 2

1 2
Se gtie ci In <1 + E) > %1 pentru orice = > 0 (vezi [1], pag. 277, ex. 6.4.18), deci
x

1 2k 41

<
1 2 7
In(14=
“< +k>

pentru orice k € N*.

Atunci
1 < 1 1 & 2k+1
> <n Y H-
n 1 n 2
k=1 ln 1+_> k=1
k
1 & 1 1 [nn+1 n n+1
== > (k+5)== (nt1)  n)_1 —+l=p+1
n 2 n 2 2 2
k=1
Din (2) si (3) rezultd ci
1 n
p+§<—z <p+1
nk:11n<1+7>
deci
1 n 1
- =P,

n Z 1
k=1ln {1+ —
(+3)
q.e.d. conform relatiei (1).
Cazul 2. n =2t + 1, t € N. Procedand ca in cazul anterior, avem

22222 o oo

Conform celor expuse anterior rezultad

(2t +1)

~ 1+2+- a1
B R

si
n 2t+ 1

" 1
§ —+1= 1=t+1+=.
2 < ><2+ T +14g

1—}—1
k

Din (5) si (6), deducem
1 & 1 1
t+1< — — 0 <t+14 =
+l< ) o<ttlts

de unde

g.e.d. conform (4).
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Solutie datd de Rébert Szdsz, Universitatea Sapientia din Targu-Muresg. Pentru z € (—1,1]
avem dezvoltarea

z2 23
In(l+a)=zc— >+ ...,
n(l+z)==z 5 + 3
de unde rezultd ca
In(1 +2) <z, (1)
pentru orice z € [0, 1].
Vom demonstra ca 9
x
L < In(1+ ), 2
T <+ a) @
pentru orice z € [0, 1].
Fie 5
x
—In(1 - :
J@) =1 +2) - 2
unde z € [0, 1].
Atunci )
o) = 1 72(2+x)—2m: T >0,
1+z 2+ z)2 1+ 2z)(2+2)2

pentru orice z € [0, 1].
Rezultd ci functia f este cresciitoare si, pentru = > 0, rezultd f(z) > f(0) = 0. Deci are
loc (2). Din (1) si (2), deducem ci

Ly <1+1> <1
n - el
1= k)~ Kk
k+ -
2
pentru orice k € N*, iar de aici obtinem
2 1< 1 1
n+ >_Z >n+ 7
2 n 1 2
k=1ln(1+ —
k
pentru orice n € N*,
Pentru n = 2p, rezulti ci
n
1 2p+1
1> = =p+ =
p+1> z 1 2 p+2
k=1 In 1+%

Atunci
B
E(e)]

si

deci are loc egalitatea.
Pentru n = 2p + 1 obtinem

1 1 1
1 —>—§ - > 1
P+ +2 P+

n 1
k=11n (14 —
“(*k)
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si deci

1 n
I s
1

k=1 1n
k

si

225 ] -

Prin urmare si in acest caz egalitatea este valabild, q.e.d.

Nota redactiei. O solutie corectd a dat si domnul Ioan Ghita de la Colegiul National I.
M. Clain din Blaj.

226. Calculate
2

1)k+1 koo oo
lim { n? ( ( ) —_— + P
n—o0 Z k+1 \k ].Zzlj+1 JZ::l(jJrl)Q
José Luis Diaz-Barrero

Solutie datd de Robert Szdsz, Universitatea Sapientia din Targu-Mures.
Fie

2
not o (=1)FH1 koo k 1
S = Z k+1 (k> ;m +]Z:1( )2

Observam ci

22 (L) X e e (S
= — Ty - -
e j:l(]+1) Sdti\imett
& 1
1 i+l
—2) o [
—~ j+1 1—xz
Jj=1 0
k k i
x 1 1 i+l
=2 dz =
11—z zzjljJrl 11—z ZjJrl

=2
Dar cum
z W ( >k+1
/t;tkzl :l/ T z du,
— xX - —
0 0 1
rezultd ca
1 z U u\ k+1 =
IR b u—
Sp =2 du — du | dx
] 1—=x J 1 J 1—u
Deducem ci
" (1) P (e e (5)
si=3 o Wst=e [ | [ S (e
= k+1 \k 1—z|) & k+1 W _E
0 0 z
Lo (1R iy ¢ — ¢kt
-/ (5
J iz Rkl W1
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Observam ci

O R S A L N G IR
X e W T e ) S -
_ 1 ul et /m+1 n Cmin -
T ntl (t;(—l) +1(k+1> _kgl(_l) +1(k+1>t +1> L
:m(t"*<*1+<"+1>t+<17t>"+1>:

R T B,
_(1*15)(n+1)(1 t=(1-1 )—n+1(1 1—tm).

Tnmodanalog
k+1 d (u)kﬂ
=~ (-1) m oz \z o e
kz::l k41 (x) L —n+1(17(1,;))

si deducem ci

1
st= [ | [ (- () ) [ g a o e

1 T
2 1 : uy\n
= 1—t)dt— [ (1— =) du| da.
n—l—l/l—x(/( ) /( m) w)ar
0 0

0

Integralele care apar in ultima form a lui S} se pot calcula si obtinem

1
L 2 / 1 i
- - 1—z—(1— dz =
o (n+1)? ) oo -2 de

1
ﬁo/(l—(l—m)n)d”ﬁ (nfl)Q <1_ni1>'

Prin urmare )
2 1
lim n2%S, = lim n — = 2.
n—o0 n—oo (n + 1)2 n+1

, pentru orice x € [0,1], si orice

N | =

227. Sa se arate cd (Z)xk(l — xRk <
ke{l,...,n—1},unde n e N, n > 2.
Ovidiu Pop

Solutie datd de Marian Tetiva, profesor la Colegiul National Gheorghe Rogca-Codreanu din
Barlad. Se verificd imediat, cu ajutorul derivatei, cd functia data prin

f@)y=zFQ—z)"7* zelo1],

isi atinge maximul in —, deci
n

pentru orice z € [0, 1].
Atunci
kk(n _ k)n—k

()0 -t < () = —
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si inegalitatea din enunt ar rezulta dacd am putea demonstra ca
(n) kR(n —k)»—F
k nn

pentru orice numéar natural n > 2 gi orice 1 < k <n — 1.
La randul ei, aceastd inegalitate se scrie in forma

1
<5
2

dacd notim

pentru orice n > 1.
Se calculeazd imediat (si, de altfel, este bine cunoscut) cd

Tn 1
- K
Tn—1 €n—1
pentru orice n > 2, unde am notat
1 n
en:<1+—> , n>1.
n
De aici rezulta
Tn 1
Tn—k €n—1-... " €pn_fk
si
Tp 1
Tn = — = s
1 en—1-..."€1

astfel cd inegalitatea de demonstrat devine
€rg—1--.."€1 <
€n—1"-.."€n—f

N | =

Dar aceasta rezultd imediat folosind monotonia sirului (en) (despre care stim foarte bine
ci este strict crescitor); intr-adevir, toate fractiile

€k—1 €1
IR}
€n—1 €n—k+1
sunt mai mici sau egale cu 1, iar

1 1
< —
ex—; 2

n > >1).
(en > 2 pentru orice n > 1)
Demonstratia este incheiata.

Solutie datd de Robert Szdsz, Universitatea Sapientia din Targu-Mures. Observim ca

55 (M)aka - o =1 0

Fie Tj1 = Z) zk (1 — z)nk,
Vom ardta ca
Tky1 < Tk + T (2)
Inegalitatea (2) este echivalentd cu
11—z k T n—k

1<

s h—ktl1-z F+l
17
Notim a = -z si obtinem
x

k 1 n—k
1<a- +—- s
n—k+1 a k+1
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inegalitate care este echivalentd cu

n—k k 5
0< —a+ -a
k41 n—k+1
Fie A, =1 —4- (n—k)k _ —3nk+n+3k2 41
’ (n—k+ Dk +1) P —

3k2
Atunci A, < 0 dacd si numai dacd n > ETE insd aceastd ultimd inegalitate rezultd din

sirul de inegalitati

3k2+1

k41> o0 L

3k—1

Avand in vedere cd dacd k € {1,2,...,n — 1}, atunci pentru Ty existd T) si Tx42, din
(1) si (2) rezultd

1
T, < -
k1 S 5

Nota redactiei. Solutii corectd ale problemei au dat si domnii Marius Olteanu, inginer
la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-Superior din Ramnicu-Valcea si domnul
Toan Ghita, profesor la Colegiul National I. M. Clain din Blaj.

ISTORIA MATEMATICII

Trei sute de ani de la nasterea unui geniu universal al matematicii,
Leonhard Euler

DE CONSTANTIN P. NICULESCU $I ANDREI VERNESCU

in ziua de 15 aprilie a anului curent s-au implinit trei secole de la nagterea celui care avea si
devind unul dintre cei mai mari matematicieni ai tuturor timpurilor, Leonhard Euler (1707-1783).

Importanta si vastitatea fabuloasei sale opere, privitoare la toate ramurile matematicii
secolului al XVIII-lea (precum si la insemnate capitole din mecanic3, fizici si astronomie) este atat
de covarsitoare, incit astdzi in aproape orice demers matematic, se intalneste, intr-un fel sau altul
un rezultat, o notiune sau méacar o notatie introdusd de citre Euler.

La trei secole de la nastere, i se aduce cuvenita comemorare, prin organizarea de Congrese,
Conferinte si Simpozioane de citre Societiti academice si Universititi, prin republicarea de selecti-
uni din opera sa sau de lucrdri speciale care ii sunt destinate. Totul sub deviza atat de inteleapta
a altui mare matematician, Pierre-Simon Laplace (1749-1827) ,Lisez Euler, lisez Euler, c’est notre
maitre a tous!*

in aceastd prezentare vom ciuta si evocim pe scurt citeva repere ale vietii genialului
savant, cat si cateva dintre rezultatele sale cele mai importante.

Leonhard FEuler s-a nascut la 15 aprilie 1707 in oragul Basel (fr. Bale) in familia unui
pastor calvin. Orasul Basel, situat pe Rin, la intalnirea frontierelor Elvetiei, Frantei si Germaniei,
se bucura de prosperitate economici si culturald si avea o Universitate proprie. Tatil lui Leonhard,
Paul Euler era casdtorit cu Marquerite Brucker si isi exercita profesiunea in mica localitate Riechen,
de langd Basel. Dar el avea si frumoase cunostinte de matematici, pe care le va transmite fiului.
intr-adeviir, micul Leonhard isi incepe invititura in casa p#rinteascd, sub directa indrumare a
tatdlui siu, de la care va cipita primele cunostinte de matematici, stiintd care se va transforma
in pasiune gi scop in viati.

Dar, dupd cum vom arita gi noi, viata familiei Euler, ca si activitatea stiintifici a lui
Leonhard Euler este strans legatd de cea a familiei Bernoulli! Aceastd familie (care la sfarsitul
secolului al XVI-lea se refugiase de la Anvéers (Belgia) ca si scape de persecutiile religioase ale
ducelui de Alba, din timpul ocupatiei spaniole a Tarilor de Jos), constituie un caz unic in isto-
ria stiintelor, deoarece a daruit comunititii stiintifice mai multe generatii de remarcabili savanti
(matematicieni si mecanicieni). Revenind la Paul Fuler, este interesant de mentionat ci acesta,
cand studiase teologia la Universitatea din Basel, audiase si cursurile de matematica ale lui Jacques
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(Jacob) Bernoulli (1654-1705). Totodati Paul Euler si Jean (Johann) Bernoulli 1) (1667-1748),
fratele mai mic al lui Jacques Bernoulli au locuit, in timpul studiilor universitare in locuinta lui
Jacques Bernoulli. Paul avea si devind pastor, iar Jean I matematician gi apropiat al lui Leibniz.
Prietenia dintre Paul si Jean I avea si se transmiti si fiilor lor Leonhard Fuler si respectiv cei trei
fii ai lui Jean Bernoulli I, anume Nicolas Bernoulli 11 (1695-1726), Daniel Bernoulli (1700-1782)
si Jean Bernoulli IT (1710-1790).

Cum spuneam, foarte de tanidr, Leonhard Euler capiti primele cunostinte de matematici
de la tatdl sdu. Acesta, desgi intentiona initial ca fiul sdu sd urmeze tot cariera ecleziasticd, a
considerat cd aceste cunostinte ii pot fi utile, inclusiv prin puterea ordonatoare a gandirii, pe care
o au. In 1720, la numai 13 ani, tanirul Leonhard isi incepe studiile de filozofie la Universitatea
din Basel, unde, cu o memorie extraordinari, isi formeazi o solidd culturd insugindu-si totodat si
limba oficiald a stiintei, de atunci, latina. in toatd perioada 1720-1723, Euler va avea puterea si-gi
cultive si pasiunea pentru matematica, fiind ajutat acum de un profesionist, deoarece profesorul siu
Jean Bernoulli 1 1i acordd intregul sdu sprijin. El se intalnea siptdmanal cu tandrul Fuler, pentru
a risipi neclaritatile ce eventual le-ar fi intampinat acesta in studiul lucrarilor ce i le recomanda.
in casa profesorului Jean Bernoulli I, Euler s-a imprietenit cu cei trei fii ai acestuia, Nicolas II,
Daniel si Jean II.

In 1723, la numai 16 ani, Euler finalizeazi cursurile de filozofie si sustine, in limba latini,
discursul de absolvire, in care face o comparatie intre ideile filozofice ale lui Descartes si cele ale
lui Newton, obtinand astfel titlul de magister. Incepe apoi, neintarziat, studiul limbii ebraice si
teologiei, exact asa cum dorea tatil siu, pe care reugeste sd si le insuseascd foarte bine, datoritd
memoriei sale prodigioase, dar simte cum atractia sa pentru matematicd devine tot mai puternica.
Apoi, la sfatul si insistentele profesorului sdu de matematicd Jean Bernoulli I, care-i descoperise
talentul extraordinar pentru aceastd gtiintd, tatil sdu, consimte ca Leonhard si se orienteze de la
studiul teologiei la cel al matematicii. Poate cd prietenia lui Fuler-tatdl cu Jean Bernoulli I, din
timpul studentiei lor si fi contribuit la aceastd decizie inteleaptd gi bineficidtoare! Acum drumul lui
Leonhard Euler in matematici este complet deschis! Tanirul Leonhard incepe si obtind succese
strilucite in studiul matematicii si in lucrdrile sale de cercetare.

in 1726 FEuler si-a terminat studiile de matematici la Universitatea din Basel. Istoricii
matematicii considerd cd lucrdrile citite de Fuler in acest timp, la sfatul lui Jean Bernoulli I trebuie
sd fi fost opere ale lui Galilei, Varignon, Descartes, Newton, Van Schooten, Jacques Bernoulli,
Hermann, Taylor, Napier si Wallis.

Acum, tandrul de numai 19 ani, Leonhard Fuler, isi va ciuta un post academic pe misura
pregatirii si talentului sau.

Prietenii sdi ceva mai varstnici, Nicolas si Daniel Bernoulli se aflau deja la Sankt Peters-
burg, unde lucrau la Academia de Stiinte, fondatd in 1725 de cidtre impariteasa Ecaterina I, sotia
lui Petru cel Mare si ii promiseserd cd il vor chema acolo de indatd, dacd un post pe misura lui
FEuler se va ivi. Intre timp, Euler incearcd si obtind un post de profesor la Universitatea din Basel,
dar in locul lui este numit altcineva. Iati cum, celui care avea si fie cel mai mare matematician
al Elvetiel, i se refuzd un post universitar! (Poate si varsta de doar 19 ani a candidatului Fuler a
influentat decizia, dar este sigur cid nu peste mult timp, Universitatea din Basel va regreta amarnic
refuzul din 1726!). in 1727 Euler pleacd la Sankt-Petersburg, unde fusese invitat inci din anul
precedent, dar pe un post de profesor de fiziologie. Cilitoria a durat din 5 aprilie 1727 pand in 17
mai 1727. intre timp, in 1726, Nicolas Bernoulli 11 isi pierduse viata, la numai 31 de ani, din cauza
unei stupide apendicite! La cererea lui Jakob Herman si al lui Daniel Bernoulli, Euler este trecut
la sectia de matematici-fizici a Academiei. Devine academician. Daniel Bernoulli era seful sectiei
de matematicd, dar el nu se putea adapta bine acestui oras nordic si, in 1733 se intoarce definitiv in
Elvetia, unde isi continu# cariera universitard. Fuler este numit noul sef al sectiei de matematici-
fizici. In ianuarie 1734 Fuler se cisitoreste cu Katharina Gsell, fiica unui pictor elvetian stabilit
la Sankt-Petersburg. Vor avea 13 copii, din care vor supravietui doar cinci; pe vremea aceea, ca si
ulterior, incd doud secole, supravietuirea in fata agresiunii bolilor copilariei nu era ugoara, deoarece,
pand la Pasteur nu existau vaccinurile, iar pand la Fleming nu existau antibioticele...

La Sankt Petersburg, Fuler a lucrat cu mult entuziasm si cu mult spor. Putea discuta cu
eminenti matematicieni ai epocii, Jakob Hermann, Daniel Bernoulli (pand in 1733, cind s-a intors
in Elvetia), Christian Goldbach si altii. Obtinand in 1738 gi 1740 Marele Premiu al Academiei din
Paris, FEuler capiti o reputatie exceptionald si astfel este invitat la Academia din Berlin de citre

1) Datoritd faptului ci in familia Bernoulli multe prenume s-au repetat, istoricii matematicii
au adaugat cifre romane la numele acestora.
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imparatul Frederik cel Mare al Germaniei. Initial preferd s ramana la Sankt-Petersburg, dar in
1741, cand anumite tulburari politice, precum si intrigile administratiei fac viata strainilor dificila,
Euler acceptd. Triise la Sankt-Petersburg 14 ani, timp in care obtinuse rezultate importante in
toate domeniile matematicii, iar in perioada 1736-1737 scrisese si o carte, intitulatd Mechanica, in
care prezenta pentru prima datd in mod sistematic dinamica newtoniand cu ajutorul instrumentului
calculului diferential si integral. Dar, din pacate, in 1735, si datoritd muncii incordate de cartografie,
Euler incepuse si aibd probleme cu vederea, iar in 1738, vederea cu ochiul drept era deja afectata.
Va petrece la Berlin 25 de ani, panad in 1766, timp in care scrie peste 380 de articole gi multe
carti. Reputatia sa ajunge la cote extraordinare. Dar, dupd moartea in 1759 a lui Maupertuis,
care era presedintele Academiei, Frederick al II-lea nu s-a orientat citre Fuler, aga cum ar fi fost
normal, ci a propus conducerea Academiei lui d’Alembert, care insd declind propunerea, nedorind
sd paridseascd Parisul. Nici acum Frederick al II-lea nu-i propune lui Euler presedintia Academiei
si intervine in mod nepotrivit in treburile acesteia.

Probabil ci Fuler a fost afectat de nedreptatea fiacutd, dar el continui si se ocupe de
ceea ce era mai important, continud si creeze in matematics. Intre timp Euler este rechemat , in
conditii materiale foarte bune la Sankt Petersburg, unde va fi primit cu mari onoruri, in 1766. Va
ramane aici pand la sfarsitul vietii, continuand si lucreze neobosit, desi vederea i se deteriorase
mult, inclusiv la al doilea ochi, iar la 60 de ani devine complet orb. Anticipeazi astfel, poate
mai dureros, drama lui Beethoven, care in 1819, la 49 de ani, avea sd-si piardd auzul, compunand
in aceastd situatie, in ultimii opt ani ai vietii. Dar ca si Beethoven, despre care Victor Hugo a
spus ,,Ce sourd entendait I’infini“, pentru Fuler, pierderea vederii nu a insemnat sistarea lucrului.
il ajuta memoria sa cu adevirat fenomenald. Dicta la doi dintre fii sii Johann-Albrecht Euler
(devenit fizician) i Christoph Euler, ca si la doi membri ai Academiei W. L. Krafft si A. J. Lezell,
precum si tandrului matematician N. Fuss, care fusese invitat de citre Academia din Elvetia si se
va césitori cu o nepoatd de-a lui Euler. Este surprinzitor cd in perioada 1766-1783 Fuler a creat
mai mult de jumitate din opera sa! Atunci a creat aproape toate cirtile sale.

A fost membru al Academiei de Stiinte din Paris si al Royal Society din Londra.

Se stinge in seara zilei de 18 septembrie 1783, dupa ce prima parte a zilei fusese cat se poate
de obignuitd, dand o lectie de matematicd unuia din nepoti si discutand cu Lezell si Fuss despre
recent descoperita planetd Uranus. L#sa in urma sa cea mai prolifici operid matematici din toate
timpurile, inegalatd incd. Este inmormantat la manastirea Alexandr Nevski.

A fixat notatii definitive, a definit notiuni gi concepte, a stabilit noi teorii si mari directii de
dezvoltare, a obtinut rezultate fundamentale in mai toate ramurile matematicii, cat si nenumirate
»perle“ de o neasemuitd frumusete. A fost cel mai mare descoperitor de formule, neajuns din urmé
poate decat de Ramanujan (dar numai in directia formulelor, nu si teoriilor !)

Revenind asupra vastitidtii operei euleriene, reamintim cd autorul ei a scris peste 1200 de
articole (si multe cirti fundamentale) nefiind depisit de niciunul din urmasii s#i cei mai prolifici
Cayley (cu 966 de lucrari), Cauchy (cu 799 de lucrdri) si Poincaré. Publicarea operei complete,
intreprindere incd nefinalizati, circa 70 de volume si peste 16000 de pagini, a fost de mult inceputi
si se afld in stadiu foarte avansat in Rusia, Germania si Elvetia. A fost tradusd partial in limbile
francezd si englezd (din limba latind, in care a fost scrisd la acea epocd).

Opera stiintifici a lui L. Euler fiind deosebit de vastid si profundi, este dificil de rispuns
care este realizarea sa cea mai mare (sau care sunt primele zece realizdri ale sale).

The Mathematical Association of America are pe site-ul ei o rubricAi How FEuler did it,
prezentatd de Ed. Sandifer (profesor de matematici la Western Connecticut State University, din
Danbury, U.S.A.). Adresa ei este

http://www.maa.org/news/howeulerdidit.html.

Rubrica din februarie 2007, Fuler’s Greatest Hits, contine o propunere pentru un Top 10,
insotitd de comentarii foarte interesante.

Pentru matematica de liceu, numele lui Euler este legat in primul rand de cercul celor noud
puncte si de dreapta lui Euler. Foarte populard este gi relatia sa metricd

OI%* = R(R — 2r),
(de care se leagd faptul cd R > 2r in toate triunghiurile diferite de cele echilaterale, unde R = 2r).
Elevii claselor a XI-a pot afla despre constanta lui Fuler

1 1
'y:lim<1+7+---+fflnn>,1)
2 n

1) Tot Ruler a dat si generaliziri ale acesteia (v. G. M. - A 1/2007, pp. 11-16).
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iar cei de clasa a XII-a rationalizeaza integrale utilizand diferite substitutii ale lui Fuler. Cum am
mai spus, Fuler a fost un maestru al unei imense diversitati de formule.

FEuler a introdus multe din notatiile curente: Z pentru sumi; simbolul e pentru baza
logaritmilor naturali; a, b si ¢ pentru lungimile laturilor unui triunghi si A, B si C' pentru méarimile
unghiurilor opuse; simbolul 7 pentru numérul pi si simbolul 4 pentru /—1.

Numele lui Fuler ramane insi in galeria geniilor matematicii pentru alte contributii:

1. Conditia (necesari) Fuler-Lagrange pentru ca o functie y si extremizeze o functionald

de forma J = fab F(z,y,y')dz :
oF _ d <B_F> -0
Oy dx \dy )

Euler a rezolvat mai multe probleme ingineresti, precum sigeata unei console elastice,
incovoierea grinzilor elastice supuse unor incarcdri, calculul modurilor de incovoiere ale coloanelor
etc.

2. Ecuatia lui Euler din mecanica fluidelor incompresibile.

3. Formula produs
=
pp'riml_l/pn k=1 ke

oo
1
4. Calculul valorilor functiei zeta pentru valorile naturale pare (((s) = Z P Re(s) > 1> .
k=1

in particular, formula
2

> 1 T
@D=> =%
=k 6
5. Infinitudinea numerelor prime, legati de faptul Z = 0.
p=prim
6. Problema celor sapte poduri din Konigsberg (consideratd a fi prima problemd de teoria
grafurilor planare).
7. Formula combinatoricd pentru poliedre convexe

V-M+F=2,

SRR

unde V reprezintd numdirul varfurilor, M reprezintd numéirul muchiilor, iar F' reprezintd numé&rul
fetelor. 1)

8. Extensia functiei factorial la semidreapta (0, 00) si apoi la planul complex exceptand
numerele intregi negative. Este vorba de celebra sa functie gamma,

oo
T'(z) = / t*"letdt, z>0,
0

care se extinde apoi la multimea din C mentionatd mai sus si pentru care I'(n + 1) = n!, daci
n € N.
9. Extensia functiilor trigonometrice la planul complex si formula

e'” =cosz+isinz, ze¢eC.

Pentru z = 7, ea devine e!™ +1 = 0.
10. Formula a®(") = 1(mod m), unde ¢ este functia indicatoare a lui Fuler.
11. Partitii si functii generatoare. Vezi formula

3

(1-2)(1—a?)
k

=% + 2% + 22° + 220 + 327 + 328 + 42° + ey

unde coeficientul lui z* coincide cu numirul modurilor in care k se poate scrie ca suma a doui
numere naturale distincte si nenule. Spre exemplu, 2z° ne spune cd 5 = 1+ 4 = 2 + 3, adici
5 se poate descompune in doud moduri. Formule de acest tip apar in celebra carte a lui Euler,
Introductio in analysis infinitorum.

Detalii se pot afla din articolul enciclopedic [5], precum si din alte surse: [1], [3], [4].

1) Aceastd formul¥ a permis demonstrarea faptului ci singurele poliedre regulate sunt cele cinci
cunoscute din antichitate.
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DIN VIATA SOCIETATII

Aniversarea a 80 de ani ai Academicianului Profesor Dimitrie D. Stancu
la Universitatea Babeg-Bolyai

La 20 aprilie anul curent, in Aula mare a Universititii Babeg-Bolyai a avut loc adunarea
festivd dedicatid aniversdrii a 80 de ani ai domnului Academician Profesor Doctor Dimitrie D.
Stancu, Membru de Onoare al Academiei Romane, Doctor Honoris Causa al Universititii Lucian
Blaga din Sibiu si al Universitatii de Nord din Baia Mare.

La emotionantul eveniment a vorbit intai domnul prorector, prof. dr. Serban Agachi, din
partea conducerii Universitatii. Apoi, din partea conducerii Facultitii de Matematicd-Informatica,
a luat cuvantul domnul prof. dr. Petru Blaga, decanul facultitii. Cu acordul domniei sale,
reproducem aici textul integral al alocutiunii:

Academicianul Dimitrie D. Stancu la varsta de 80 de ani

Facultatea noastrd are deja o traditie cunoscutd si recunoscutd in a-si sarbatori
dascalii, colegii, la vdrste aniversare, a primi cu inimile deschise apropiatic nostri, prietenii
la astfel de evenimente deosebite ale comunitdtii noastre.

Totugi, intdlnirea de azi este una cu totul speciald, avdnd in vedere cd cel sarbatorit,
Academicianul Dimitrie D. Stancu, alintat de cei apropiati D.D., cel omagiat la vdrsta de 80
de ani, este unul dintre profesorii care gi-a pus amprenta in mersul facultatii, a tnvatdmadn-
tului matematic clujean, de-a lungul a 60 de ani, cu rezultate de exceptie in domeniu, ce
au intrat de multd vreme in categoria celor care sunt foarte bine cunoscule si apreciate de
lumea matematicd, cu o reputatie profesionald si academicd prodigioasd.

Desigur, Profesorul Dimitrie D. Stancu, aldturi de noi aici, este cel mai indrepatit
si cel mai bine cunoscator in a ne impdrtdgi cum s-a manifestat atractia pentru matematicd
a tanarului plecat de la tard, din satul Calacea, la Liceul ,,Moise Nicoara® din Arad, iar apoi
la Facultatea de Matematica, de la Universitatea din Cluj.

De aici incolo, adica din 1951, de cand a fost numit asistent la Departamentul de
Analizd Matematicd al Universitatii din Cluj si pana azi, fiecare dintre noi avem in memorie,
in functie de vdrsta fiecaruia in parte, in functie de locul ocupat in cercul al carui centru este
Profesorul Dimitrie D. Stancu, perceperea personalitdlii Profesorului, a omului de stiinta
preocupat de a face matematicd de varf, de a obtine rezultate gi contributii de seamd in
domeniul matematicii.
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Profesorul Dimitire D. Stancu a afirmat gi recunoscut de nenumdarate ori, influenta
lui Tiberiu Popoviciu in formarea i lansarea stiintifici a Domniei Sale, sub indrumarea
caruia a obtinut in anul 1956 titlul de doctor tn matematica. Iar noi, astazi, il considerdm
pe Profesorul Dimitrie D. Stancu un stralucit continuator al recunoscutei gcoli de Analiza
Numerica ai cdarei fondatori sunt Tiberiu Popoviciu si Dumitru V. Ionescu.

Ca o recunoagtere a valorii gtiinifice si profesionale, in perioada 1961-1962, Profe-
sorul Dimitrie D. Stancu a beneficiat de o bursd la Universitatea din Wisconsin, Madison,
S.U.A., cdnd a participat cu lucrari stiintifice i la conferinte regionale organizale de So-
cietatea de Matematica Americand in Milwakee, Chicago si New York. La intoarcerea din
Statele Unite a fost numit prodecan al Facultatii de Matematicd si sef al Catedrei de Calcul
Numeric si Statistic, iar din 1969 este profesor la Facultatea noastrd.

Trebuie sd remarcam numdarul mare de tineri din tard $i din straindtate, care au fost
indrumati de Profesorul Dimitrie D. Stancu in elaborarea de teze pentru obtinerea titlului de
doctor in matematicd, pe care ©i gisim la universitati din tard si din straindgtate (Cluj, Sibiu,
Brasov, Petrosani, Baia Mare etc). Vrem sd amintim aici cd in cdteva zile la facultate este
programatd sustinerea unei noi teze de doctorat sub indrumarea Profesorului Dimitrie D.
Stancu. Colegii de la informaticd au beneficiat pe deplin, de asemenea, la obtinerea titlului
de doctor sub indrumarea distinsului nostru Profesor.

Participarea Profesorului Dimitrie D. Stancu la conferinte internationale din Ger-
mania, Italia, Anglia, Ungaria, Franta, Bulgaria, Cehia, a dus la afirmarea gi raspéndirea
faimei scolii de Analiza Numericd de la Cluj. Amintim de asemenea rolul decisiv in orga-
nizarea unor conferinte internationale la facultatea noastrd in domeniul analizei numerice
st a teoriei aproximdrii: ICAOR-1996, Simpozionul international de analizd numericd gi
teoria aprozimarii-2002 (dedicat aniversarii vdrstei de 75 de ani a Profesorului Dimitrie
D. Stancu), NAAT-2006. Pentru noi toti, participantii la aceste conferinte, din tard sau
straindatate, prezenta si manifestarea stiintificd a Profesorului la lucrarile acestor conferinte
au reprezentat tot atdtea confirmari in plus a recunoagterii internationale a operei stiintifice
a celui pe care il omagiem astdzi.

Ca o incununare a intregii Sale contributii la dezvoltarea matematicii clujene, a celei
romdnesti, in anul 1999 Profesorul Dimitrie D. Stancu a fost ales Membru de Onoare al
Academiei Romdne. Iar contributia importantd in formarea unor cercetatori de marcd in
alte centre universitare din tard a dus la atribuirea in 1995 a titlului de Dr. Honoris Causa
a Universitatii Lucian Blaga din Sibiu $i a Universitatii de Nord din Baia Mare.

Aprecierea valorii stiintifice a Profesorului Dimitrie D. Stancu este evidentiatd si
prin apartenenta Domniei Sale la organizatii profesionale gi stiinlifice din tard si straind-
tate: Societatea de Stiinte Matematice din Romdnia, Societatea Americand de Matema-
tici, GAAM (Germania), referent la bazele de date internationale Mathematical Reviews
si la Zentralblatt fir Mathematik. Addugdm de asemenea cd este Editorul gef al revistei
Academiei Romdne, Revue d’Analyse Numérique et de Théorie de I’Approzimation, face
parte din Boardul editorial al Revistei Calcolo, publicatd in prezent de Editura Springer din
Berlin. Lista meritelor stiintifice ale Academicianului Dimitrie D. Stancu ar putea continua,
dar frica de a lasa neamintite unele dintre acestea, md face sad md opresc cu aceastd enu-
merare. Fiecare putem sd addugdm noi gi noi contributii i merite ale Profesorului Dimitrie
D. Stancu.

Dacd pénda aici m-am referit mai mult la personalitatea stiintificd si academicd a
Profesorului Dimitrie D. Stancu, nu-mi este permis sd nu amintesc pulin despre dascalul
Dimitrie D. Stancu, cel care cu fata luminata era totdeauna dispus sa transmitda de la catedrd,
de la tabla zicem moi, cu un zdmbet pentru cei din sald, studenii sau tineri la inceput de
carierd academicd, farmecul matematicii. Ne-am dat seama cd malematica nu se face, cel
putin in fata tinerilor, cu fruntea incruntatd. Ne-am dat seama mai mult, atunci de ce
indragim matematica. Am constatal incd o dald cd matematica este frumoasd, fascinantd.
Dascalul unanim recunoscut ca personalitate eminentd de cdtre tinerii din facultate, care
au putul constata de fiecare datd ca directic mai mult sau mai putin batatorite, cum ar fi
Analiza Matematica, Analiza Numerica, Teoria Aprozimdarii, Teoria Probabilitatilor, Teoria
Functiilor gi Teoria Constructivdi a Functiilor, altele cu totul noi, cum era in acea vreme
Informatica, pot avea toate multe noutati. Fiindca lectiile Profesorului Dimitrie D. Stancu
imbinau intr-un mod miraculous, ceea ce era clasic in domeniu, cu ceea ce era nou, abia
lansat, multe dintre acestea apalindndu-i celui ce facea exrpunerea. Astfel, erau inserate
rezultate proprii din teoria interpolarii, derivarea numericd, teoria polinoamelor ortogonale,
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noi formule de cuadraturd i cubaturd, aprorimarea functiilor cu ajutorul operatorilor liniari
$i pozitivi, reprezentarea restului in formule de aprozimare, metode probabilistice de constru-
ire a operatorilor linari si pozitivi, aprorimare spline etc.

Profesorul Dimitrie D. Stancu s-a inconjurat gi este inconjurat de membrii familiei
academice clujene, ai familiei matematicii romdnesti, dar si mondiale.

Desigur, cea mai apropiatd este chiar familia Profesorului Dimitrie D. Stancu. Dom-
nia Sa nu uitd, cu fiecare prilej sa aminteascd cu mdndrie gi de minunata familie, cunoscutd
$t recunoscutd de toti cei prezenti aici. Sotia, D-na Felicia Stancu, cele doud fiice Angela gi
Mirela (améndoud profesoare de matematicd), nepotii Alezandru (licentiat al facultdtii noas-
tre), George, nepoata Stefana. Cu aceastd ocazie aruncim o privire caldd si de admiratie
pentru frumoasa gi eleganta familie a Profesorului Dimitrie D. Stancu.

Stimati invitali,

Dragi colegs,

Aniversarea vdrstei de 80 de ani, ne prilejuieste noud celor ce formam familia largita
a Academicianului Dimitrie D. Stancu sa-i uram Profesorului nostru, ani mulli plini de
bucurii gi multd sandtate!

Cluj-Napoca, 20 Aprilie 2007

in continuare, a luat cuvantul domnul prof. dr. Octavian Agratini, seful catedrei de Calcul
Numeric si Statistic (infiintatd si condusid de cdtre profesorul D. D. Stancu timp de mai mult de
trei decenii). Domnia sa a trecut in revistd realizirile gtiintifice ale academicianului Dimitrie D.
Stancu, grupate pe domenii matematice.

Importantul eveniment pe care il relatim a fost considerat la justa sa insemnitate si de
cdtre conducerea Societidtii de Stiinte Matematice din Roménia si astfel a fost transmis si salutul
Conducerii S.S.M.R., semnat de citre presedinte, prof. dr. Dorin Popescu.

De asemenea, a fost transmis salutul Conducerii Facultitii de Stiinte si Arte a Universititii
Valahia din Targovigte (ambele au fost rostite de cdtre semnatarul acestor randuri).

Reproducem mai jos salutul Conducerii S.S.M.R.:

Stimate Domnule Academician

Aniversarea a 80 de ani de viald constituie pentru intreaga comunitate matema-
ticd romdneasci prilej de satisfactie gi sarbdtoare. Apreciem in mod deosebit faptul cd
sarbatorirea zilei Dumneavoastrd de nastere este organizatd de Universitatea Babes-Bolyai,
asezamdant de culturd tn care v-ali desfasurat activitatea timp de sase decenii §i vd rugam sd
ne permiteti a fi aldturi de toti cei care vd stimeazd, pentru a vd adresa cele mai alese urdri
de sandtate gi fericire.

Realizarile Dumneavoastrd in domeniul Analizei Numerice gi Teoriei Aprozrimdarii au
contribuit la sporirea prestigiului Scolii matematice romdnesti in general i a scolii clujene
in domeniu, condusd de Dumneavoastrd de peste trei decenii, in special.

Contributiile Dumneavoastrd si ale matematicienilor acestei scoli sunt frecvent citate
tn lucrdri importante ale literaturii de specialitate contemporane. In afard de importanta lor
teoretica, ca facdnd parte din marele edificiu al Analizei Matematice, principiile si metodele
Analizei Numerice gi Teoriei Aproximarii isi aratd forta si eficienta de netnlocuit la mode-
larea matematicd a unei mari diversitdti de fenomene, de la fizica cuantica si biologia celulard
pana la astrofizica gi cosmologie. Fundamentarea lor riguroasd constituie, din aceastd cauzd,
o sarcind importantd pentru analisti.

In aceste momente de bucurie si sarbdtoare, vd rog sd tmi permiteti, stimate Domnule
Academician, sd vd adresez din partea Biroului Consiliului Societdtii de Stiinte Matematice
din Romdnia, traditionala urare

La multi ani sanatogi gi fericiti !

Prof. univ. dr. Dorin Popescu

Apoi, domnul prof. dr. Dumitru Acu a transmis salutul Conducerii Facultitii de Matema-
ticd-Informaticd a Universititii Lucian Blaga din Sibiu.

Unul dintre momentele cheie ale manifestarii I-a constituit cuvantul rostit chiar de sarba-
torit, domnul Academician Dimitrie D. Stancu, in care, cu nealteratd voie buni si fin umor, domnia
sa a relatat momentele cele mai importante din biografia si activitatea sa, ca elev, student, cadru
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didactic al Universititii absolvite, Babeg-Bolyai, de la preparator (inci din anul III) la profesor,
profesor vizitator la multe universititi striine, academician.

In Auli, arhiplini, se aflau cadre didactice ale Universititii Babeg-Bolyai si ale altor uni-
versitati, cercetdtori si profesori din invitadmantul preuniversitar, fosti doctoranzi, fosti studenti,
prieteni si, nu in ultimul rand, membrii familiei.

Prin importanta sa, evenimentul a privit nu numai gcoala formati de domnul Academi-
cian Dimitrie D. Stancu si comunitatea matematici clujeand, ci si intreaga suflare matematicd
romaneasca.

Fie-ne ingdduit de a-i ura incd o datd domnului Academician Dimitrie D. Stancu multd
sdnatate gi fericire aldturi de cei dragi si de a-i spune traditionalul ,,La multi Ani!*

Andrei Vernescu

REVISTA REVISTELOR

Recreatii matematice

Recreatii matematice continui si fie, aga cum spuneam si cu alte ocazii, cea mai buni gi
consistentd revistd locald dedicatd invitdmantului preuniversitar. Domnul profesor Dan Tiba —
unul dintre membrii de marcd ai colegiului de redactie — ne-a inmanat numarul 1/2007 (anul IX)
al revistei iegene.

Cum ne-a obignuit deja, revista debuteazd cu doud materiale dedicate istoriei matematicii:
unul marcand tricentenarul nagterii lui Leonhard Euler (semnat de profesorul Petru Minut, celdlalt
constituind o evocare a vietii si activititii profesorului Dumitru Ion Mangeron — figurd emblematici
a Tagului — de la a cdrui nagtere s-au implinit anul trecut o sutd de ani (material semnat de prof.
Adrian Corduneanu,).

Tata cateva alte titluri ale unor articole si note continute in prezentul numaér: ,Similitudini
in plan gi puncte Toricellli asociate* (C. Tigderu), ,,Ordinul elementelor grupului GLy(Z)“ (A.
Reisner), ,Variatiuni pe tema dreptei lui Euler si a cercului celor noud puncte* (T. Bdrsan), ,A
new proof for old inequality” (M. Tetiva), ,Asupra calculdrii unor limite de giruri (D. M. Batinetu
-Giurgiu) etc.

De asemenea, vom mai mentiona si un interesant material metodic datorat lui L. Tutescu,
cu titlul ,,Cum se obtine o inegalitate®.

in fine, 0 mentiune trebuie si facem pentru calitatea si varietatea problemelor propuse.

Dan Radu

Revista de matematica a elevilor si profesorilor

din judetul Carasg-Severin

Domnul profesor Lucian Dragomir din Otelul Rosu, presedintele filialei Carag Severin a
S.S.M. R., ne-a expediat ultimul numir apdrut, nr. 20 (anul VIII — 2007) — al revistei locale, pe
care am avut plicerea si o prezentdm in repetate randuri cititorilor nostri.

Prezentul numir debuteazi cu un interesant interviu luat de domnul profesor Lucian
Dragomir academicianului Solomon Marcus prezent in zond (la Caransebes) cu ocazia Comn-
cursului National interdisciplinar ,,+ Poezii“. Desigur, un astfel de interviu — cum era de asteptat
— este extrem de bogat in idei si informatii, deschizidnd noi orizonturi cititorilor revistei.

Dintre materialele publicate, vom mai mentiona: ,Puterea unui punct fati de cerc® (L.
Dragomir), ,,Consideratii asupra teoremei lui Cebagev (M. M. Joita, O. Badescu), ,,Asupra unei
formule trigonometrice (L. Dragomir) etc. De asemenea, revista contine si prezentarea rezultatelor
unor concursuri (locale gi nationale) la care au participat elevii din judet.

Dan Radu

Sfera — revistid de matematici

Domnul profesor Gabriel Tica din Biilesti, redactorul gef al publicatiei, ne-a expediat ul-
timele doud numere apirute (nr. 1, 2/2006-2007) ale revistei ce apare in localitate.

Fatd de numerele anterioare ce ne-au parvenit, remarcim un pas inainte in ceea ce priveste
continutul si calitatea revistei. Ne raliem punctului de vedere al domnului Gabriel Tica care — in
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scrisoarea de trasurd — spune : ... sper ca revista Sfera si reziste cat mai mult in timp si sd aduca,
pe cét se poate si satisfactii intelectuale.“

Vom mentiona titlurile catorva materiale aparute in aceste doud numere : ,Extinderea unei
probleme de loc geometric datd la O.L.M. 2006“ (I. Pdtrascu, G. Tica), ,Criterii de derivabilitate
a girurilor de numere reale* (D. M. Batinetu-Giurgiu, G. Tica), ,Caracteriziri nonstandard ale
paralelogramului (I. Tvdnescu), ,Generalizare si rafinare a inegalititii 2 +y2 + 22 > zy+yz + 224
(M. Bencze) etc.

Vom incheia aceastd scurtd prezentare mentionand ci revista aniverseazi anul acesta cinci
ani de aparitie, prilej cu care dl. prof. univ. dr. George Vraciu — presedinte de onoare al filialei
Dolj a S.S.M.R. — a scris un scurt editorial inserat in numarul 2 al publicatiei.

Dan Radu

Revista de Matematici din Timigsoara

Domnul Profesor Ton Damian Birchi — directorul publicatiei — ne-a expediat nr. 2/2007 al
revistei.

Conform traditiei, revista acordi un spatiu redus materialelor cu caracter teoretic, conti-
nand insd nenumdirate si variate probleme semnate de nume sonore ale invatidmantului roméanesc,
care, desigur gireazd — prin ele insele — calitatea demersului editorial.

Cele trei scurte note matematice publicate in acest numéar sunt : ,Majorare in R", ine-
galitdtile lui Murrhead si Hardy-Littelwood-Polya* (Gh. Eckstein), ,Teorema lui Ceva pentru
poligoane si aplicatii ale sale* (D. St. Marinescu, V. Cornea), ,Despre permutiri“ (Gh. Eckstein).

Dan Radu
RECENZII

MIRON OPREA, Scurta istorie a matematicii
Editura PREMIER, Ploiesti, 2004

Dacé in ceea ce priveste istoria matematicii in Romania, literatura matematicd romaneasca
dispune de cartea de referintd a lui Gh. St. Andonie (in trei volume), cartea acad. Solomon
Marcus ,,Din gandirea matematicd romaneascd“ precum gi de alte lucrdri de mai mici dimensiuni,
istoria matematicii universale este ceva mai slab reprezentatd. Existd doar cele trei carti ale lui
H. Wieleitner, E. Kolman si respectiv A. P. Tuskevici, traduse la Editura Stiintificd in 1963 gi
1964 dup4d versiunea sovietici, iar apoi cartea lui N.N. Mihdileanu, in doud volume (vol. I. Editura
Enciclopedica Romana, Bucuresti 1974, vol. II. Editura Stiintificd si Enciclopedicd, Bucuresti,
1981) precum si unele cirti mai subtiri, litografiate. Desigur, aceste lucrdri sunt greu de procurat
pentru cititorii de astazi.

Din aceste motive, considerim ci aparitia unei noi cirti de istoria matematicii nu poate fi
decat binevenitd. Autorul, distins profesor al Universitatii din Ploiesti, a tinut efectiv acest curs
la anul IIT de la Sectia de Matematici-Informatici a Facultitii de Litere si Stiinte a Universititii.
Dar cartea nu reprezintd doar un curs oarecare, un instrument sec, pe care studentii il folosesc
pentru a-si insusi o materie si a trece respectivul examen. Ea constituie si o lucrare care poate
trezi interesul oricirui om de culturd, din cele mai variate domenii de activitate.

intr-un spatiu mai mult decat rezonabil, de doar 300 de pagini, autorul reuseste sa realizeze
o panorami bine esentializatd, dar foarte consistentd, a matematicii, din cele mai vechi timpuri
pand astazi. Cartea cuprinde urmitoarele 11 capitole:

1. Aparitia matematicii

2. Matematica in antichitate

3. Matematica in civilizatia islamului

4. Matematica in civilizatiile chineza si hindusa

5. Matematica din Europa Evului mediu

6. Matematica in epoca moderna

7. Matematica contemporand

8. Istoria matematicii si a invatdmantului matematic in Romania

9. Figuri feminine in istoria matematicii

10. intampliri hazlii si curiozitdti din viata matematicienilor
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11. Subiecte pentru lucrari de cercetare.
Mai mentiondm ci lucrarea este foarte bine documentata.
Opera marilor savanti, creatori in domeniul matematicii este foarte bine descrisi, textul
este clar, dinamic, lectura agreabild.
Pentru toate aceste motive, o recomandam cu cdldura.
Andrei Vernescu

CRISTINEL MORTICI, Sfaturi matematice: teme si probleme
Editura MINUS, Targovisgte, 2007

O noud lucrare, de maxim folos pentru elevii competitori la concursuri, ca si pentru profe-
sorii acestora, se impune in peisajul literaturii matematice de specialitate.

Autorul este conferentiar la Universitatea Valahia din Targoviste si are ca domeniu de
cercetare Analiza Matematicd, Teoria Ecuatiilor Diferentiale, si Analiza Neliniard. Dar (lucru
de loc obligatoriu pentru un matematician!) a pastrat nealteratd afectiunea pentru problemele
matematicii elementare, afectiune materializata in abilitatea de rezolvare a unor astfel de probleme,
in existenta anumitor cdrti scrise in acest domeniu cat si in prezenta sa permanentd in comisiile
diferitelor concursuri, inclusiv a Olimpiadei nationale.

in circa 300 de pagini lucrarea contine un foarte mare numéir de probleme, impdrtite in zece
capitole, intitulate sugestiv, astfel:

1. Par si impar
. Congruente
. Functia lui Euler
. Principiul cutiei
. Sume telescopice
. Inegalitatea lui Bernoulli
. Inegalitatea mediilor
. Parte intreaga si parte fractionarad

9. Functia caracteristica

10. Ramsey.

Majoritatea capitolelor prezintd la inceput cateva elemente teoretice, utile intelegerii pro-
blemelor. Toate capitolele contin o mare varietate de probleme, unele rezolvate, altele propuse. La
problemele propuse existd intai indicatii, iar apoi, in alt capitol, solutii. Astfel, dac cititorul care
doreste sd rezolve o problem& nu reusgeste, el poate apela intai la indicatie. Aceasta poate declanga
wdeclicul“ necesar al ideii fundamentale a problemei si apoi a rezolvirii Dacd se intAmpini incd
dificultati, atunci se apeleazi la solutii complete, unde se va gasi detaliatd rezolvarea.

Tntreaga carte este scrisd cu mare pricepere gi acuratete si chiar si in acele probleme care,
in enunt, au o usoard tentd hazlie, fondul matematic rdmane nealterat, cu sigurantd scris si de
substantd. Ca si in cunoscuta carte a lui Ch. W. Trigg ,Ingeniozitate si surprizd in matema-
ticd“ cititorul va g#si la majoritatea problemelor cel putin cite o idee matematicd interesanta,
inspiratoare de reflexii ulterioare.

Recomanddm cartea cu caldura.

0~ O Utk W N

Andrei Vernescu

POSTA REDACTIEI

Adrian Reisner — Centrul de calcul E. N. S. T. din Paris, Franta. Am primit articolul
dumneavoastra intitulat ,,Crosetul L;. a doud matrice. Comitetul Redactional va decide asupra
oportunitdtii publicarii lui.

Sorin Pugpana — Colegiul National Stefan Velovan din Craiova. Articolul dumneavoastra
cu titlul ,,O generalizare a teoremelor Stolz-Cesaro“ se afli in atentia Colegiului Redactional care
va hotirl in ce masurd materialul este publicabil sau nu.

Gheorghe Costovici — Catedra de Matematicid a Universitdtii Gh. Asachi din Tagi. La
redactie au parvenit cele doud note matematice expediate de dumneavoastra: ,Trei identitati“ si
»Otudiul a doud giruri“. Le vom supune atentiei Comitetului Redactional.

Mihaly Bencze — str. Harmanului, nr. 6, Sicele. Am primit nota matematicd expedi-
atd de dumneavoastrd cu titlul ,A generalization of Hermite’s identity*“. O vom supune atentiei
Comitetului Redactional.
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Tanase Negoi — Comuna Traian, jud. Teleorman. Nota matematicd expediatd de dum-
neavoastrd cu titlul ,Asupra monotoniei sirurilor lui Traian Lalescu si Dumitru Batinetu-Giurgiu*
se afli in atentia Comitetului Redactional care va hotdri asupra oportunititii publicirii ei.

Roébert Szasz — Str. Rovinari, bl. 32/B/14, Targu Mures. Problema propusd de dumnea-
voastrd va fi supusi atentiei Colegiului Redactional.

Dan Radu

ERATA

1. in G.M.-A nr. 2/2007, la pagina 107, in loc de abstractul publicat se va citi:

In this work we give the most short proof of the convergence of the sequence of

n!

general term a, = to a limit greater than 1. We use only the known monotony

n”H’% e~ n

1\" 1\"*2
of the sequences of general term <1 + —> , (1 + —) and two inequalities.
n n
1

\" \""
Key words: convergent sequence, monotonic sequence, (1 + —) , (1 + —) ,
n n

Qn.
M.S.C.: 40A05, 40A20.

2. In G.M.-A nr. 2/2007, la pagina 134, pe randul 8 de sus in loc de V& € G “ se
va citi: ,Vz,y € G % iar pe randul 10 de sus, in loc de ,M = 0 “ se va citi: ,M # 0 “. De
asemenea, pe randul 13 de sus, in loc de ,22" T2k 4 1¢ se va citi: ,,2" 2k + 1 iar pe randul
3 de jos, in loc de ,2(4R +r(*(2R — r) > p*(11R — 4r)* se va citi:

w2(4R +1)2(2R —r) > p*(11R — 4r)“.

3. In G.M.-A nr. 2/2007, pe coperta IV, pe randul 15 de jos, in loc de ,Romne* se
va citi: ,Roméne®.
Redactia
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