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La mai putin de un an de la decesul doam-
nei profesor Luciana Lupas, o noud lovitura avea
sd se abata atat asupra familiei, cit gi a intregii
comunitatii matematice: in ziua de 14 august
2007, dupa o scurta dar grea suferinta, matemati-
cianul profesor universitar doctor Alexandru Lu-
pas s-a stins din viata.

Ne-a parasit un matematician de prim or-
din, un om de o inteligentd scaparatoare, un
cercetator gi dascal universitar de mare valoare.
Iar pentru cei care au avut privilegiul de a-l
cunoaste, ne-a pardsit un maestru, un sfatuitor
competent, un bun prieten. Era un om de cea
mai desavarsita urbanitate, care avea darul cu to-
tul special de a-i face pe interlocutori sa se simta
bine, sa fie captivati de ceea ce le spunea; era un
om care impartasea o viziune optimista asupra vietii, muncii si matematicii...

Pentru matematica roméneascd, disparitia profesorului universitar doctor
Alexandru Lupas a insemnat o imensd pierdere. Printr-o coincidenti a soartei,
aceastd pierdere s-a produs exact in aceeasi zi cu cea a altui matematician romén,
de data aceasta din diaspora din Canada, anume profesorul Radu Theodorescu (n.
12 aprilie 1933).

Comunitatea matematica, in intregime, a primit vestea decesului profesorului
Alexandru Lupas cu profundi consternare si tristete, nu numai pentru ci opera sa
matematici este foarte valoroasa si pentru ci mai avea multe de spus, dar si pentru
ca era foarte apreciat, respectat si indragit.

Opera matematicd a profesorului va raméane ca un bun definitiv cagtigat in
matematica romaneascd. Aceastd operd este alcdtuitd din peste 130 de articole
(peste 100 de articole stiintifice si 27 de articole didactico-stiintifice), 6 monografii, 10
cursuri universitare gi doud carti pentru inviatiméantul preuniversitar; de asemenea,
profesorul Alezandru Lupas a propus si numeroase probleme profunde gi elegante.
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Alezandru Lupas (pe numele complet Alexandru Ioan Lupas) s-a niscut in
ziua de 5 ianuarie 1942 la Arad, ca al doilea fiu al juristului Octavian Lupas $i al
Liviei Lupas, de asemenea juristd. Tatal sdu a fost implicat si in viata cetatii fiind
primarul Aradului in perioada 1943-1944. Fratele sdu mai mare cu un an, Adrian
(Dinu) Lupas este inginer la Timigoara.

Face studiile liceale la faimosul Liceu Moise Nicoara din Arad; printre fostii
elevi ai Liceului se afld importanti matematiciani roméni, dintre care nu mai putin de
patru membri ai Academiei Roméane, anume Tiberiu Popoviciu (1906-1975), Caius
Tacob (1912-1992), iar din generatia actuald de academicieni, Dimitrie D. Stancu
(n. 1927) si Ivan Singer (n. 1927). De asemenea, la Liceul Moise Nicoard, dar
ulterior lui Alexandru Lupasg, au invatat profesorii universitari de la Cluj-Napoca
Radu Precup si Mircea Ivan.

Alexandru Lupag sustine examenul de bacalaureat in 1959 si, in toamna
aceluiag an, este admis, pe bazd de examen, la Facultatea de Matematica a Uni-
versitatii Babeg-Bolyai de la Cluj. Aici profesa cu maiestrie si stralucire o faimoasa
pleiada de profesori. Studentul Alezandru Lupas va audia, printre altii, pe profe-
sorii (in ordine alfabeticd) L. Bal, G. Calugdreanu, D. V. Ionescu, T. Mihdilescu,
P. T. Mocanu, Gh. Pic, T. Popoviciu i D.D. Stancu. Este atras in special de ideile
din Analiza numericid gi Teoria aproximarii, din prelegerile lui D. V. Ionescu, T.
Popoviciu i D.D. Stancu, maestii sii, pe care ii evoca adesea, cu aleasd apreciere si
caldura.

In 1964, imediat dupa absolvire, este repartizat cercetitor la Institutul de
Calcul din Cluj, al Academiei, infiintat prin stridaniile lui Tiberiu Popoviciu, inca
din 1957 si al cirui director era inci de la infiintare. Inci din primii ani de activitate,
tanarul cercetitor se afirmi atat prin lucrari originale, profunde si elegante, cat si
prin participari la Seminarii, Conferinte i Congrese internationale, participari care
vor fi continuate in intreaga sa carierd. Va deveni rapid cercetitor principal.

In 1966 se cisitoreste cu Luciana Eugenia-Ruzandra Tiriac, niscutd la 26
aprilie 1944, la Sannicolaul Mare (jud. Arad), fiica doctorului Stefan Tiriac si a
Eugeniei Tiriac. Luciana era o stralucitoare studentd la Matematica, la Cluj si
avea sa termine facultatea in 1967, ca sefi de promotie, fiind imediat retinuta la
Catedra de Analizd Matematicd (sef de catedrd — prof. Tiberiu Popoviciu). La
aceastd catedra, Luciana Lupas va lucra fira intrerupere pana in 1976 gi va obtine
in 1978 titlul gtiintific de doctor in matematica.

In 1971 Alezandru Lupas obtine, prin concurs, o bursd Humboldt. Plecat in
Germania de Vest, absolva Goethe Institut din Rothenburg ob der Tauber, prin care
aprofundeaza limba germand, absolut necesard in cercetirile matematice pe care
le va face acolo. Apoi lucreaza ca bursier-cercetator la Institutul de Matematica al
Universitatii din Stuttgart, respectiv Tiibingen, sub indrumarea profesorului Werner
M. Meyer-Kinig (26 mai 1912-26 decembrie 2002). Acesta este bine cunoscut in
teoria aproximirii in special datoritd operatorului de aproximare a functiilor pe care
l-a definit, odata cu K. Zeller si care se numeste astazi operatorul Meyer-Konig si
Zeller. In ziua de 28 aprilie 1972 A. Lupas sustine disertatia doctorald intitulatd ,,Die
Folge der Betaoperatoren®, in fata unei comisii prezidate de W. Meyer-Kdnig. Obtine
astfel foarte apreciatul titlu german de ,Doktor der Naturwissenschaften” in
specialitatea matematici (echivalentul titlului numit la universititi din alte tari
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ndoctor rerum naturae”); aceasta acordare a titlului a fost ficutd cu distinctia maxi-
mi («Gesamturteil: ,,mit Auszeichnung bestanden*“>>). A fost singurul care
a obtinut, in acel an, titlul cu distinctie maxima.

Revenit in tard, Alexandru Lupag va rezolva rapid altd problem&. Anume,
in 1970, fusese admis pe baza de concurs, la doctorat la T. Popoviciu si sustinuse
toate examenele si referatele. Mai avea doar de finalizat §i de sustinut teza, a carei
arhitecturd era mai de mult stabilitd. Prin decesul neagteptat al acad. Tiberiu
Popoviciu din 1975, doctorandul Alezandru Lupas (deja Doktor din Germania)
este repartizat celuilalt mare specialist in Analiza numerici gi Teoria aproximirii
de la Cluj, profesorul doctor Dimitrie D. Stancu; sub indrumarea domniei sale, va
finaliza rapid pregitirea tezei de doctorat intitulata ,,Contributii la teoria aproximarii
prin operatori liniari“, pe care o va sustine la Univesitatea Babeg-Bolyai la 19 iunie
1976, obtinand si titlul roménesc de doctor in matematici. Avea deja 23 de lucriri
stiintifice publicate. Alexandru Lupas povestea cu multd plicere despre frumoasa
colaborare ca de la maestru la discipol pe care i-a oferit-o cu cordialitate profesorul
D. D. Stancu. Pentru profesor, a fost unul dintre cele cateva doctorate preluate de
la T. Popoviciu; ulterior, acad. D. D. Stancu va conduce peste 40 de doctorate.

Dar, in 1975, venise, ca un traznet din cer senin, decizia ceaugista absurda si
discretionara, de desfiintare a tuturor institutelor de cercetari ale Academiei. Aca-
demicianul Miron Nicolescu, in dubla calitate de Pregedinte al Academiei i de di-
rector al Institutului de Matematicd al Academiei, dupd un demers nereusit de re-
dresare a situatiei, precum si academicianul Tiberiu Popoviciu, directorul Institutului
de Calcul din Cluj al Academiei, inceteazd din viata, pur si simplu de inimi rea.
Cercetatorilor li se desface automat contractul de munci, interzicAndu-le de a trece
in acel an in invitidmantul superior. Matematicianul Alexandru Lupas lucreazi, din
mai 1975 pand in septembrie 1976, ca cercetdtor principal la Institutul de Tehnica
de Calcul din Cluj (care, nefiind subordonat Academiei, nu fusese desfiintat!); in
aceasta perioadd, doamna Luciana Lupas continud sa lucreze la Catedra de Analiza
Matematica de la Universitatea Babeg-Bolyai.

In 1976, familia Lupas ia o hotirare importanti, pe care o gi pune in aplicare:
se stabilegte la Sibiu, unde se va dedica muncii la catedra in invitadméantul superior.
Alezandru Lupas va fi succesiv lector (1976-1980), conferentiar (1980-1990) si pro-
fesor (inclusiv indrumitor de doctorat) din 1990. La Sibiu va scrie toate celelalte
articole, cat si 16 carti. A predat cursuri de Algebra liniard, Geometrie analitica
si diferentiald, Matematici speciale, Analizi numericid, Metode numerice, Calcul
operatorial finit, Matematici computationale. Doamna Luciana Lupas a predat in
special Analizd matematica, fiind lector in perioada 1976-1982, iar apoi conferentiar.
Cursurile sale elegante au ramas de neuitat pentru fogtii studenti.

Animat de dorinta edificarii unui invatamaéant superior de cea mai buna calitate
in Sibiu, Alezandru Lupas a avut gi unele activitati manageriale: a fost seful catedrei
de Mecanica aplicatd la vechiul Institut Tehnic Superior, apoi rector interimar al
Universitatii Lucian Blaga in 1990, decan al Facultatii de Stiinte din Sibiu in 1990-
1992, prorector al Universitatii Romano-Germane din Sibiu in 1998-1999, gef al
Catedrei de Matematica a Universititii Lucian Blaga in 199-2000. La inceputul
anilor 1990 a avut o contributie decisiva pentru obtinerea atestatelor si acreditarilor
necesare Universitatilor din Sibiu.
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Alexandru Lupas a fost, cu incepere din 1968, recenzent la ,Mathematical
Reviews® gi la ,,Zentralblatt fiir Mathematik“, unde a publicat numeroase recenzii.
A fost pregedintele Filialei Sibiu a S.S.M.R. in perioada 1977-1991.

Nouéd matematicieni au obtinut titlul de doctor sub indrumarea profesorului
Lupag: Vasile Mihesan (1997), Emil C. Popa (1998), Dorian Popa (1999), Dana
Simian (2002), Adrian Branga (2003), Florin Sofonea (2004), Eugen Constantinescu
(2004), IToan Popa (2005) si Ioan Tincu (2006). In prezent toti ocupd pozitii in
invitdmantul universitar, primul este profesor universitar, iar ceilalti sunt conferen-
tiari, respectiv lectori universitari.

Profesorul Alezandru Lupas participase, incepand din 1980, imediat dupa ce a
fost numit conferentiar, ca membru examinator la examene de doctorat si ca membru
examinator- coreferent in nenumarate comisii de doctorat.

A organizat numeroase manifestari gtiintifice de matematici, dintre care men-
tiondm: Simpozioanele de inegalititi matematice de la Sibiu (1981, 1984, 1987,
1992), Seminariile roméno-germane de teoria aproximdrii, denumite, pe scurt,
RoGer, initiate impreund cu doamna Luciana Lupas si cu profesorul german Heiner
H. Gonska, de la Universitatea din Duisburg (Cluj-1996, Sibiu-1998, Bragov-2000,
Sibiu-2002, Cluj/Biigoara-2004). Editia de anul acesta a seminarului RoGer s-a
desfigurat intre 1 gi 4 octombrie, la Konigswinter (Germania) si a fost dedicati
memoriei profesorilor Luciana Lupas si Alexandru Lupas. Profesorul Alexandru
Lupas a initiat Congresul International de Inegalititi si Aplicatii, Timigoara, 2001,
cat gi Conferinta Internationald de Inegalititi si Aplicatii, Melbourne, 2004.

A tinut numeroase conferinte: la Oberwolfach (1969), Sofia si Varna (1970),
Stuttgart (1971), Stokholm (1974), Lund (1974), Hagen (1990, 1997), Dortmund /
Witten (1995, 1998), Duisburg (1996), Siegen (1996).

A fost membru in Comitetele de redactie ale mai multor reviste de specialitate:
,Journal of Mathematical Analysis and Approximation Theory* (JMAAT), , Journal
of Concrete and Applied Mathematics®, ,,Gazeta Matematica -Seria A“, | General
Mathematics®, ,,Octogon®, ,, Arhimede®.

Articolele gi conferintele sale sunt foarte mult citate in reviste de prestigiu.
In 27 de lucriri numele siu este citat in titlu. A fost risplitit cu anumite medalii
si diplome, ultima fiind diploma de excelenti acordata de citre S. S. M. R. in 2006
(despre care s-a relatat pe larg in nr. 1/2007, pp. 62-69).

Nu incercam ca in acest articol dedicat memoriei profesorului si analizam
opera sa. De altfel, acest demers ar necesita mult mai mult spatiu. Precizam insi
cd lucrarile gtiintifice ale profesorului Alezandru Lupas se referd in special la urma-
toarele domenii, in care era maestru: analiza matematica clasicd, inegalitati, conve-
xitate, analizd numerici, teoria aproximarii, teoria constructivd a functiilor, functii
speciale, calcul operatorial finit (calcul umbral), g-calculus. Incd o dat#, subliniem,
in toate aceste domenii, profesorul Lupas era un profund cunoscator.

In anul 2006 familia Lupas a fost lovitd de o mare nedreptate a soartei:
doamna Luciana Lupas inceteaza din viata la 9 septembrie, ca urmare a unei boli ne-
miloase. Profund indurerat, profesorul Lupas traverseazi cu mare demnitate aceasta
perioada, atat de dificild, tinind cursurile cu regularitate gi inca lucrand matematica.

Se stinge din viatd ca urmare a unui infarct.

Traditia familiei lui Alezandru si a Lucianei Lupas este continuatéa de fiul lor,
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Tudor (n. 1980), inginer automatist gi matematician.

Profesorul Alezandru Lupas a diruit matematicii roménegti valoroase si origi-
nale rezultate. A fost un om al cercetirii matematice, al zidirii temeinice de invati-
turd, al edificirii Universititilor din Sibiu (Universitatea Lucian Blaga si Universi-
tatea Romano-Germand). A sprijinit intotdeauna cauzele drepte i umane, ajutand
cu vorba sa, care intotdeauna avea greutate, dar si cu fapta.

Va rdméne in amintirea tuturor celor care l-au cunoscut ca un matematician
deosebit, un interlocutor minunat, un om care avea darul de a face si se simta bine
cei cu care vorbea.

Toti cei care au avut privilegiul de a-1 cunoagte mai indeaproape l-au respectat
si l-au indragit.

Pastrandu-i cu grija amintirea, rAmanem in minte cu imaginea sa nobila si
luminoasa. Aceasta imagine a profesorului Alezandru Lupas va dainui intotdeauna
ca o raza vie de lumina, de adevar, de iubire de aproape, de viata.

Andrei Vernescu

Caracterizari ale punctelor eficiente,
slab eficiente si ideale ale functiilor derivabile

DE EUGENIA DucA st DoreL I. Duca

Abstract

The authors continue their presentation concerning generalizations for the case
of differentiable function taking values in R.

Key words: optim point, Pareto point, Slater point, differentiable function.

M.S.C.: 26B05, 58E17.

1. Introducere

Asga cum s-a vazut in [3], [5], generalizarea notiunii de punct de optim al unei
functii reale se poate face in mai multe moduri si aceasta deoarece pe spatiul R? nu
se poate introduce o relatie de ordine totald (completd), compatibild cu operatiile
aritmetice uzual introduse pe RP.

Dacd w = (u1,...,up) si v = (v1,...,vp) sunt doud puncte din spatiul RP?,
atunci vom scrie ca:

u = v dacd si numai dacd pentru fiecare j € {1,...,p} avem u; < vy;

u < v dacd si numai dacd pentru fiecare j € {1,...,p} avem u; < v; ;

u < v dacd si numai dacid u < v §i u # v.

Evident u < v dacd gi numai dacd pentru fiecare j € {1,...,p} avem u; < v;
si exista cel putin un indice k € {1,...,p} cu proprietatea ci uy < vy.

Reamintim notiunile de punct eficient, punct slab eficient si punct ideal (vezi,
de exemplu, [3] si [5]).

Definitia 1. Fie D o submulfime nevida, f : D — RP o functie vectoriald, S
o submultime nevidd a lui D si xg € S. Spunem cd xo este
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a) punct eficient (sau punct Pareto, sau punct nedominat) de minim al functiei
f relativ la S, dacd nu existd x € S astfel incit f(x) < f(xo);

b) punct slab eficient (sau punct Slater, sauw punct nedominat strict) de minim
al functiei f relativ la S, dacd nu existd x € S astfel incdt f(x) < f(xo);

c) punct ideal de minim al functgiei f relativ la S, dacd pentru orice x € S,
are loc inegalitatea f (x0) < f (z);

d) punct eficient (sau punct Pareto, sau punct nedominat) de mazim al func-
tiei f relativ la S, dacd nu ezxistd © € S astfel incdt f(xo) < f(zx);

e) punct slab eficient (sau punct Slater, sau punct nedominat strict) de maxim
al functiei f relativ la S, dacd nu exista x € S astfel incdt f(xo) < f(z);

f) punct ideal de mazim al functiei [ relativ la S, dacd, pentru orice x € S,
are loc inegalitatea f (x) < f (x0);

g) punct eficient (sau punct Pareto, sau punct nedominat) al functiei f relativ
la S, daca este punct eficient de minim sau punct eficient de mazim al functiei f
relativ la S,

h) punct slab eficient (sau punct Slater sau nedominat strict) al functiei f
relativ la S, dacd este punct slab eficient de minim sau punct slab eficient de mazxim
al functiei f relativ la S,

i) punct ideal al functiei f relativ la S, dacd este punct ideal de minim sau
punct ideal de mazxim al functiei f relativ la S.

Are loc urmatoarea afirmatie (demonstratia este imediata) :

Teorema 2. Fie D o submultime nevidd, S o submultime nevidd a lui D
si f: D — RP o functie vectoriald. Daca xo € S este punct eficient de minim
(respectiv de mazim) al functiei f relativ la S, atunci xo este punct slab eficient de
minim (respectiv de mazim) ol functiei f relativ la S.

Observatia 3. Reciproca teoremei 2 nu este adevirata aga cum ne arata
urmatorul exemplu:

Exemplul 4. Fie f: R — R? functia definitd prin:

fx)= (932, 0) , pentru orice z € R,

gi fie S = R. Atunci x = 0 este unicul punct eficient de minim al functiei f relativ
la S, in timp ce orice x € S este punct slab eficient de minim al functiei f relativ la
S.

Teorema 5. Fie D o submultime nevidd, S o submultime nevidd a lui D
si [ : D — RP o functie vectoriald. Daca functia f are cel putin un punct ideal
de minim (respectiv de maxim) relativ la S, atunci multimea punctelor eficiente
de minim (respectiv de mazim) ale functiei f relative la S coincide cu mulfimea
punctelor ideale de minim (respectiv de mazim) ale functiei f relative la S.

Demonstratie. Demonstratia se poate gisi in [5]. O

Observatia 6. Daca functia f : D — R? nu posedi puncte ideale de minim
(respectiv de maxim) relative la multimea S C D, nu rezultd numaidecat ca ea nu
posedd puncte eficiente de minim (respectiv de maxim) relative la S. Existd functii
f D — RP care nu posedd puncte ideale de minim relative la multimi S C D, dar
posedd puncte eficiente de minim relative la S (vezi [5]).

Definitia urmatoare precizeaza notiunea de eficienta locala:
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Definitia 7. Fie D o submultime nevidd a multimic R™, f: D — RP o
functie vectoriala, S o submulfime nevidd a lui D gi xg € S. Spunem cd xqy este

a) punct eficient (sauw punct Pareto, sau punct nedominat) de minim local al
functiei f relativ la S, daca ezxista o vecindatate V a punctului xog astfel incit xo sa
fie punct eficient de minim al functiei f relativla SNV,

b) punct slab eficient (sau punct Slater, sau punct nedominat strict) de minim
local al functiei [ relativ la S, daca existd o vecindtate V a punctului xq astfel tncit
xo sa fie punct slab eficient de minim ol functiei f relativia SNV,

c) punct ideal de minim local al functiei f relativ la S, dacd existd o vecindtate
V' a punctului xo astfel incit xo sa fie punct ideal de minim al functiei f relativ la
SNV,

d) punct eficient (sau punct Pareto, sau punct nedominat) de mazim local al
functiei f relativ la S, dacd existd o vecindtate V a punctului xo astfel incdt xqg sa
fie punct eficient de mazxim al functiei f relativ la SNV

e) punct slab eficient (sau punct Slater, sau punct nedominat strict) de mazim
local ol functiei f relativ la S, daca existd o vecindtate V a punctului xqo astfel incdt
xo sa fie punct slab eficient de maxim al functiei f relativ la SNV,

f) punct ideal de mazim local al functiei f relativ la S, dacd existd o vecindatate
V' a punctului xy astfel incit xo sa fie punct ideal de mazim al functiei f relativ la
sSNv;

g) punct eficient (sau punct Pareto, sau punct nedominat) local al functiei f
relativ la S, daca xq este punct eficient de minim local sau punct eficient de mazxim
local al functiei f relativ la S,

h) punct slab eficient (sau punct Slater sau punct nedominat strict) local al
functiei f relativ la S, daca xg este punct slab eficient de minim local sau punct slab
eficient de maxim local al functiei f relativ la S;

1) punct ideal local al functiei f relativ la S, dacd xo este punct ideal de minim
local sau punct ideal de mazxim local al functiei f relativ la S.

Exemplul 8. Fie f: R — R? functia definitd prin

f(z) = (22° — 32°,0),

oricare ar fi x € R, gi fie S = R. Atunci xo = 0 este punct eficient de mazxim local
al functiei f relativ la S, iar xo = 1 este punct eficient de minim local al functiei f
relativ la S. Functia f nu are puncte eficiente relativ la S. Toate punctele multimii
S sunt slab eficiente de minim relativ la S gi slab eficiente de mazim relativ la S.

Mai multe proprietdti ale punctelor eficiente, slab eficiente si ideale, fara
ipoteze de derivabilitate asupra functiei, se pot gisi, de exemplu, in [3] si [5].

In aceasti lucrare vom da cateva conditii necesare si cateva conditii suficiente
pentru ca un punct si fie eficient, slab eficient sau ideal pentru o functie vectoriala
derivabila.

2. Conditii necesare pentru punctele eficiente, slab eficiente si ideale
ale functiilor derivabile

Rezultatele prezentate in acest paragraf generalizeazi, intr-un anumit sens,
celebra teorema a lui P. Fermat:

Teorema 9. (P. Fermat) Fie D o submulfime nevidd a mulfimii R, zo € R
st f: D — R o functie. Daca

261



(i) zo este punct interior al multimii D;

(i) functia f este derivabild in punctul x;

(iii) xo este punct de optim local al functiei f relativ la D,
atunci

f/ ($0) =0.

In cazul punctelor ideale are loc o analoagi a teoremei lui Fermat:
Teorema 10. Fie D o submulfime nevidd a mulfimii R, zo € R gi
fisoo s fp: D —= R p functii reale. Daca
(i) zo este punct interior al multimii D;
(ii) functiile f1,..., fp sunt derivabile in punctul xo;
(iii) xo este punct ideal local al functiei [ relativ la D,
atunci

f' (o) = (fi (o), f (w0)) = 0.

Demonstratie. Si presupunem, fard a restrange generalitatea, cd xg este
punct ideal de minim al functiei f relativ la D. Atunci, din (i) gi (iii), urmeaza ci
existd un numadr real r > 0 astfel incat V = (zg —r,zo +7) C D i fi (z0) £ fi (),
oricare ar fi z € V. N D si oricare ar fi k € {1,...p}.

Rezultd cd z¢ este punct de minim local pentru fiecare din functiile f1,..., fp
relativ la D; atunci, in baza teoremei lui Fermat, fi (zo) =0, ..., f, (¥0) = 0. Teorema
este demonstrata.

Sa observam ci o analoagd directd a teoremei lui Fermat nu are loc in cazul
punctelor eficiente si slab eficiente. Intr-adevir, fie fi, f» : R — R functiiile definite
prin

fl (l‘) = 332, f2 (1’) = 1,3’

pentru orice z € R. Se poate constata usor cd zp = —1 este punct eficient (si
slab eficient) de minim local al functiei f = (f1, f2) relativ la R. Evident func-
tiile f1, f2 sunt derivabile in punctul xy = —1 §i f{(-1) = =2, fi(=1) = 3, deci
F(wo) = (~2,3) # (0,0).

Sa reformulam teorema lui Fermat:

Teorema 11. (P. Fermat) Fie D o submultime nevidd a multimii R, zy € R
si f: D — R o functie. Daca

(i) zo este punct interior al multimii D;

(ii) functia [ este derivabild in punctul xo;

(ii) f (20) # 0,
atunci o nu este punct de optim local al functiei f relativ la D.

In cazul punctelor eficiente si slab eficiente are loc o analoagi a teoremei 11:

Teorema 12. Fie D o submulfime nevidd a mulfimit R, o € R gi
fisoo s fp: D —= R p functii reale. Daca

(i) zo este punct interior al multimii D;

(ii) functiile f1,..., fp sunt derivabile in punctul xo;

(iii) f1. (zo) > 0, oricare ar fi k € {1,...,p},
atunci xo nu este punct slab eficient local al functiei f = (fi1,..., fp) relativ la D.

Demonstratie. Punctul x( fiind interior multimii D, existd un numar real
0 > 0 astfel incat sa avem (zg —d, 20+ 0) C D. Pe de alta parte, din faptul ci pentru
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fiecare k € {1, ...,p}, avem

Jr (2) = fr (20)

li = fi >0,
Jim pra— i (o)
deducem ci, pentru fiecare k € {1,...,p}, existd un numar real r, € (0,0) astfel ca
sa avem
r — X

pentru orice x € (xg — Tk, xo + k) \ {x0}-
Fie r = min{ry : k € {1, ...,p}}. Atunci r > 0 si

(xo —ry20+7) C DN (20 — 1Ky xo + 78), (2)

pentru orice k € {1, ..., p}.
Acum, din (1) si (2), deducem cd

fr (@) < fi (o),

pentru orice x € (xo — r,20) si k € {1,...,p} si

T (x) > fi (x0),

pentru orice x € (zg,x0 +7) si k € {1,...,p}, adica

f (@) < f(zo), (3)

pentru orice x € (xg — 7, o) si

f (l‘) > f (l’o) ) (4)

pentru orice x € (g, xo+7), ceea ce ne aratd ci xo nu este nici punct slab eficient de
minim local al functiei f relativ la D (relatia (3)), nici punct slab eficient de maxim
local al functiei f relativ la D (relatia (4)). O
Cu o demonstratie analoagi se poate justifica afirmatia urméatoare:
Teorema 13. Fie D o submulfime nevidd a mulfimit R, o € R gi
fi,o, fo : D — R p functii reale. Dacd
(i) zo este punct interior al multimii D;
(ii) functiile f1,..., fp sunt derivabile in punctul xo;
(iii) ff (zo) <O, oricare ar fi k € {1, ..., p},
atunci xo nu este punct slab eficient local al functiei f = (fi,..., fp) relativ la D.
Observatia 14. Dacid p = 1, atunci teoremele 12 gi 13 devin teorema 11.
Din teoremele 12 gi 13, in baza teoremei 2, rezultd urmatoarele doua afirmatii:
Teorema 15. Fie D o submultime neviddi o multimii R, xg € R gi
fis s fp i D — R p functii reale. Daca
(i) zo este punct interior al multimii D;
(ii) functiile f1,..., fp sunt derivabile in punctul xo;
(iii) f}, (zo) > 0, oricare ar fi k € {1,...,p},
atunci xo nu este punct eficient local al functiei f = (f1, ..., fp) relativ la D.
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Teorema 16. Fie D o submulfime nevidd a mulfimii R, zo € R gi
fi,o, fo : D — R p functii reale. Dacd
(i) zo este punct interior al multimii D;
(ii) functiile f1,..., fp sunt derivabile in punctul xo;
(iii) f}, (zo) <0, oricare ar fi k € {1,...,p},
atunci xo nu este punct eficient local al functiei f = (f1, ..., fp) relativ la D.
Observatia 17. Dacid p = 1, atunci teoremele 15 gi 16 devin teorema 11.
Afirmatia urmatoare da o conditie necesard ca un punct si fie eficient local.
Teorema 18. Fie D o submulfime nevidd a mulfimit R, o € R gi
fis s fp i D — R p functii reale. Daca
(i) zo este punct interior al multimii D;
(ii) functiile f1,..., fp sunt derivabile in punctul xo;
(ili) xo este punct eficient local al functiei f = (fi1,..., fp) relativ la D,
atunci existd p numere reale a1, ...,ap, 2 0, nu toate nule, astfel incdt

a1 fi (wo) + ... + apf;, (zo) = 0.

Demonstratie. Numerele reale fi (zo),..., f;, (z0) nu pot fi toate strict po-
zitive sau toate strict negative. Intr-adevir, daca numerele f] (zq), ..., fp (o) ar fi
toate strict pozitive (sau toate strict negative), atunci in baza teoremei 15 (respectiv
a teoremei 16), xg nu ar fi punct eficient local al functiei f relativ la D, fapt care,
evident, contrazice ipoteza.

Atunci avem doud posibilitati:

a) existd k € {1, ...p} astfel incat f; (o) =0,
sau/si

b) exista k, j € {1,...,p} astfel incat f; (xo) <0 si f} (z0) > 0.

Daca are loc alternativa a), atunci numerele reale a1, ..., a, date de relatia

_J 0, dacd i€ {l,..,p}\{k}
@i = 1, dacd i =k,

satisfac concluzia teoremei.
Daca are loc alternativa b), atunci numerele reale as, ..., a, date de relatia

fi(2%), daca i=k
a; =14 —fj (:co) , dacd i=7j
0, dacd i€ {l,...,p}\ {k,j}

satisfac concluzia teoremei. Teorema este demonstrata.

In baza teoremei 2, din teorema 18, rezultd imediat urmitoarea afirmatie.

Teorema 19. Fie D o submulfime nevidd a mulfimit R, o € R gi
fi,..., fo: D — R p functii reale. Daca

(i) zo este punct interior al multimii D;

(ii) functiile f1,..., fp sunt derivabile in punctul xo;

(ili) xo este punct slab eficient local al functiei f = (fi,..., fp) relativ la D,
atunci existd p numere reale a1, ...,ap, 2= 0, nu toate nule, astfel incdt

a1 fi (wo) + ... + apf;, (zo) = 0.
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Pentru punctele ideale are loc urmatoarea afirmatjie:

Teorema 20. Fie D o submulfime nevidd a mulfimit R, zg € R gi
fi,..., fo: D — R p functii reale. Daca

(i) zo este punct interior al multimii D;

(ii) functiile f1,..., fp sunt derivabile in punctul xo;

(iii) o este punct ideal local al functiei f = (f1,..., fp) relativ la D,
atunci, pentru orice p numere reale a1, ...,a, = 0, are loc egalitatea

a1 fi (zo) + ... + ap f, (x0) = 0.

Demonstratie. Se aplicd teorema 10.

3. Conditii suficiente pentru punctele eficiente, slab eficiente si
ideale ale functiilor derivabile

In cele ce urmeazi avem nevoie de urméitoarea afirmatie a ciirei demonstratie
se poate gisi, de exemplu, in [1].

Teorema 21. Fie I un interval din R, xg € I si F : D — R o functie
derivabild in xg. Daca functia ' este convexd pe I, atunci

F'(x0) (¥ — w0) < F (z) = F (20) ,

oricare ar fi x € I.

Are loc urmitoarea afirmatie.

Teorema 22. Fie I un interval al multimii R, xg un punct interior al lui 1
st f1,..., fp: I = R p functii derivabile in punctul xo.

Daca exista p numere reale ai, ...,a, 2 0, nu toate nule, astfel incdt:

(i) functia F = a1 fi+ ...+ apfp : I — R este convexd;

(11) alf{ (xo) + ...+ aple) (IQ) = 0,
atunci xo este punct slab eficient de minim al functiei f = (f1,..., fp) relativ la I

Demonstratie. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca xy nu
este punct slab eficient de minim al functiei f relativ la I. Atunci existd un punct
x1 € I cu proprietatea ca

Jr(@1) < fi (20) (5)

oricare ar fi k € {1,...,p}.
Daca tinem seama cd numerele pozitive ay, ..., a, nu sunt toate nule, din (5),
deducem ca

a1 fi (Il) + ...+ apfp ($1) <aifi (xo) + ...+ apfp (IQ) ,

deci
F (z1) < F(x0). (6)

Pe de alta parte, functia F' este derivabila in punctul z( si
F' (z9) = a1 f] (wo) + ... + apf;; (zg) = 0. (7)
Din faptul ca functia F' este convexa, in baza teoremei 21, avem ca

F'(20) (z1 — w0) = F (21) — F (20) - (8)
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Atunci, din (6), (7) si (8), deducem ca
0=F'(x0) (1 — x0) £ F(21) — F (20) <0,

ceea ce este o contradictie.

Folosind aceastd teoremd, deducem imediat urméatoarea afirmatie:

Teorema 23. Fie I un interval al multimii R, xg un punct interior al lui 1
st f1,.., fp: I = R p functii derivabile in punctul xo. Dacd

(i) functiile fi, ..., fp sunt conveze;

(ii) emista p numere reale a1, ...,a, = 0, nu toate nule, astfel incdt

a1 f{ (zo) + ... + apfy (20) =0,

atunci xo este punct slab eficient de minim al functiei f = (f1,..., fp) relativ la I.

Demonstratie. Se aplica teorema 22, tinind seama ci functia F' = ayf1 +
+...+apfp : I — R este convexa.

Observatia 24. Dacd p = 1, atunci teoremele 22 gi respectiv 23, devin
binecunoscuta afirmatie:

Teorema 25. Fie I un interval al multimii R, xg un punct interior al lui I
si F: I —- R o functie convexd pe I. Daca functia F este derivabild in punctul xg
si F' (x9) = 0, atunci xq este punct de minim al functiei F relativ la I.

Observatia 26. Fie f : R — R? functia definitd prin

f(z) = (22° — 32°,0) ,

pentru orice x € R = I. Pentru zg = 0, a; = 0, as = 1, ipotezele teoremei 22 sunt
indeplinite; urmeazi cd xo = 0 este punct slab eficient de minim al lui f relativ la S.
Constatam (vezi exemplul 8) c& ¢ nu este punct eficient de minim al lui f relativ la
S (nici méacar punct eficient de minim local). Urmeazi cd daci ipotezele teoremei 22
sunt indeplinite, nu rezultd ci xy este punct eficient de minim al functiei f relativ
la 1.

Urmatoarele doua teoreme ne spun ca daca in teoremele 22 gi 23 numerele
ai,...,ap sunt strict pozitive, atunci g este punct eficient de minim al functiei f
relativ la I.

Teorema 27. Fie I un interval al multimii R, xg un punct interior al lui T
§i fi,.., fp: I — R p functit derivabile in punctul zo.

Daca existd p numere reale strict pozitive aq, ..., ap astfel incdt:

(i) functia F = a1 f1 + ... + apfp : I — R este convezd;

(11) alf{ (xo) + ...+ apfl’, (IQ) = 0,
atunci xo este punct eficient de minim al functies f = (f1,..., fp) relativ la I.

Demonstratie. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca xy nu
este punct eficient de minim al functiei f relativ la I. Atunci existd un punct x; € T
cu proprietatea ca

T (z1) = fr (20) 9)
pentru orice k € {1, ...,p} gi existd un indice j € {1,...,p} astfel incat
fi(@1) < fj (20) - (10)
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Intrucat numerele ay, ..., a, sunt strict pozitive, din (9) si (10), deducem ca

arfi(x1) + ... +apfp (x1) < arfi (xo) + ... + apfp (20),

deci
F (z1) < F(x0). (11)

Pe de alta parte, functia F' este derivabila in punctul zq si
F' (x0) = a1 fi (x0) + ... + apf, (x0) = 0. (12)
Din faptul ca functia F' este convexa, in baza teoremei 21, avem ca
F' (z0) (1 — 20) < F (31) — F (0) . (13)
Atunci, din (11), (12) si (13), deducem ca
0=F'(x0) (1 —x0) S F(21) — F (20) <0,

ceea ce este o contradictie.

Folosind aceastd teoremd, deducem imediat urméatoarea afirmatie:

Teorema 28. Fie I un interval ol mulfimii R, xo un punct interior al lui 1
st f1,..., fp: I = R p functii derivabile in punctul xo. Dacd

(i) functiile fi, ..., fp sunt conveze;

(ii) emista p numere reale strict pozitive aq, ..., a, astfel incdt

a1 f1 (xo) + ... + ap fy (x0) = 0,

atunci xo este punct eficient de minim al functiei f = (f1,..., fp) relativ la I.

Demonstratie. Se aplicd teorema 27, tinind seama ca functia F' = a1 f1 +
+...+apfp : I — R este convexa.

Observatia 29. Daca p = 1, atunci teoremele 27 si respectiv 28, devin
teorema 25.

Pentru punctele ideale are loc urmatoarea afirmatjie:

Teorema 30. Fie I un interval al multimii R, xg un punct interior al lui T
st f1,..., fp: I = R p functii derivabile in punctul xo. Dacd

(i) functiile fi, ..., fp sunt conveze;

(ii) pentru orice p numere reale ai,...,a, 2 0, are loc egalitatea

a1 f1 (xo) + ... + apf, (x0) = 0. (14)

atunci xo este punct ideal de minim al functiei f = (f1, ..., fp) relativ la 1.
Demonstratie. Din (14) urmeazi ci

f{ ($0) = 07 af;l) (Io) =0.

De aici, in baza teoremei 25, deducem ca z( este punct de minim al functiilor f1, ..., f
ceea ce Inseamna ci xg este punct ideal de minim al functiei f relativ la I. Teorema
este demonstrata.

Intr-o lucrare ulterioars vom da conditii necesare si suficiente pentru punctele
eficiente, slab eficiente si ideale ale functiilor derivabile de ordin superior.
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O generalizare a teoremelor Stolz - Cesaro
DE SORIN PUSPANA

Abstract

The author presents some generalizations of the famous theorem of Stolz-Cesaro
(some of them in the frame of a normed space or a normed algebra).

Key words: Stolz-Cesaro theorem, generalizations, normed space, normed alge-
bra.

M.S.C.: 40A05

1. Rezultatele clasice

Vom prezenta in aceasta primi parte binecunoscutele teoreme Stolz-Cesaro si
o reciproci a lor, omitand demonstratiile (pentru care poate fi consultata [1]) .

Teorema 1. Dacd (an)n>1 i (bp)n>1 sunt doud giruri de numere reale astfel
incdt

(i) sirul (by)n>1 este strict crescator si nemdrginit;

pt1 — @ =
(i) lim " — e R,
n—00 Np41 — bn
atunci a
lim = =1.
n—oo n

Teorema 2. Dacd (an)n>1 i (bp)n>1 sunt doud giruri de numere reale astfel
incdt

(i) lim a, = lim b, = 0;

n—oo n—oo
(ii) sirul (bn)n>1 este strict descrescator;
pi1 — @

(i) lim 2 —" — R,

n—oo bn+1 — bn
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atuncit a .
lim = =1€eR.

n—oo bn

Teorema 3. Dacd (an)n>1 §¢ (bn)n>1 sunt doud siruri de numere reale astfel

tncat b
(i) im —L e R\{1};
n—oo bn
(i) lim 2% =eR,
n—oo bn
atunct
a —a
lim =2l — %2 g
n—oo bn+1 - bn
2. Generaliziri
Teorema 1 admite urmatoarea generalizare:
Teorema 4. Dacd (an)n>1 §i (bp)n>1 sunt doud giruri de numere reale astfel
incat
(i) lm |b,| = oo;
n—oo
1 n—1
(ii) girul [ — Z [bit1 — bi] | )n>1 este marginit;
b i=1 -
a —a
(i) lim = —" — ] eR,
n—0o0 bn+1 — by
atunci

a
lim — =1.
n—oo n

Demonstratie. Fie ¢ > 0 si M este un majorant pentru girul de la (ii).

Atunci existd m € N, astfel incat, pentru orice n > m, avem

Gp41 — Gn 1 &
brit — bn oM
ceea ce implicd
3
Gp41 — Ap — l (anrl - bn)| < m |bn+1 - bn| )

de unde .
£ 5
lan — am — 1 (by — bpm)| < m;nlbm —bi| < §|bn|,

pentru orice n > m.
Obtinem astfel

an—am_l‘ € by
by, — bm 2|bnfb+m|’
pentru n > m.
Dar
‘a_nl‘amlbm+<anaml)bnbm‘<
bn N bn bn_bm bn
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|G — L]

anfamil. |bn| |am*lbm|+i<i+§:€’
|6 by — b, |by, — b+ m)| [bn] 2 2 2
pentru orice n > m.
Prin urmare
lim 27—

Corolarul 1. Dacd (an)n>1 §i (bn)n>1 sunt doud giruri de numere reale astfel
incat
(i) sirul (by)n>1 este strict crescator gi nemdrginit;

b1 — b
(ii) sirul (H) este mdarginit;
n+1| — |Yn
(i) lim 24l _ e R,
; . n—0o0 bn+1 — by
atunci .
oo by

Intr-adevir, primele doui ipoteze ale corolarului implicd primele dou ipoteze
ale teoremei 4.

Teorema 2 admite urmatoarea generalizare:

Teorema 5. Dacd (an)n>1 §¢ (bn)n>1 sunt doud siruri de numere reale astfel
incdt

(i) lim a, = lim b, = 0;
n—oo n—oo

1 n—1
(ii) sirul (m Z |brt1 — bn|> este marginit;
=1 n>1

. a —a
(iii) lim 2" — ] ¢ R,
n—00 bn+1 — by,
atunci a
lim — =1.
n—oo n

Demonstratie. Fie ¢ > 0 si M este un majorant pentru sirul de la (ii).
Atunci exista m € N, astfel incAt pentru orice n > m, avem

anJrl — Qp

M

bn+1 _bn _l‘ <

ceea ce este echivalent cu

g
|an+1 —ap —1 (bn—i-l - bn)' < M |bn+1 - bnl ,

de unde
c n+p—1
ntp = an = L (bngp — bn)| < 5V Z bit1 —bi| <
i=n
c n+p—1
<3 Z; bit1 — bi| < €|bnipl,
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pentru orice n > m, p > 1.

Insd, pentru orice n € N, existd un sir strict crescitor de numere naturale
(p(k:))k21 astfel incat ‘bn+p(k)| < |by|, pentru orice k > 1, deci putem presupune ci
|brtp| < |bn|, pentru orice n > m, p > 1.

Obtinem astfel

|antp — an = L (bntp — by)| < €lbnl,

pentru orice n > m, p > 1.
Trecand la limita, in ultima inegalitate, dupd p — oo, obtinem

|an, — by < b,

ceea ce este echivalent cu

Qn
— =l <e,
bn
pentru orice n > m, adica
. Qn
lim — =1.
n—oo

n

Corolarul 2. Dacd (an)n>1 §i (bn)n>1 sunt doud giruri de numere reale astfel
tncat
(i) lim a, = lim b, = 0;
n—oo n—oo
(ii) sirul (|bnl),,~, este strict descrescator;

bni1 —b
(iil) girul M este mdrginit;
|bn+1| - |bn| n>1

. . a —a
(iv) lim -2~ — ] e R,
n—00 bn+1 — by,
atunci a
lim = =1.
n—oo n

Intr-adevir, primele dous ipoteze ale corolarului implica primele doui ipoteze
ale teoremei 4.

Observatii
(i) Daca in cele doud corolare inlocuim (an)n>1 §i (bn)n>1 cu ((—1)"@n), 515
respectiv ((—1)"bn), >, obtinem ca, pe langa celelalte ipoteze, din marginirea sirului

b - —
(M) si din lim Gntl —Gn _ I, avem lim n 1.
|bn+1| - |bn| n>1 n—o0 byy1 — by n—00 Op

(ii) Teorema reciprocd poate fi imbunitititd cerand in locul ipotezei (i) ca

b —b
girul (M) s fie marginit.
|bn+1| - |bn| n>1

Intr-adevir, pentru € > 0, avem

(ni1 — Qn l‘ |brt1 — bnl

bn+1 - bn a |bn+1| - |bn|7

pentru orice n > m.
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(iii) Din demonstratiile date gi din enunturile teoremelor si corolarelor, este
evident cd ele raman valabile si in ipoteza cd (an)n>1 $i (bn)n>1 sunt siruri de numere
complexe. De fapt rezultatele pot fi extinse, aga cum vom vedea in continuare, la
un cadru mai larg.

Fie K =R sau K = C.

Teorema 6. Daca (X, ||-||) este un spatiu normat peste corpul K, iar (an)n>1
§i (bn)n>1 doud siruri din X, astfel incdt:
() lim_[b[] = oc;

1 n—1
(ii) girul | — Z ([1bi+1 — bs]] este marginit;
Toall 2 .

lani1 — an —1(bny1 — by

(i) lim =0, unde |l € K,
. n—oo 641 — bnll
atunci b
lim 12— L0l
n—oo  |[bn]

Demonstratie. Fie ¢ > 0 si M este un majorant pentru sirul de la (ii),
Atunci existd m € N, astfel incat, pentru orice n > m, avem

llani1 — an =1 (bpy1 —by)|| &
||bn+1 - bn” 2M
ceea ce este echivalent cu
€
lan+1 —an — 1 (bns1 = bn)|| oM [br1 — bnl|

de unde )
£ —
lan+1 = an — 1 {bns1 — b))l < M Z [[bit1 — bal| -
=m
Obtinem astfel

1>
lan = bn| < [lam — bl + lan — am — 1 (by — bin)|| < llam — byl + 3 ol

o e Jan — bl _ lam — 1
an — b, A — Ibp, e € ¢
< +o<-+-<e
([0 ] 1wl 2 "2 2 7
pentru orice m > n, de unde concluzia.
Corolarul 3. Daca (X,|| - ||) este un spatiu normat peste corpul K, iar

(an)n>1 81 (bn)n>1 doud siruri din X astfel incdt
(i) sirul (||bn||),~, este strict crescator si nemdarginit;
(ii) sirul <7
b4l = [bn]
Int1l — n _ €R,

) este marginit;
iii) lim
( ) n—oo bn+1 —bn
atunci
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Intr-adevir, primele dous ipoteze ale corolarului implica primele doui ipoteze
ale teoremei 6.
Teorema 7. Daca (X, ||-]|) este un spatiu normat peste corpul K, iar (apn)n>1
§i (bn)n>1 doud siruri din X, astfel incdt
(i) lim a, = lim b, = 0;
n—oo n—oo
1 n—1
(ii) sirul <||b ” Z 1biv1 — bl||) este mdrginit;
=1

lans1 — an =1 (bpy1 — byl

(iii) lim =0, unde |l € K,
) n—oo [6n+1 — bnll
atunci "
T L Y
n—oo |[bln|

Demonstratie. Fie ¢ > 0 si M este un majorant pentru sirul de la (ii).
Atunci exista m € N, astfel incat, pentru orice n > m, avem

€
lan+1 —an — 1 (bns1 —bn)|| < M [br+1 = ball,

de unde
lan+1 — an = U(bny1 — bn)| <

c n+p—1 c n+p—1
TP VRLESUIES iSRRI ER U
=N 1=

pentru orice n > m, pentru orice p > 1.

Insd, pentru orice n € N, existd un sir strict crescitor de numere naturale
(p(k))n>1 astfel incat ||byipeiy| < l|bnll, pentru orice k > 1, deci putem presupune
& ||bp+pll < ||bn|l, pentru orice n > m si pentru orice p > 1.

Obtinem astfel

lantp = an =L (bntp = ba)|| < ellbnl],

pentru orice n > m, p > 1.
Trecand la limita, in ultima inegalitate, dupd p — oo, obtinem

llan — lbnll < llball,
pentru orice n > m, de unde
llan — 1bx||
Tl ce
[[n | ’
pentru orice n > m. Astfel rezultd concluzia.
Corolarul 4. Daca (X,|| - ||) este un spatiu normat peste corpul K, iar
(an)n>1 §i (bn)n>1 doud siruri din X astfel incat
(i) lim a, = lim b, = 0;
n—oo n—oo
(ii) sirul (|bnl), >, este strict descrescitor;

byi1 — b
(iii) girul <7” +l I

este marginit;
bl — |an> ’
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||an+1 — an — l (anrl -

bn
(iv) lim ) =0, unde l € K,
n—oo ||bn+1 - bn”
atunci "
lim Jan = all _
n—oco byl

Intr-adevir, primele dous ipoteze ale corolarului implica primele doui ipoteze
ale teoremei 7.

Teorema 8. Dacd (A,|| -||) este o algebra normata cu unitate, iar (an)n>1
st (bp)n>1 doud siruri din A astfel tncdt

(i) by §i bpt1 — by sunt inversabile in A, pentru orice n > 1;

(i) lim |6, =0;
n—1
(iii) sirul <||bn1H Z lbiv1 — bl||) este mdrginit;
=1 n>1
(iv) lim (ang1 — an) (bngt —bp) =1 € A,
. n—oo
atunci

. -1
lim apb,” =1.
n—oo

Demonstratie. Fie ¢ > 0 si M > 0 un majorant pentru sirul de la (iii).
Atunci existd m € N, astfel incat

lassr = an =L busr = bl = | [(@sr = an) (busr = b2) ™" = 1] (bus = bu)

< | @nr = @) Gur = bu) ™ =1 s = bl < g7 s = bl

pentru orice n > m, de unde

lan — am —1(by — = 2M Z lbiv1 — bill s

pentru orice n > m.
Obtinem astfel

lanby =1 = [[(@n = a) b3, "]| < llan = tbal] - 6] <

< lan = Wl - |03 + llan = am — L (bn — b))l - |05 ]| <
< llam = ol - |62} + 537 \%WEZWH bnl| <

< flam = b 0]+ 5 < S+ 5 =,

pentru orice n > m, de unde concluzia.

Corolarul 5. Daci (A, ]| -]|) este o algebrd normatd cu unitate, iar (an)n>1
§i (bn)n>1 doud siruri din A astfel incdt

(i) by 81 bpy1 — by sunt inversabile in A, pentru orice n > 1;
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1
(ii) sirul (W) este strict cresciator gi nemdrginit;
n>1

(iii) girul 1Bt = ball - o] Hb”“” este mdarginit;
(2o (e 21 ’
(iv) nh—>n;o (any1 — an) (b1 —bn) "' =1 € A4,

atuncit

: -1
lim ayb,” =1
n—oo

Intr-adevir, primele doui ipoteze ale corolarului implicd primele dou ipoteze

ale teoremei 8.

Teorema 9. Dacd (4, ] -]|) este o algebrad normatd cu unitate, iar (an)n>1
st (bp)n>1 doud siruri din A astfel incdt

(i) by 81 bpy1 — by sunt inversabile in A, pentru orice n > 1;

(ii) lim a, = lim b, =0;

n—1

(iii) sirul <||bn1H Z lbiv1 — bl||) este mdrginit;
=1 n>1

(iv) lim (ans1—an) (bugs by) ' =1¢€ A,

atunci

: -1
lim and,,” =1.
n—oo

Demonstratie. Fie ¢ > 0 si M > 0 un majorant pentru sirul de la (iii).
Atunci existd m € N astfel incat

llant1 — an — 1 (bpy1 — bn)|| = H {(an+1 —ap) (b1 — bn)il - l} (bnt1 —bn)

< || (@1 = @) (s = 0™ = 1] - b = bull < 57 1o = bl
pentru orice n > m.
Atunci
c n—1
lantp = an = 1 (bntp = bn)|| < iV Z;l [bit1 — bi]| <
im

€ nol 1
<= |big1 = b < e
3 2 b~ bl < ey

pentru orice n > m, p > 1.
Daci u este unitatea algebrei A, atunci

ull = {|on - b || < llball - (|05
si deci hm Hb H = 0. Atunci putem presupune ca existd py € N astfel incat
n—+p
< ) 0-
Hb ’ Hb 1| pentru orice n gi orice p > py. Obtinem astfel
n+p
lanby =1 = |[(an = bn) - b, | < llan = byl - [[b, ]| <
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< Hap - pr” ) Hbglu + llan — ap — 1 (bn — bp)” ’ HbElH <

1
< [lap — Iby|| - ||b;1H JFEW ||b;1H < lap — by - Hb;1|| +¢&,
n
pentru orice n > m si orice p > pg.
Trecand la limita, dupa p — oo, in inegalitatea

lanbn™ = 2] < llap = 10, - |5 ]] + e,

obtinem
lanb™ = 1] < e,

pentru orice n > m, de unde obtinem concluzia.

Corolarul 6. Daca (A,]|-||) este o algebra normatd cu unitate, iar (ap)n>1
st (bp)n>1 doud siruri din A astfel incdt

(i) by i bpy1 — by sunt inversabile in A, pentru orice n > 1;

(i) lim a, = lim b, = 0;
n—oo n—oo

(iii) girul (Hb;lu)nZI este strict crescdtor;

(iv) girul (”b”“ ikt 0l e
160 ] = [br4
(V) lim (an-i-l - an) (bn_;’_l — bn)_l =1 c A,

n—oo

H ) este marginit;
n>1

atunct
: -1
lim apb,” =1.
n—oo
Intr-adevar, primele patru ipoteze ale corolarului implicd primele trei ipoteze
ale teoremei 9.
Tata in continuare gi doud reciproce, in genul teoremei 3, cu imbunitatirea
din observatia (ii).

Teorema 10. Dacid (X, || - ||) este un spativ normat peste corpul K, iar
(an)n>1 §i (bn)n>1 doud siruri din X astfel incat
b b
(i) girul M este mdrginit;
||bn+1 - bn” n>1
N 1 an — b
(i) nler;o w =0, unde l € K,
atunci
lim lant1 — an — 1 (bnt1 — byl —0
n—0o0 [bn+1 — ball

Demonstratie. Pentru € > 0 si n suficient de mare, avem

l[an+1 — an — 1 (bns1 — bn) l[an+1 = bny1][ + [lan — lby|]
||bn+1 - bn” - ||bn+1 - bn” -

< £ lball + l[bnta]l

— E’
- M ||bn+1 - bn”

unde M este un majorant al girului de la (i).
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Teorema 11. Daci (A, || - ||) este o algebra normatd cu unitate iar (an)n>1
§i (bn)n>1 doud siruri din A, astfel incdt

(i) by 81 bpt1 — by sunt inversabile in A, pentru orice n > 1;

(ii) sirul ((llbnll F 1brgall) - [ (Ons1 — bn)ll) este marginit;

n>1
(i) lim anb;' =1¢ A,
n—oo
atunci
lm (ang1 — an) (b1 —bn) " =1

n—oo

Demonstratie. Pentru ¢ > 0, M un majorant pentru girul de la (ii) si n
suficient de mare, avem

H(anJrl - an) (anrl - bn)71 - ZH = H[anJrl — anp — l (anrl - bn)] : (anrl - bn)ilu §

< llansr = an = L(bngr = bn)|l - H(anrl - bn)ﬂH <
< (Jlant1 — bpt || + |lan — 1bs]]) - H(bn+1 - bn)_IH <
(Han—i-lbr:-‘,l-l - lH |Nbra |l + Hanbr—ll —1|| - 1ball) H(bn+1 _ b")_lH <

< 37 (ball + Mo l) - |[(buss )7 <,
de unde concluzia.

3. Aplicatii
Problema 1. Fie (z,)n>1 §i (un)n>1 doud siruri de numere reale astfel
incdt lim u, = u € (1,00). Atunci girul (zp)n>1 are limitd dacd si numai dacd

n—oo

sirul (UnTpt1 — Tn)p>1 are limitd, caz in care avem

lim z,, = b Hm (up@ny1 — Tn) -
n— 00 u—1n—c
Indicatie. Se aplica teoremele 1 si 3 girurilor a,, = uiuy . .. upx, $i
bn, = uqus ... u,—1. Folosind corolarul 1 putem extinde acest rezultat si pentru valori
negative ale lui u, pierzind insi cazul limitelor infinite, ca mai jos:
Problema 2. Fie (xy)n>1 §i (Un)n>1 doud siruri de numere reale astfel incdt

lim wu, =wu, |u| > 1. Atunci girul (x,),>1 este convergnt dacd gi numai dacd girul
n—oo -

(UnTnt1 — Tn)n>1 este convergent, caz in care avem

lim z, = lim (upzpi1 — xn)-
n—oo Uu—1n—oc
Observatie. Rezultatul raméane valabil daca sirurile ce intervin in enunt, sunt
giruri de numere complexe.
Urmatoarea problema ne prezintd in ce conditii rezultatul anterior raméne
valabil in cazul lui |u| < 1.
Problema 3. Fie (z,)n>1 §i (un)n>1 doud siruri de numere reale astfel
incdt (xn)n>1 sS4 fie marginit iar nlin;o Un = u, [u] < 1. Atunci sirul (z,)n>1 este
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convergent dacd i numai dacd sirul (unxn_H — xn)n21 este convergent, caz in care
avem

lim z, = lim (upxpi1 — xn) -
n—oo u—1n—-c

Indicatie. Se aplica corolarul 2 girurilor a,, = ujus . .. u,, si
bn = UuUru2...Up—-1 -

Din nou facem observatia cid rezultatul raméne valabil gi pentru giruri de
numere complexe.

Este evident ci tindnd seama de observatia (i) rezultatele anterioare rimén
valabile daca inlocuim u,Zp4+1 — Ty CU UpTpt1 + T 5l u—1 cu u+ 1. Toate acestea
pot fi restranse in

Problema 4. Fie (x,)n,>1 un sir marginit de numere complexe, iar (up)n>1
§t (Un)n>1 doud siruri convergente de numere compleze astfel incdt

lim v,].

n—oo

lim u,

n—oo

=+

Atunci girul (z,,)n>1 este convergent dacd si numai dacd $irul QnTnatvn Tr )1
este convergent, caz in care avem

lim (up®ni1 + UnZn)
lim z,=2-2= .
n—oo lim u, + lim v,
n—oo n—oo

Problema urmaitoare este demonstrata in [2] si generalizeaza problema 2.

Problema 5. Fie ag,a1,...,ar € R, ag # 0 si (xp)n>1 un sir de numere
reale cu proprietatea cd sirul (yn)nzl, Yp = ATy + A1Tp—1 + ... + QpTp_k, este
convergent. Dacd polinomul agz® + a12® 1 + ... + ai are toate raddcinile de modul
subunitar, atunci sirul (z,)n>1 este convergent.

Indicatie. Demonstratia se face prin inductie dupa &, primul pas al inductiei
reducandu-se la: A < 1si (241 — Axy),,~, convergent = (x,),>k convergent, adica
un caz particular al problemei 2.

Am vizut insd cd dacd cerem mdarginirea lui (z,),>; atunci afirmatia ante-
rioard riméane adeviratd pentru |A| # 1 si, prin urmare, teorema riméne valabild
daca riadacinile polinomului sunt in modul diferite de unitate. Obtinem astfel urmé-
toarea generalizare:

Problema 6. Fie (a,(zo))nzl, (a,(zl))nzl, ey (a%k))nzl, k+ 1 giruri de nu-
mere compleze, convergente respectiv citre a(®,aV) ... a®), astfel incdit radacinile

polinomului a@zF + Wk 4+ a®) sq fie in modul diferite de unitate.
Atunci, un gir marginit (x,)n>1 este convergent dacd si numai dacd sirul
(a,(zo):nn + ag)xn,l + ...+ a,(f):cn,k) este convergent, caz in care avem
n>k+1

lim (a%o)xn + agll)xn_l +...+ a%k)xn_k>

n— o0

2, = 2O F 1 a1 1.+ a®

Demonstratie. Daca

Yn = aglo)xn—l—a,(ll)xn_l—i—. . .—l—a;k)xn_k si zp, = a(O)xn—l—a(l)xn_l—l—. . .+a(k)xn_k
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atunci, cum (x,,),>1 este marginit, rezultd cad lim (y, — z,) = 0. Cum insa (yn)n>1
- n—oo -

este convergent rezulta cd (z,),>1 este convergent si conform problemei precedente
(care este valabild i pentru siruri de numere complexe) si observatiei ficute, rezultd
cd girul (xy,),>1 este convergent, iar relatia finald este evidenta.

Problema 7. (Jensen) Fie girurile (an)n>1 $i (bn)n>1 astfel incdt: seria

o lya| + .- + [n| T

Zyn este convergenta, sirul | ———— este marginit gi lim — =1[.
n>1 i+ unl )z e Yn

Atunci
. T1+ -t Ty
lim —M8M =

n—oo Y-+ Yo

=1
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Abstract

In this introductory expository survey we present the principal problems of the
uniform polynomial approximation of the continuous functions.

Key words: Interpolation, polynomial, convergence, theorem of Weierstrass.

M.S.C.: 41A10, 41A25, 41A36, 41A50, 41A80

Partea intai

1. Interpolarea polinomiald Lagrange

Problema interpolarii, iar apoi a aproximaérii unor functii ,,complicate’, s-a pus
inca din secolul al XVII-lea, cand Gregory, Newton si Stirling au stabilit formule
de interpolare care astdzi le poartd numele; alte formule au fost stabilite de Gauss,
respectiv Bassel (a se vedea [6], [7], [9], [10])-

Una dintre cele mai cunoscute si mai naturale probleme de interpolare este
urmatoarea: fiind datd o functie f : [a,b] — R si un sistem de m + 1 puncte
a<ayg<a; <...<ay <D, sdse construiascd un polinom algebric 1), de grad
minim care si coincidd cu functia f in toate cele m + 1 puncte (aceste puncte fiind
numite ,,noduri, deoarece graficele functiei f si polinomului ,,;se innoad&" in punctele

1) Aceastd precizare care ar putea pirea de prisos, la prima vedere, face deosebirea fati de poli-
m
noamele trigonometrice To,(z) = ag + Z (a cos kx + by sin kz), cu care se aproximeazd functiile

k=1
periodice de perioadd 27 definite pe intervalul [—m,7]. (N.A.)
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de abscise ag, k = 0,1,2,...,m). Solutia este datd de polinomul de interpolare al
lui Lagrange (introdus de acesta in anul 1795):

(Linf)(@) =Y lo(@) f(an), (1.1)
k=0

unde

_ u(z) _ ()
() = (x — ap)u'(ap)  up(ay)’ (1.2)

ug(z) =(x —ao) ... (x —ag—1)(® —ags1) - ... (x — am), (1.3)

(adicd, in tot produsul din membrul drept al formulei (1.3) s-a ,,omis* factorul z—ay,).

Folosind formulele precedente, se deduce imediat cd (L, f)(ax) = f(ax), pen-
tru orice k = 0,1,2,...,m si c& (L (L f))(x) = (Lm.f)(z), pentru orice = € [a, b].
Cu polinomul L,, f astfel construit, formula de interpolare a lui Lagrange este:

f(@) = (L f)(2) + (B f) (2) (1.4)

in care R,,f este restul de ordinul n al formulei lui Lagrange. Atragem atentia ci
scrierea f(x) & (L, f)(z) este lipsitd de sens, deoarece nu spune nimic despre eroarea
care se produce in calcule, daci, pentru un punct oarecare x € [a,b] se inlocuieste
f(z) cu (L, f)(z). [De altfel, orice formula de aproximare pe R sau intr-un spatiu
Banach printr-un gir de aproximante nu poate fi scrisa corect decat sub forma :

obiect aproximat = aproximant de ordinul m + rest de ordinul m
sau, simbolic:
OA=0A,, + R, (1.5)

unde se cunoagte o anumitd majorare pentru ||R.,,||. (Scrierea OA ~ OA,, este
lipsita de sens, din motivul expus anterior.)]
Precizam ca nu intotdeauna avem lim ||R,,|| = 0; de exemplu, intr-un proces
m— 00

de aproximare, am putea avea majorarea:

1 m-—1

R -
1Rl < 25—

OA[;
aceasta ne aratd ci eroarea este mai micd decit o miime din norma (,,marimea®)
obiectului aproximat (ceea ce in anumite aplicatii tehnice poate fi satisfacator — in
altele nu —), dar nu avem lim ||R,,|| = 0.

n—oo

Revenind la formula de aproximare prin interpolare a lui Lagrange, mentionam
cd existd aumite exprimiri pentru R,,f, cit si anumite majoriri pentru ||R,,f||
(|1Rm f]l = sup |(Rmf)(x)]) in diferite ipoteze de netezime pentru f.

z€la,b
Mai semnalam, in treacidt, o proprietate interesantd: daci se efectueazi in-

terpolarea Lagrange pe intervalul [—1,1], atunci ||R,,f|| va fi minim cand drept
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noduri ax (k =0,1,2,...,m) vor fi alese cele m radicini — intotdeauna distincte —
ale polinomului de gradul m al lui Cebdsev, T,,(x) = cos(marccosz), z € [—1,1].
(Polinomul lui Cebdsev mai are o proprietate remarcabild, anume:

Tl = |21l

pentru orice P € I}, = multimea polinoamelor monice cu coeficienti reali, de grad
mai mic sau egal cu m, unde T), = ——T,, € II}, este polinomul monic al lui

Cebagev de gradul m. Prin ||f|| s-a notat norma — supremum in spatiul C[—1,1],
adica |[f|| = sup [f(z)].)
z€e[—1,1]

2. Interpolarea polinomiala Hermite

O problema de interpolare mult mai generala este urméatoarea: Sa consideram
ci, pentru o functie derivabild cel putin de un ordin dat n + 1, pe aceleasi noduri ca
la interpolarea Lagrange, ai (unde k = 0,1,2,...,m) se cunosc urmitoarele date:

e pe nodul ag: f(ag), f'(ao), ..., £ (ao);

e pe nodul a;: f(a1), f'(ar),..., f0)(ar);

e pe nodul a,,: flam), f'(am), .-, f7™) (am);

Se pune problema construirii unui polinom algebric P,, de gradul n, astfel
incat acesta sd coincidd cu f pe noduri, dar si toate derivatele sale pe noduri sa
coincidi cu derivatele lui f pe noduri, pani la ordinele indicate, adici:

Pu(ao) = f(ao), Ph(ao) = f'(ao); -..; Py (ag) = £ (ao);
Pu(ar) = f(a1), Phlar) = f'(ar); ...; P\ (a1) = £ (ay)
Poltm) = f(am)s Py(am) = f/(am); -3 P (am) = 1) (a,)

Problema a fost rezolvatd in anul 1878 de citre Hermite, care a definit poli-
nomul care se scrie sub forma

RN N S A
(o) = 3 )3 (£5) . (2.)
unde
u(z) = (x —ap) ™ (z —a) (= a) ™ (2.2)

Polinomul H, f se numeste polinomul de interpolare al lui Lagrange-Hermite.
Dar, datorita faptului cd, dacd ry > 0, atunci, pe punctul ay vor coincide si derivatele
de ordin cel putin unu, deci vom avea o ,racordare a graficelor polinomului si
functiei, polinomul H, f se mai numegte — imprumutind un termen din geometria
diferentiali - polinomul de interpolare osculatoare a lui Lagrange-Hermite.

Formula (2.1) a fost stabilitd de P. Johansen [3] in 1932. O metoda directa de
determinare a expresiei explicite a polinomului H, f a fost elaborata de catre acad.
D.D.Stancu in 1957, in lucrarea [5].

Polinomul lui Lagrange-Hermite constituie o generalizare profund nebanald
a polinomului lui Lagrange, care se regaseste in cazul in care toate nodurile sunt
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simple (r, = 0; k = 0,1,2,...,n); totodata, dacd se considerd cazul unui singur
nod, se regasegte formula lui Taylor.

In cazul particular a doud noduri, acad. D.D. Stancu a dedus, in 1958, o
formula de cuadraturd de tip Hermite, regasita ulterior de L. Tchakaloff [12] si N.
Obrechkoff [4] pe alte cai. Folosind aceastd formuld de interpolare, acad. D. D.
Stancu a stabilit in [5] o formuld generald de derivare numerica.

3. Teorema de aproximare a lui Weierstrass

In anul 1885 Weierstrass a enuntat si a demonstrat urmitoarea foarte impor-
tanta:

Teorema. Orice functie reald continud, definitd pe un interval compact [a, b]
este limita uniformd a unui sir de polinoame.

In afari de demonstratia initiald, dati de Weierstrass, au mai dat demonstratii
Ch. de la Vallée-Poussin i H. Lebesque.

In 1912, in [1], S. N. Bernstein a dat o demonstratie constructivi a teoremei
lui Weierstrass definind polinoamele B,, f:

n
B0 =Y (1 )ata - orr () (3.1)
k=0
care astdzi ii poartd numele, aratand ci, pe intervalul [0,1], sirul de polinoame
(Bn f)n tinde uniform catre functia f.
De asemenea, ulterior L. Fejer, prelucrand polinomul lui Lagrange-Hermite
cu toate nodurile duble a definit polinoamele Fy,, 11 :

(Fem1 f)(@) =Y hi(w) f(ax) (3.2)
k=0

cu
) = (1= ) (st

unde aj sunt radicinile polinomului lui Cebdsev T,,y1, iar f € [—1,1]. Aceste
polinoame converg uniform citre f, deci acest fapt constituie incd o demonstratie
constructiva a teoremei lui Weierstrass.

Lainterpolarea Lagrange s-ar fi putut crede ca dacd numarul m+1 al nodurilor
creste indefinit, astfel ca distanta dintre doua noduri consecutive oarecare sa tinda
catre 0, atunci polinomul L,,f va tinde la f. Acest lucru nu are loc intotdeauna,
dupa cum au stabilit C. Méray si C. Runge. Cercetarile lor au fost continuate si
aprofundate de ciatre G. Faber si S. N. Bernstein in perioada 1914-1916, iar ulterior
de catre G. Grimwald in 1935 si J. Marcinkiewicz in 1937 (a se vedea [9] si [10]).

Incheiem aceastd primid parte a articolului mentiondnd ci in 1948 in [11],
dupa o analiza aprofundata a ipotezelor din teorema lui Weierstrass, M. H. Stone
a generalizat teorema lui Weierstrass astfel: Daca C(K) este spatiul functiilor reale
continue pe un spatiu metric compact K, iar A este o algebra de functii din C(K) care
contine functiile constante i separa punctele din K, atunci orice functie f € C(K)
este limita unui sir uniform convergent de elemente din A.

1) Prin aceastd exprimare se intelege cd, pentru oricare puncte u,v € K, existd o functie h € A,
astfel incat h(u) # h(v).
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EXAMENE SI CONCURSURI

Concursul national pentru ocuparea posturilor didactice
vacante in invatidmaéantul preuniversitar

16 iulie 2007

Proba scrisid la Matematica

e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordd 10 puncte din oficiu.

e Timp de lucru efectiv 4 ore.

Subiectul I (20p)

Se considerd M multimea numerelor naturale nenule, care nu au cifra 9 in

scrierea lor in baza 10.

a) Si se verifice cd 1 € M, 10 € M, 18 € M si 19 € M. (4p)
b) Sa se determine cel mai mic si cel mai mare numar natural din multimea

M care se scriu in baza 10 utilizand 5 cifre. (4p)
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1 1 1
c) Sésearatecél—f———i———i—...—f——>E+1,pentruoriceneN*. (4p)

2 3 2n 7 2
d) S& se determine numérul de elemente din multimea M care au in scrierea
lor zecimald 2007 cifre. (2p)
e)SésearatecélJrng 2 2+ + 3n<10 entru orice n € N*
10 \10) T \10 P '
(4p)
f) Si se arate ci pentru orice m > 0, existd n € N*, astfel incat
1 1
1+§+...+E2m. (2p)
g) Si se arate cd , pentru orice n € N* gi pentru orice r; <19 < ... <71, € M,
1 1 1
avem — + — + ...+ — < 80. (4p)
T1 T2 Tn
Subiectul II (20p)
Intr-un plan se consideri triunghiul ABC de arie S si punctele M e (AB),
AM BN CcP
N € (BC), p € (CA), astfel incat a5 =% Bo =Y si A= unde

1
z,Y,2 € <0, g] . Daca QRT este un triunghi, notdm cu Sgrr aria sa.

1 1
Fie r,s € {0,5} si functia f : {O,g} —R, ft)=t(l—r—s)+r+s—rs.

a) Sa se arate cd yreln 1—z. (4p)
b) Si se arate cid Samp = z(1 — 2)S. (4p)
c) Si se arate cid Synyp = S[1 —z(1 —2) —y(l —z) — 2(1 — y)]. (4p)
d) Sa se arate ca functia f este monoton crescitoare. (2p)
2 1

e) Si se arate ci f(t) < 3 pentru orice t € [O, 5} (2p)
f) Si se arate ci Syvp > 3" (2p)
g) Sa se arate ci, pentru orice s € <§, S), existd X € (AB),Y € (BC)

§i Z € (CA), astfel incat Sxyz = s. (2p)

Subiectul IIT (20p)
Se considera functiile f,,:R—R, f,(z)= [(:c2 - 1)“] (n), pentru orice n € N*.
Prin (™) (z) am notat derivata de ordinul n a functiei v : R — R in punctul z.

a) S& se calculeze fi(z) si fo(z), x € R. (4p)
b) Daca fn(x) = anz™ + ...+ agM, cu a; € R, si se determine

coeficientul a,, n € N*. (4p)
c) Sa se arate ca functia v: (—=1,1) — (—00,0), z(z) = jrl este

bijectiva. (4p)
d) Utilizand teorema lui Rolle, sa se arate ci ecuatia f,(z) =0 are n

radicini reale distincte situate in intervalul (—1,1). (2p)

e) Sa se arate ci, dacd g : R — R este o functie de n ori derivabild
pe R, cu derivata de ordinul n continui, atunci

284



1

/fn(x) cg(x)de = (—1)”/ ($2 — 1)” -g(”)(x)dx. (4p)

-1

1
f) Sa se arate ci /fn(x) - h(xz)dx = 0, pentru orice functie polinomiala
1

h:R — R de grad mai mic sau egal cu n — 1. (2p)
g) Sa se arate ca functia f : R — R, f(z) = (C2)2z"+(CL)2z" 1 +.. .+ (C)?,
are n radicini distincte situate in intervalul (—o0, 0). (4p)

Subiectul IV (20p)

Demonstrati posibilitatile de integrare eficientd a mijloacelor de invitaméant
in activitatea didactica, la disciplina/disciplinele de concurs, avand in vedere:

— caracterizarea generald gi enuntarea functiilor specifice ale acestora,

— clasificarea mijloacelor de invatimant,

— analiza critica a tehnologiei informatiei si a comunicatiilor — TIC

— prezentarea modalitatilor de adaptare gi de integrare a mijloacelor de invi-
tdmant in disciplina/disciplinele de concurs, cu exemplificiri.

Probai scrisa la Informatica

e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
e Timpul efectiv de lucru este de 4 ore.
Subiectul I. (30 puncte)
1. Descrieti si exemplificati 3 operatii specifice prelucrarii bazelor de
date. (10p)
2. Caracterizati stiva gi coada folosind urmétorul plan de idei:
e definitii, operatii specifice, proprietati
e enuntul cite unei aplicatii cu stiva si respectiv cu coada. (20p)

Subietul II. (30 puncte)

1. a) Descrieti pe 3-4 randuri metoda si scrieti programul pseudocod care
verificd dacd un numir natural n de cel mult 9 cifre (n citit de la tastaturd) este
prim. Programul va afigsa ca rezultat unul dintre mesajele ,Este prim“ si ,Nu este
prim*. (5p)

b) Definiti in Pascal/C/C++ un subprogram prim care primeste prin inter-
mediul parametrului & un numar natural (0 < k < 10?), subprogram care returneaz
valoarea 1 dacd numarul este prim gi returneazi valoarea 0 in caz contrar. (5p)

c) Definiti in Pascal/C/C++ un subprogram inv care primeste prin inter-
mediul parametrului & un numér natural (0 < k < 10°), subprogram care returneaza
prin intermediul aceluiasi parametru k valoarea numéarului cu cifrele aflate in ordine
inversa. (5p)

d) In fisierul text DATE.TXT se afli: pe prima linie un numr natural n
(1 < m < 1000), iar pe urmitoarea linie n numere naturale cu cel mult 9 cifre
fiecare. Scrieti programul care afigeazd pe ecran acele numere de pe linia a doua a
fisierului care au proprietatea cé, daci se inverseaza cifrele numarului, se obtine un
numdar prim. Programul va apela in mod util fiecare dintre subprogramele inv si
prim definite la punctele b si c. (5p)
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Exemplu
Pentru fisierul DATE. TXT cu urméatorul continut
4
38 546 62 113
se vor afiga pe ecran numerele: 38 gi 113 (deoarece 83 gi 311 sunt numere prime).

2. Pentru m si n numere citite de la tastaturd (0 < m < n < 20), scrieti
programul care determind numarul de expresii distincte corecte ce se pot forma cu
exact n perechi de paranteze rotunde, expresii in care si existe cel mult m perechi
de paranteze imbricate. Programul va afisa pe ecran numarul cerut. Descrieti in
limbaj natural metoda folosita (2-4 randuri). (10p)

Exemplu. Pentru n = 3 si m = 2, se afigeazd numarul 4.

Intr-adevir existi 4 expresii ce se pot forma cu 3 perechi de paranteze in care
si existe cel mult 2 perechi de paranteze imbricate: (()()); (())O; O(0); OO0).

Se observd ci expresia ((())) nu este solutie deoarece nivelul de imbricare
este 3.

Subiectul IIT (30 puncte)

Demonstrati posiblititile de integrare eficientd a mijloacelor de invatimant in
activitatea didacticd, la disciplina/disciplinele de concurs, avand in vedere:

— caracterizarea generald gi enuntarea functiilor specifice ale acestora,

— clasificarea mijloacelor de invatimant,

— analiza critica a rolului tehnologiei informatiei si a comunicatiilor — TIC,
prezentarea modalitatilor de adaptare si de integrare a mijloacelor de invatimant la
disciplina/disciplinele de concurs, cu exemplificiri.

— utilizarea unei metode eficiente (2p) (pentru generare bruta se acorda Op,
pentru metoda backtracking cu conditii de optimizare se acorda 1p, pentru formula
recurentd de calcul se acorda 2p)

— obtinerea rezultatului corect (1p cazul general, 1p cazurile limitd m = 1 gi
m=n) (2p)

— declardri, sintaxa, corectitudine globala (2p)

Subiectul IV (30 puncte)
— Caracterizarea generald si enuntarea functiilor specifice ale acestora  (7p)
— Clasificarea mijloacelor de invataméant (4p)
— Analiza criticd a rolului tehnologiei informatiei si a comunicatiilor —
TIC: (5p)
— Prezentarea modalitatilor de adaptare i de integrare a mijloacelor de in-
vagamant la disciplina / disciplinele de concurs, cu exemplificiri (transmitere de
noi informatii, sistematiziri, dezvoltare de capacitati gi de competente, evaluare,
utilizarea de softuri educationale). (14 p)
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PUNCTE DE VEDERE

Cum e mai bine?!)

DE MARCEL TENA

Ne vom opri in cele ce urmeazi, la modalitatea de a introduce (defini) trei
notiuni gi anume acelea de numdr complex, polinom (cu coeficienti complecsi) si
matrice (cu elemente numere complexe).

De obicei existd doua modalitati de a introduce fiecare din aceste trei concepte,
manualele romanegti optand pentru una sau alta din ele.

Desigur, fiecare dintre aceste modalititi este ,corectd, numai ci prima (in
expunerea noastrd) este mai simpld, in timp ce a doua este mai complicatd, mai
putin naturals. In fond, obiectele care corespund celor dous modalititi alcituiesc
structuri algebrice izomorfe, ca atare ,identice” din punct de vedere algebric.

Totusi, pentru intelegerea cit mai buna a lucrurilor, pentru naturaletea in-
troducerii notiunilor, pledam aici pentru prima modalitate.

1. Notiunea de numiar complex

Prima modalitate. Numim numdr complex o ,expresie formald“ de tipul

z =a+ bi, (1)

unde a, b sunt numere reale, iar i = —1.
Urmeaza apoi definirea operatiilor de adunare gi inmultire a numerelor com-
plexe, prin egalitatile:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c) + (b+ d)i,

(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + be)i,

cu mentiunea ci pentru inmultire definitia respecta distributivitatea fatd de adunare.
Avantajul este ci de la bun inceput lucram cu forma (1), denumits si ,forma alge-
brica”“ a numerelor complexe.

Desigur, apar intrebari de tipul: cine este i 7; ce inseamna bi, dacd b € R, iar
i # R ?7; ce inseamnd a + bi, dacd a € R, iar bi ¢ R (cand b # 0)?. Acestor intrebari
nu li se poate riaspunde decat acceptand ca bi este o inmultire formala, iar a + bi
este o ,adunare formald®“, adicd exact ceea ce spuneam de la inceput gi anume ci
z = a + bi este o ,expresie formald“. In definitiv, procedeul este acesta: acceptim
(introducem) un numair complex ,fundamental“ gi anume i, iar cu ajutorul acestuia
si al numerelor reale ,,construim* celelalte numere complexe.

A doua modalitate. Numim numdr complez un cuplu

z = (a,b), (2)
unde a, b sunt numere reale. Definim apoi adunarea si inmultirea prin:

(a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d),

1) Comunicare sustinut la 28 aprilie 2007 in cadrul filialei Ramnicu Sirat a S.S.M.R. (N.R.)
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(a,b)(e,d) = (ac — bd, ad + be).

Notam i = (0,1) si ficAnd ,identificarea” (a,0) = a, pentru orice a € R,
rezultd i2 = —1, iar z = (a,b) = a + bi, adici ajungem la forma algebrica (1).
Avantajul pare a fi cd nu apar de la bun inceput intrebiri agasante de tipul ,ce
inseamna cutare obiect matematic sau cutare operatie 7“. Totusi, dacad privim cu
atentie, nu suntem scutiti de astfel de intrebari, numai ca ele apar ceva mai incolo,
de exemplu: ce inseamni ,identificarea’ (a,0) = a 7 Raspunsul riguros nu poate fi
dat decat foarte tarziu, cand aflam ci existd un izomorfism intre corpul (C,+,-) si
corpul (RxR, +, ), operatiile din C fiind cele din prima modalitate, iar operatiile din
R x R fiind cele din a doua modalitate. Si atunci, de ce si mai introducem aceasta
»copie izomorfd* (R x R, 4+, ), cand putem lucra de la inceput cu corpul ,original®
(C,+,-) ?

2. Notiunea de polinom (cu coeficienti complecsi)

Prima modalitate. Numim polinom cu coeficienti complecsi o ,,expresie for-
mala de tipul:

f=a+a X +aX>+.. . +a,X" = Z a;z’  (suma finita), (3)
i

unde n € N, ag,a,as,...,a, € C, iar X este o ,,nedeterminati”, adicd un obiect
matematic neprecizat. Urmeaza apoi definirea operatiilor de adunare si inmultire
prin egalitétile:

f= Z a; X, g= Z b; X! (sume finite) =

f+9:f:Z(ai+bi)XI,

respectiv
fg="ab; X =3 e X'k,
I,j k

unde
C = Z aibj.
i+j=k
Constatam ci inmultirea se face in acord cu distributivitatea fata de adunare.
Avantajul este ci lucrdm de la bun inceput cu forma (3), denumiti si ,forma al-
gebrica“ a polinoamelor. Desigur apar gi aici intrebari de genul: cine este X7, ce
inseamnd a; X* 7; ce inseamni Z a; X*'? Acestor intrebiri le raspundem doar daci

3
acceptdm cd aceste operatii (adundri, inmultiri, puteri ale lui X) sunt ,formale’,
adicd in fond acceptdm ci expresia (3) este una ,formala®.

In definitiv, procedeul este acesta : acceptim (introducem) un polinom ,,fun-
damental“ notat X (nedeterminat) iar cu ajutorul lui X si al coeficientilor (numere
complexe) construim celelalte polinoame.

A doua modalitate. Numim polinom cu coeficienti complecsi un sir ,,de suport
finit*, adicd avand doar un numar finit de termeni nenuli, i. e.

f(GO;ai;aQ; .. 7an5070507 s ) = (G/k;),
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cu a; € C i ag = 0 pentru k > n.
Urmeaza definirea sumei si produsului a doui polinoame, prin egalititile:

f=(ar), g=(bx) =
ftg=1(ar+br) si fg=(ck),

unde ¢ = Z a;b;.
itj=k
Notand apoi X = (0,1,0,0,...) si ficand ,identificarea® (a,0,0,0,...) = a
pentru orice a € C, obtinem scrierea

flag,a;,a2,...,0,,0,0,0,..) =ag+ a1 X +...+a, X",

adici forma algebrici (3). Desi, la prima vedere, parem scutiti de intrebari de tipul
»ce inseamnd aga ceva?‘, aceste intrebdri sunt in realitate ,translatate“ ceva mai
incolo. Astfel sunt legitime intreb#rile: de ce notdim X = (0,1,0,0,...) sau ce
inseamna ,identificarea® (a,0,0,0,...) = a ? Riaspunsul riguros vine mai tarziu, via
un izomorfism de inele. Dar pierderea de vreme care se face pand ajungem la forma
algebrica este considerabila, desi, practic, doar cu forma algebricd a polinoamelor
lucrdm. Si atunci de ce si nu o introducem de la inceput ? De ce si lucrim
cu ,copia izomorfa“ ((C(N), +,-), cand putem lucra de la bun inceput cu inelul de
polinoame ,original* (C[X],+,-) ? (Am notat cu C™) inelul girurilor de suport
finit, cu operatiile din a doua modalitate, iar cu C[X] inelul polinoamelor date prin
forma algebrici, in care operatiile sunt cele din prima modalitate).

3. Notiunea de matrice (cu elemente numere complexe)

Prima modalitate. Numim matrice cu m linii gi n coloane (de tip (m,n)) peste
C un ,,tablou” de tipul :

ail ai12 e QA1n
a21 az2 A2n
A= = (aij)1<i<m, unde a;; € C. (4)
.................. 125<n
am1  Am2 Amn

Urmeaza definirea operatiilor cu matrice etc.

A doua modalitate. Numim matrice cu m linii gi n coloane (de tip (m,n)) o
functie A: {1,2,...,m} x {1,2,...,n} — C, A((3,7)) = a;j, unde a;; € C.

Urmeazd ,aranjarea® valorilor functiei f intr-un tablou de tipul (4) (ag intreba
de ce?), dupi care se lucreazd cu asemenea ,tablouri“. La prima vedere, avantajul
pare a fi acela ca elevul este deja acomodat cu notiunea de functie, pe cand notiunea
de ,tablou“ pare una venita din afard, cumva ,vulgard“. De asemenea, egalitatea
a doua functii ar duce rapid la egalitatea a doud matrice. Explicatiile de acest
gen sunt, mai mult sau mai putin, mofturi. In definitiv, egalitatea a doud matrice
(unicitatea descrierii unei matrice) se poate defini de la inceput, lucrand cu tablouri,
astfel:

A:B@aij:bij,
pentru orice ¢ € {1,2,...,m} si orice j € {1,2,...,n}, unde A = (a;j)i<i<m,
1<5<n

B = (bij)i<i<m.

1<j<n
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La ce bun si introducem matricea ca o functie, cand, de fapt, lucram cu
aceastd notiune doar in acceptiunea de tablou?

Concluzia fireasca ce se impune este ca trebuie si lucrdm cu obiectele ,,origi-
nale”, naturale si nu cu ,,copii izomorfe ale acestora.

P.S. Acest articol are drept punct de plecare urmitorul moment tragi-comic
din viata autorului. Impreuni cu colegii de redactie si de cancelarie, profesorii M.
Andronache gi D. Serbanescu, am scris un manual de matematici pentru clasa a XI-a
(Editura Art, 2006), in care matricea era definita ca un tablou. Referentul (secret)
ne-a facut observatia ci aceastd definitie este ,incorectd”, corectd fiind doar aceea
in care matricea era introdusi ca o functie. Pentru ca manualul si nu fie respins,
a trebuit si facem acest compromis, definind pana la urmi matricea ca o functie,
contrar propriilor noastre opinii.

Colegiul Sf. Sava,
Bucuresti

Scrisoare deschisa catre
Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului

Stimate Domnule Ministru,

Subsemnatii, membri ai Academiei Roméne, constatim cu ingrijorare deterio-
rarea situatiei invitadmantului matematic in liceele roménegti, ca urmare a unui pro-
ces continuu de supraincarcare a programelor cu capitole de matematici abstracte,
care sunt cu mult deasupra posibilitatii de intelegere si de asimilare ale elevului
mediu. Unele dintre aceste capitole nu sunt necesare nici la universitatile tehnice.
Ele sunt studiate doar la cursurile speciale, la facultatile de matematici.

In cele ce urmeaza vom analiza urmitoarele probleme legate de invitamantul
matematicii din licee:

1. Examenul de bacalaureat;

. Programele analitice;

. Manualele de matematici;

. Validarea manualelor;

. Formalismul matematic, notatiile i denumirile.

1. Examenul de bacalaureat

Incepem cu examenul de bacalaureat, pentru ci nivelul ridicat al acestui
examen conditioneaza si nivelul manualelor.

Regretatul academician Grigore Moisil spunea, pe buna dreptate,
ca la un examen, elevul trebuie si stie si reproduci ceea ce i s-a predat

T W N

la curs. In starea de stres de la examen, nu se poate pretinde elevului si
fie creator.

In ultimii ani, examenul de bacalaureat a avut un nivel inadmisibil de ridicat,
depéasind cu mult continutul programelor analitice.

Mai grav, pentru anul gcolar 2006/2007 s-a luat decizia riu inspiratd si se
publice o listd de 100 de variante de subiecte de matematica, din care s-a extras o
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variantd in ziua examenului de bacalaureat. Publicarea acestei liste pe site-ul MECT
a bulversat intregul program scolar al claselor terminale, deoarece profesorii i elevii
s-au concentrat exclusiv asupra solutionirii celor 400 de probleme (care alcituiesc
cele 100 de variante de subiecte). Cum rezolvarea unei singure variante necesita circa
3 ore, rezultd ca profesorii gi elevii ar trebui sa aiba la dispozitie cel putin 300 de
ore, ceea ce depageste cu mult volumul de timp alocat matematicii in clasa a XII-a.

Unele probleme sunt atat de grele, incat nici membrii comisiei care le-au
propus, n-ar fi in stare si le rezolve, daci n-ar fi vizut dinainte solutia (a se vedea
varianta 81, subiectul IV).

Acest sistem de bacalaureat accentueaza fenomenul meditatiilor, precum si
invatatul mecanic.

In ultimii ani, gradul de dificultate a crescut constant, in mare parte prin
depésirea continutului programelor analitice, ele insele exagerat de incarcate. Pro-
centul de reusiti la bacalaureat s-a mentinut insa constant, prin doui fenomene: in
primul rand prin acordarea de puncte multe la chestiunile simple, de rutina, gi acor-
darea de puncte putine pentru chestiunile grele; in al doilea rand, prin fraudarea
examenului de catre cadrele didactice si de citre elevi.

Cercetand site-ul MECT pentru a vedea cine sunt responsabilii pentru con-
ceptia bacalaureatului 2007, am aflat despre Centrul National pentru Curriculum
si Evaluare a Invitimantului preuniversitar, care si-a ales ca moto: ,Prin noi iti
demonstrezi competentele”. Comentariile sunt de prisos.

Nu trebuie sa se confunde examenul de bacalaureat cu olimpiadele
de matematici. Mai ales, nu trebuie sa se uite ci majoritatea elevilor nu
vor deveni matematicieni; iar dintre aceia care vor studia totusi matema-
tica, foarte putini vor deveni cercetitori.

In viitor, comisia pentru probleme de bacalaureat trebuie s se limiteze strict
la continutul programelor analitice gi sa aleaga probleme realiste, la nivelul elevului
mediu.

Aceasta comisie trebuie si contind neaparat profesori de liceu, care gtiu mai
bine ce este potrivit gi ce nu este potrivit pentru elevul mediu.

Ar trebui ca aceastd comisie si studieze nivelul realist al problemelor de ba-
calaureat din alte t3ri si, in primul rand din Franta (a se vedea, de exemplu, culegerea
de probleme de bacalaureat ,BAC Terminale S, entrainement“ de Philippe Angot si
Francois Dubois, editura Hachette, Paris).

2. Programele analitice de matematici

Programele actuale, asa cum au fost publicate, contin o parte asa zis explica-
tiva, care este o poliloghie din care nu se intelege nimic. Aceastid parte justificativa
folosegte termeni tehnici fird continut si este complet nenecesara. De exemplu, din
cele 7 pagini ale programei pentru clasa a XII-a, doar mai putin de o pagina contine
programa propriu-zisd; restul de 6 pagini este poliloghie. Ar fi suficient sa se dea
numai continutul programelor analitice, fara nici o explicatie suplimentara.

Programele de matematicad sunt extrem de incarcate gi nerealiste.

Trebuie sd spunem deschis cd unele cadre universitare din comisia de pro-
grame, printr-o ,deformare profesionald”, au ciutat si au reusit sa includad in pro-
grame, capitole din specialitatea lor, chiar la nivelul facultitii de matematica, iar
profesorii de liceu din comisie nu au avut tiria si se opuni. Asemenea capitole nu
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sunt necesare nici la universitatile tehnice, gi cu atat mai mult nu sunt necesare in
liceu. Tatd doar cateva exemple:

La clasa a IX-a, un capitol de Logicd Matematica. La clasa a XI-a, capitolul
de algebra dedicat sistemelor de ecuatii liniare contine o prezentare a studiului ma-
tricelor intr-un mod atat de complet, incat nici la facultatea de matematici nu mai
raméne mare lucru de spus in plus. Studiul sistemelor de ecuatii liniare trebuie limi-
tat la strictul necesar, cand numarul de ecuatii este egal cu numérul necunoscutelor,
si atunci matricele nu mai sunt necesare, ci doar determinantii. In sfarsit, la clasa
a XlI-a, capitolul de algebri abstractd este prezentat la nivelul de abstractizare si
completitudine de la facultitile de matematici. Nici acest capitol nu este necesar la
universititile tehnice.

Unele notiuni ca girurile, functiile, multimea R a numerelor reale, apar in
programele a trei clase, IX, X, gi XI, si la fiecare dintre aceste trei clase, autorii
se considera indreptititi, chiar obligati, si facd o prezentare completd. Programa
trebuie sa delimiteze precis ce gi cit trebuie prezentat la fiecare clasa.

Se impune imperios ca programele de matematici sa fie complet revizuite, iar
comisia pentru programe sa contind, pe langi cadre universitare, si profesori de liceu
care gtiu mai bine ce trebuie si ce nu trebuie si continad programele, si care si aiba
taria sa-si exprime gi sd-gi sustinad parerile.

Este de asemenea imperios necesar ca aceastd comisie de programe s studieze
si programele de matematica de liceu din alte tari gi in primul rand din Franta, de
la care intotdeauna am avut de inviatat. Daca in trecut comisia de programe ar fi
consultat programele din Franta, nu s-ar fi ajuns la exageririle de acum de la noi.

Nu trebuie pierdut din vedere ca programele de matematici trebuie
si fie realiste si si aiba in vedere nivelul majorititii elevilor, nu al elitelor,
care vor avea ocazia sa aprofundeze studiul matematicii la facultate.

3. Manualele

Autorii manualelor de matematici de liceu supraliciteaza programele analitice
care, ele insele, sunt deja exagerat de incarcate. Manualele prezintd material in plus
fatd de programe, la un nivel excesiv de riguros si complet, folosind un formalism
matematic excesiv gi nenecesar. Un exemplu in aceasta privintd este urmatorul: la
clasa a XII-a, la capitolul de integrare, sunt prezentate sumele Darboux gi criteriul
Darboux, care nu sunt previzute de program, si care constituie o complicatie inutila.

Vina pentru aceasta situatie o poarta in parte comisia de validare a manua-
lelor, care valideaza acele manuale care sunt mai ,complete” adicd mai complicate.
Congtienti de criteriile de validare ale comisiei si in situatia de competitie dintre
autorii de manuale, fiecare autor vrea si arate cat de mult stie el.

Un alt motiv pentru supraincircarea manualelor, marturisit de unii autori,
este examenul de bacalaureat. Din dorinta de a pregéati cAt mai bine elevii lor
pentru bacalaureat, profesorii de liceu nu adopta un manual care este prea ,simplu”
si care nu este la nivelul problemelor de bacalaureat.

Unele manuale au un nivel atit de ridicat, incat pot fi folosite ca manuale
pentru universitatile tehnice, iar unele capitole pot fi folosite chiar pentru facultitile
de matematici.

Manualele trebuie sa se limiteze cu strictete la materialul prevazut de pro-
grame, si foloseasca un limbaj simplu, concis, corect si complet, s nu exagereze in
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folosirea formalismului matematic mai mult decat este necesar, ci, mai degraba, sa
inlocuiasca cat mai mult posibil formalismul matematic prin cuvinte.

Autorii trebuie sa evite folosirea unor notiuni absolut nenecesare la nivelul
liceelor, ca, de exemplu, punctele de acumulare, marginile unei multimi, functii
definite pe alte domenii decat reuniuni de intervale (pentru un interval neredus la
un punct, orice punct este punct de acumulare si deci nu este nevoie de introdus
o notiune in plus), folosirea girurilor pentru studiul progresiilor, care sunt finite,
polinoame in nedeterminata X in studiul functiilor polinomiale (functiile polinomiale
ar trebui numite, simplu, polinoame), elemente de logica matematica etc.

4. Comisia de validare a manualelor

Membrii comisiei de evaluare trebuie si nu piardd din vedere ci manualele
trebuie sa se adreseze elevului mediu, sa fie scrise astfel incat sa poata fi intelese si
asimilate de elevul mediu.

De aceea, comisia trebuie si evalueze manualele in primul rand dupa
simplitatea si precizia exprimairii in prezentarea materialului previazut de
programe, fira formalism matematic mai mult decat este strict necesar.

Comisia de validare trebuie si se intruneascd in fiecare an, daci este necesar,
pentru ci in fiecare an pot aparea manuale demne de a fi validate. Acum, aceasta
comisie se intrunegte odatd la 4-5 ani, cind se schimba programa analitica gi apar
noi manuale.

Aceasta comisie trebuie si contini neapirat si profesori de liceu care gtiu din
experienta proprie, ce se poate gi ce nu se poate preda pentru elevul mediu.

5. Formalismul matematic, notatiile si denumirile

Exista, simultan, foarte multe manuale (peste 10 pentru fiecare clasi). Diferite
manuale folosesc notatii, denumiri si definitii diferite, care nu sunt totdeauna echiva-
lente.

De exemplu, semnul de incluziune apare scris diferit in diversele manuale si
are semnificatii diferite. Vecinatitile unui punct trebuie definite ca fiind intervalele
deschise care contin punctul. De altfel de vecinitati nu este nevoie la acest nivel.
Intr-adevar, in definitia limitelor sunt folosite numai vecinatitile de genul interval
deschis. Punctul de inflexiune are definitii diferite in diverse manuale.

Aceasta face ca la examene, elevii sa dea rdspunsuri diferite, in functie de
manualul dupa care s-au pregatit.

La geometrie lucrurile stau §i mai prost decat la algebra sau analiza. Elevii
sunt complet derutati. Segmentul AB se noteazi [AB], (segment inchis), sau (AB),
(segment deschis), alteori pur si simplu AB. Lungimea segmentului s-a notat in
urm cu cativa ani cu AB (cu bara deasupra), cu ||AB|| sau cu |AB|. Acum se
noteazd AB.

Pentru o functie f : A — B, multimea valorilor f(A) este notatd, in mod
impropriu, Im f (in loc de f(A)) si este numitd, in mod impropriu, imaginea lui f
(in loc de imaginea lui A prin f, cum ar trebui si fie, consistent cu celelalte definitii
si notatii).

Se folosegte in mod excesiv, unde trebuie gi unde nu trebuie, scrierea formala a
unei functii, de exemplu sub forma f : A — B, f(z) = 2z + 3. Dar de cele mai multe
ori, A si B sunt multimi de numere reale, iar f este o functie elementara. Pentru
aceste functii nu mai este nevoie de specificat de fiecare datd domeniul de definitie,
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care a fost precizat de la inceput, cand au fost definite functiile elementare. Este
suficient si se spuna: fie functia reald f(x) = 2x+3, sau, fie polinomul f(z) = 2z+3.

Numerele complexe sunt definite axiomatic, foarte complicat, in loc sa fie
definite, simplu, in mod clasic, a + bi.

Aproape unanim in lumea matematici, multimea numerelor naturale este
multimea {1,2,3,...} si este notatd cu N. Numirul 0 nu este considerat numir
natural. Notatiile N*, Z*, Q*, R* sunt nenecesare.

Sirurile trebuie considerate ca functii definite pe multimea N a numerelor
naturale (i nu pe multimea Ny).

Vectorul este, de asemenea, definit foarte complicat, in loc si fie definit ca un
segment orientat (sau ca o tepusi, cum spunea profesorul Grigore Moisil).

Reprezentarea numerelor pe dreapti este ficutd in mod complicat gi nenatu-
ral. Ca sa folosim o expresie tot a profesorului Grigore Moisil, .este ca gi cand te-ai
scarpina cu mana dreaptad la urechea stanga”.

Cele de mai sus impun formarea unei comisii care si unifice no-
tatiile, denumirile si definitiile, si care si devind obligatorii pentru toti
autorii de manuale.

Comisia aceasta trebuie s lucreze in stransa legiatura cu comisia pentru pro-
grame analitice, eventual, si fie una si aceeagi comisie.

In concluzie, sugeram urmitoarele:

1. Revizuirea si simplificarea programelor analitice de matematici,
astfel incat sa se adreseze elevului mediu.

2. Formarea unei comisii pentru unificarea notatiilor, denumirilor
si definitiilor.

3. Adoptarea de citre comisia de validare a manualelor, a unor
criterii de apreciere a manualelor, ca, de exemplu, stil simplu, concis,
corect gi complet gi reducerea formalismului matematic la strictul necesar.

4. Comisia de bacalaureat si aleagi probleme la nivelul elevului
mediu.

5. Toate comisiile si contind profesori de liceu, care au experienta
in ceea ce poate asimila elevul mediu.

6. Comisiile trebuie neapirat si studieze programele analitice si
manualele de matematici de liceu din alte tari, in special din Franta.

7. Inainte de a fi adoptate, programele analitice si fie supuse spre
dezbatere comunititii matematice.

Speram cd demersul nostru va fi util pentru imbunitatirea invatimantului
matematic in liceele romanegti.

Vi rugam si primiti, Domnule Ministru, asigurarea intregii noastre stime.

Academician Marius Tosifescu, Vicepregedinte al Academiei Roméane
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NOTE MATEMATICE

Crosetul Lie al doud matrici
DE ADRIAN REISNER

Abstract

After the study of the endomorphism from M,(C) to Mn,(C) given by
X — AX — XB, where A and B € M,(C), we define the Lie bracket of two ma-
trices. We prove various properties of this Lie bracket regarding the nilpotence, the
comutant of a matrix, the diagonalizability, the cotrigonalizability etc.

Key words: Lie bracket, Diagonalizability, Nilpotent matrix, Cotrigonaliza-
bility, Cayley-Hamilton theorem, spectrum, eigenvalues.

M.S.C.: 15-99, 15A18, 15A21, 17B45.
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Fiind date doua matrici 4,B € M,(C) consideram ecuatia matriciala:
AX — XB =Y. Pentru ca aceastd ecuatie si aibd o solutie X € M, (C) pen-
tru orice matrice Y € M,,(C) este necesar ca aplicatia liniard ®(X) = AX — X B si
fie surjectivd, M, (C) fiind de dimensiune finitd este deci necesar ca aplicatia ® sa
fie injectivd. In acest caz solutia este unicd. Mai precis avem teorema urméitoare:

Teorema 1. Aplicatia ® este injectivd, deci bijectivd, dacd si numai dacd
matricele A si B nu au nici o valoare proprie comund:

Sp(A) NS,(B) = 0.

Demonstratie. Presupunand cd A gi B nu au nici o valoare proprie comuni,
corpul C fiind algebric inchis, cele doud polinoame caracteristice x4 (X), x5(X)
sunt prime intre ele. Teorema lui Bézout conduce la existenta a doud polinoame U
si V e C[X] verificand egalitatile

UX)xa(X) +V(X)xp(X) = 1.

Avem atunci
U(A)xa(A) +V(A)xs(4) =1.

Avand xa(A4) = 0 din teorema lui Cayley-Hamilton, deducem imediat ca
V(A)xa(A) = 1. Deci matricea xp(A) este inversabili. Fie ker® nucleul aplicatiei
liniare ¢ si X € ker®; atunci AX = XB. Ne propunem si demonstram ca X = 0,
deci ci ® este injectiva. Avem imediat, prin inductie,

A X = XB*,
oricare ar fi k € N i, in general, pentru orice polinom P € C[X], rezulti
P(A)X = XP(B).

In particular,
xB(A)X = Xxp(B).

Deci

cici xp(B) = 0.

xB(A) fiilnd inversabila, deducem X = 0, i.e. ¥ este injectiva, c.c.t.d.

Reciproc, presupunand ca A si B au o valoare proprie comuna A. Ne propunem
sd construim o matrice nenuld apartinind nucleului aplicatiei ® gi anume o matrice
M # 0 verificand AM = MM si MB = AM. Egalitatea AM = AM are loc daca
vectorii coloane ai matricei M sunt vectorii proprii ai matricei A, pentru valoarea
proprie A. La fel egalitatea M B = X are loc daca vectorii linii ale matricei M sunt
vectori proprii matricei B’ pentru valoarea proprie .

1) Prin Sp(A) autorul desemneazs spectrul matricei A (i. e. multimea, valorilor proprii). Facem
aceastd observatie pentru a nu crea vreo confuzie cu urma matricii A sau cu subgrupul generat de
matricea A care se notezd, de obicei, in acest mod. (N.R.)
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Avem S,B = S,B’. Fie atunci X = (z122- ... 2p) 1Y = (Yay2 - ... - )
doi vectori verificand AX = AX si B'Y = AY. Matricea M = XY’ = (x;y;) nenuld
(vectorii X gi Y fiind nenuli), verifici egalitatea

AM = MB =M
caci
AM = A(XY') = (AX)Y' = AXY' =AM,
si, la fel,
MB = (XY")B=X(BY) =XXY' =AM

deci (M) = 0 i.e. ¢ nu este injectivi, ceea ce termind demonstratia teoremei.

Caz particular. Tindnd seama de aceastd teoremi ecuatia AX — XB =0
admite o singura solutie si anume X = 0 daci si numai daca matricele A gi B nu au
nici o valoare proprie comuna. Deci ecuatia AX — X B = 0 admite o solutie X # 0
dacd A, B au o valoare proprie comuni [ker® # {0}]. In particular daci A si B nu
sunt inversabile, atunci 0 este valoarea proprie comuna a matricelor A, B ; in acest
caz ker® # {0}, deci exista M # 0 astfel ca AM — M B = 0.

Teorema urmitoare indica spectrul aplicatiei ® in functie de spectrul matri-
cilor A si B.

Teorema 2. Un numdr A\ € C este valoarea proprie a aplicatier ® dacd si
numai dacd ezistd (o, 8) € Sp(A) x Sp(B) verificind egalitatea X = o — .

Demonstratie. ,=* Fie A € C, A € S, ®; exista atunci T' € M,,(C), T # 0,
astfel incat

AT —TB = \T.

Avem AT =T(B + AI).
O inductie imediata conduce atunci la
APT =T (B + AP,
pentru orice p € N gi, mai general, pentru oricare polinom P € C(X),
P(AT =TB(B + AI).
Alegand P polinomul caracteristic al matricei A4, i.e.:

k
P(X) =det(A — XT) = [J(X — ai)™,
i=1
unde a7, ..., ay sunt valorile proprii distincte ale matricei A, avem, folosind teorema
Cayley-Hamilton,
P(A) =0.

Deducem
k

TT[(B - (ai = MI™ =0.
i=1
Daci pentru orice ¢ € {1,...,k}, B — (a)I € GL,(C), atunci T' = 0, ceea ce
este imposibil.
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Deci exista ¢ astfel incat B — (a; — A)I = 0, adica
a; — X € S,(B).

In final A = a — 3, cu (, B) € Sp(A) x Sp(B) c.c.t.d.

»<=" Invers, presupunand A = o — 3, unde (¢, 8) € Sp(A) x Sp(B), deducem
ci existd X,Y € (C™)?%, X #0,Y # 0, verificand AX = aX si B'Y = 8Y, matricea
B’ avand acelasgi spectru cu matricea B.

Cu aceste notatii, matricea M = XY’ verifica

(M) =AXY' - XY'B=aXY' — X(BY) =aXY' - 3XY' =M.

Matricea M nefiind nuli, avem, in final, A € Sp(®), c.c.t.d.

Observatie. Aceasta teorema conduce la o altd demonstratie a teoremei 1.
Intr-adevir, avem ci existds M # 0 astfel incat AM = MB daci si numai daci
0 € Sp(P)si deci daca gi numai daca S,(A) NSy(B) # 0.

Teorema 3. Fie A,B € M, (R). Presupundnd cd existd M in M,(R) de
rang v verificind AM = M B, avem deg(XA/\XB) >, unde X 40 X sSunt polinoamele
caracteristice ale matricilor A, B.

Demonstratie. Ne propunem si demonstram implicatia:

AM = MB, rgM =1 = deg(x , A Xxp) =T
Matricea M fiind de rang r, este echivalentd cu
(50,
i.e. existd doud matrici inversabile P si Q astfel incat
M = PJ.Q.
Atunci, din AM = M B, rezulta

APJ,Q = PJ.QB

sau
P YAPJ, = J,QBQ .
Fie
A A
-1 _ 1 2
prap= (4 )
si
1 B1 B3
Avem

—1 _ —1 Al 0 -
P~ 'APJ, = J,QBQ ¢<A3 0)< A
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si deci avem Ay = By, A3 =0, By =0.
Rezulta

XI, — A 0

XAXPIAPdet< _As XIn_r—A4 ) :det(XITfAl)det(In,rfAzl),

si la fel
Xy = det (X1, — Br)det (In—, — By) = det (X1, — A1) det (In—r — Ma).

Polinoamele caracteristice ale matricilor A §i B au un factor det (X1, — A1)
de grad cel putin r, adica deg (XA A XB) >r, cc.t.d.

Observatie. Implicatia reciproca este inexactd. Considerdm intr-adevar,
doud matrici:

01 0 ...... 0
00 1 ...... 0
A= ,
0 e 1
0 e 0

matrice nilpotentd de grad n — 1, si B = 0. Daca exista o matrice M verificand
AM = MB, atunci AM = 0, de unde imM C kerA. Atunci rgM < dim (kerA);
fie rg M = r < 1. Pentru r > 1 polinoamele caracteristice matricelor A, B au un
factor de rang r in comun, dar nu exista nici o matrice M de rang r astfel incat
AM = MB.

Crosetul Lie (Paranteza Lie)

Definitia 4. Fiind date doud matrici A, B € M, (R) se numeste crogetul Lie
al matricilor A gi B matricea [A, Bl = AB — BA. Fiind datd matricea A, notam cu
wa aplicatia liniard ¢4 : My(R) = M,(R), B — [A, B].

Proprietatile imediate ale crogetului Lie sunt rezumate in proprozitia urma-
toare

Propozitia 5. Crogetul Lie in M, (R) este o lege de compozitie internd
verificind egalitatile:

a) [A, B] + [B, A] = 0, pentru orice A, B € M, (R);

b) [MA + A’, B] = MA, B] + |A’, B], pentru orice A, A’, B € M,(R), pentru
orice A € R;

c) [A4,[B,C]] + [B,[C,A]] + [C,[A, B]] = 0, pentru orice A, B,C € M,(R)
(identitatea lui Jacobi).

Fiind datd matricea A, multimea {(4, B) € M,(R) | [A, B] = 0} — nucleul
aplicatiei ¢ 42— se numeste comutantul matricei A (vezi mai jos dimensiunea acestui
nucleu in cazul in care A este diagonalizabila [4]).

O proprietate caracteristica a crogetului Lie este datd de teorema urmatoare:

Teorema 6. Urmdtoarele doud asertiuni sunt echivalente:

i) M € My, (R) verifica trM = 0, unde trM este urma matricei M;

ii) existd (A, B) € My (R) astfel incit M = [A, B].

Demonstratie. i) = ii) a) Fie M € M, (R), verificand trM = 0, M # 0.
Demonstram ca M este asemenea cu o matrice avind elementele nule pe diagonala
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principald . Matricea M nefiind o matrice scalara (m # kI), exista a € R™ astfel
incat vectorii a si M (a) sd nu fie coliniari. Alegand atunci ca bazi a spatiului R™
multimea {a, M(a),es,...,e,}, existd P € GL,(R) si N € M,,_1(R) astfel incat

0 ag,...,an
1
P'MP=1] 0 N
0
(matrici asemenea).
Avem
trM = trN.

Daca n = 2, rezultatul este stabilit. Dacd n > 2 demonstram prin inductie.

Presupunand ci existd R € GL,_1(R) si U € M,,_1(R) cu elemente dia-
gonale nule, verificand R"!NR = U, atunci, cu Q = diag(1l, R), matricea M’ =
= (PQ)"'M(PQ) are elementele diagonale nule, c.c.t.d.

Fie S multimea matricelor avand elementelor de pe diagonala principala nule.
S este un spatiu vectorial cu dim S = n? — n.

b) Dacd M’ este o matrice apartinand multimii S, si demonstram ci existd
D,C € M,(R), unde D este diagonali, astfel incat M’ = DC — CD. Consideram
aplicatia liniard o : Mp(R) = M,(R), X = (2;5;) — (yi;) = aX — X, unde, o
este matricea o = diag(1,2,...,n). Avem y;; = (i — j)zs;.

Nucleul lui ¢, este multimea matricelor diagonale. Dar rangp, = n? — n,
imy, C S si dimS = n? — n si deci dimy, = S. Prin urmare, existi D = o si C
astfel incat M’ = ¢, (C), c.c.t.d.

c¢) TinAnd seama de a) gi b), deducem ca fiind data M., (R) ce verifica trM = 0,
M # 0 (dacd M = 0 implicatia este triviald), existd P € GL,(R), D,C € M,(R),
unde D este o matrice diagonald, astfel incat M = P_1(DCcD)P. Fie atunci
A= P 'DPsi B=P 1CP. Avem M = [A, B], c.c.t.d.

ii) = i) Rezultatul este evident, din proprietatea urmei produsului a doud
matrici.

Teoremele urmitoare stabilesc unele proprietati ale crogetului Lie al doua
matrici i al aplicatiei liniare ¢,,.

Teorema 7. Daca A este o matrice diagonalizabild, atunci aplicatia p4 este
diagonalizabild.

Demonstratie. Fie {\1, A2,...,\,} spectrul matricei A cu multiplicititile
mi, Ma, ..., my. Dacd S1,5%,...,S, sunt spatiile proprii ale matricei A, avem (din
faptul cd A este diagonalizabild) dim S; = m;, pentru j € {1,...,p}.

Sa determinam keryg4.

Evident B € kerpy4 daca si numai daca AB = BA. B comutand cu matricea
A lasa stabil orice spatiu propriu S;. Fie B; = Bs,. Aplicatia kerpa — L£(S1)x...x
xL(Sp), B+ (B1,Ba,...,B,) este un izomorfism si

P P
dimkerp 4 = ZdimE(Sj) = Zm?
1 1
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P
Aceastd sumi Zm? este multiplicitatea valorii proprii 0 a aplicatiei p4.

1
Dacd h,k € {1,...,p} sunt fixate, h # k, considerdm B astfel ca B(Sx) C Sh,
B(S1) = 0, dacd 1 # k. Multimea acestor matrici B este izomorfi cu spatiul
vectorial L(Sk, Sp) si, pentru orice x € Sk

AB(x) — BA(x) = )\hB(x) — B()\kx) = ()\h — )\k)B(x)
si, pentru orice x € S1, 1 # k, avem
AB(z) — BA(z) = A(0) — B(Agx) = 0= (Ap — A\p)B(2).

O astfel de matrice B este vector propriu pentru ¢4 corespunzator valorii
proprii A\, — Ag.

Subspatiul acestor matrici are dim £(Sk, Sp) = mgmy,.

Dar

2
P P

dimkerpy + ZdimE(Sk, Sh) = Zm? +2 Z memy = (ka) =n2.
1 1

h+#k h#k

Aceastd sumai fiind egald cu dimensiunea spatiului £(R™), am obtinut exact
subspatiile proprii lui ¢ 4 care este, deci, diagonalizabila, c.c.t.d.

Observatii. 1) Demonstratia acestei teoreme a ardtat ca C(A), comutantul
unei matrice diagonalizabile A, avind ca polinom caracteristic

XA(X) :H(XiAJ)ma

P
este un subspatiu vectorial care are dim C(A) = Z mf
1

2) Valorile proprii ale lui ¢4 sunt conforme cu teorema 2.
Teorema 8. Sunt adevdrate urmdtoarele afirmatii:
a) Pentru orice A, B € M, (R) si pentru orice n € N,

e =Y (1) (-an i
k=0

b) Avem

n
[A"=1,B] =Y AM[A, B]A"H;
k=0
¢) Daca 0 € S, A, atunci A este nilpotentd dacd si numai dacd @4 este nilpo-
tenta.

d) Urmdtoarele doud asertiuni sunt echivalente:

i) A nu are decdt o singurd valoare proprie;

ii) pa este nilpotentd.
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Demonstratie

a) Aplicatia ¢4 se descompune sub forma ¢4 = S — D, unde S (respectiv
D) este inmultirea la stanga (respectiv la dreapta) cu A. Deoarece matricile S gi D
comutd, aplicand formula binomului lui Newton obtinem:

n = n n—
ei=3 (7)sm o
k=0

de unde deducem asertiunea a).
b) Pentru matricile A si B se poate scrie

> AMA,BIATTE =N AR BATTR N AR pATR T =
k=0 k=0 k=0

n+1 n

_ ZAkBAn+k71 o ZAkBAnJrkfl _ AnJrlB - BAnJrl.
k=1 k=0

c) ,=* Presupunand A nilpotentd, avem A™ = 0. Dacd k € {0,...,2n},
atunci fie 2n — k, fie k£ este mai mare sau egal cu n, deci, tinind seama de rezultatul
asertiunii a), avem

9012471(3) _ Z <2];f71> (71)kA2n7kBAk _ 0’

i.e. 4 este nilpotenta.

» <" Presupunand c& 0 € S, A si cd A nu este nilpotentd, vom arata ca ¢4 nu
este nilpotentd. Deoarece A nu este nilpotenta, existd A # 0, valoare proprie matricei
Aj; atunci ker(A — AI) # 0. {0} fiind valoare proprie a lui A, A nu este inversabili:
imA # R™. Fie atunci F' un suplementar al subspatiului imA gi B verificand
Bima=0, Bjp = R, unde v € ker(A — \I); atunci subspatiul imB C ker(A — I).

Pentru z € R”, avem

(AB — BA)(z) = AB(z) = \B(x),

i.e.
pa(B) = AB,

c.c.t.d. Deducem asertiunea c).

d) i) = ii) Dacd A este singura valoare proprie a matricei A, avem imediat
cid pa_x; = pa si A — A este nilpotentd si deci ¢4 este nilpotentd, tinand seama
de ¢).

ii) = i). Presupunand ¢4 nilpotentd, fie A € S;A. Atunci pa_x; = @4 este
nilpotentd gi 0 este valoarea proprie a matricei A — AI. Tinand seama de ¢), A — A\
este nilpotenta, adicd A nu are decat o valoare proprie, c.c.t.d.

Pentru demonstrarea asertiunii d) se poate utiliza gi teorema 2, caz in care
A= B.
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Crosetul Lie si produsul scalar (X,Y) — < X,Y >= tr(X'Y)

Lema 9. Aplicatia (X,Y) —< X,Y >= tr(X'Y) este un produs scalar
euclidian pe M,,(R).

Demonstratie. Aplicatia (X,Y) — < X,Y > este evident biliniars; ea este
simetric3, deoarece pentru orice (X,Y’), avem

<X,Y >=tr(X'Y) = tr'(X'Y) = tr(Y'X) =< V, X > .

Mai mult, dacd X = (z45),; ;<,, atunci

<X, X>=tr(X'X)=) a},>0
4,3

si
<X, X>=0&X=0,
i.e. <,> este un produs scalar euclidian pe M, (R).
Folosind acest produs scalar, avem urméitoarele doui teoreme:
Teorema 10. Fie A,B € M,(R) si C(A) = {X e M,(R) | AX = XA}
comutantul matricei A. Atunci urmdatoarele doud asertiuni sunt echivalente:
i) exista X € M, (R) astfel incdt

B = [AaX]a

i.e. B € imepg;
b) pentru orice X € C(A),

tr(BX) = 0.

Demonstratie. Cu notatiile de mai sus, trebuie aridtata echivalenta urma-
toare
B e€impy &< B,'X >=0,

pentru orice X € kerp4, deoarece kerp4 = C(A).

Adjuncta endomorfismului ¢ 4 pentru acest produs scalar fiind endomorfismul
% definit prin < p4(X),Y >=< X,¢%(Y) >, ne propunem si demonstram ca
Ph = par = Pra.

Intr-adevar

< A(X),Y >=1tr[(AX — XA)'Y] = tr(AX'Y — XA'Y) = tr(X'Y A — XA'Y) =

=tr[X("YA-A"Y)] = tr[ X' (PAY Y A)] = tr[ X0 4 (V)] =< X, e 4(Y) >, c.c.t.d.

Dar avem proprieatea endomorfismului adjunct imp4 = kerp - (ortogonali-
tate relativ la produsul scalar definit mai sus). Astfel teorema 10 este demonstrata
dat fiind ca C(A) = C(*A) (M comuta cu *A daca gi numai daca ‘M comutd cu A.

Teorema 11. Pentru A € M, (R) urmatoarele doud asertiuni sunt echiva-
lente:

a) A este nilpotentd;

b) A € im(pa4).
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Demonstratie. a) = b) Sa demonstram cd daci A este nilpotenta, atunci
A € kergy. Intr-adevir, fie X € kerpa» = kergeg; atunci AX = XA s A €
Sp (X *A) asociat vectorului propriu definit prin X ‘Av = \v. Dacad m este cel mai
mic numar intreg verificand ‘A™v = 0 [un astfel de intreg m exista, matricea A fiind
ea insagi nilpotentd] avem X !A™ = XA™ 1y = 0, de unde A = 0. Deci spectrul
matricei X A este redus la S, X ‘A = {0}, (i.e. X 'A este nilpotenta).

Deducem ci tr (X 'A) = 0 si, in final, < X, A >= 0, pentru orice X € kerpa
gi A € (kerpa) =impa, c.c.t.d.

b) = a) Deoarece A € im(p4), rezulti A = AX — X A; deducem atunci ci

A?X — XA? = A(AX — XA) + (AX — XA)A =242

si, prin inductie,
AP X — X AF = kAR,

pentru orice k € N*.
Avem deci

tr(AF) = %tr(AkX — X AF) =0,

pentru orice k € N*,

Teorema 11 este, atunci, un corolar imediat al lemei urmatoare:

Lema 12. Mairicea A € M, (R), verificind tr(A™) = 0, pentru orice
m € N* este nilpotentad.

Demonstratie. Fie S;A = {A1,...,\,}, unde A\q,...,\, sunt radacinile
complexe ale polinomului caracteristic y N al matricei A. Deoarece tr(A™) = 0,
rezultd cd sumele lui Newton, relative radacinilor Aq,...,\, sunt nule si deci
tr(A™) = A" 4+ - -+ A" = 0. Matricea A fiind asemenea cu o matrice triunghiulars
avand coeficientii diagonali A1,...,\,. A" este asemenea cu o matrice triunghiu-
lard avand coeficientii diagonali A\{*, ..., A7*. Din formulele lui Newton deducem, ci
functiile simetrice elementare ale radacinilor Ay, ..., A\, notate cu 01,09, ...,0, sunt
toate nule. Deci polinomul caracteristic al matricei A este

X (X)=X" = X" 4 4 (1), = X7,

Matricea A verifica x , (A) = A" = 0 — teorema Cayley-Hamilton —i.e. A este
nilpotenta.

Vezi mai jos o altid demonstratie. Incheiem aici demonstratia lemei 12 si
teoremei 11.

Teorema 13. Fie A, B € M, (R) verificind [A,[A, B]] = 0. Atunci avem:

a) [A, B)¥ = [A, B[A, B]*~1], pentru orice k > 0;

b) [A, B] este nilpotenti;

c) [A¥, B] = k[A, BJA*~1 | pentru orice k > 0;

d) Presupundnd A nilpotentd, avem AB nilpotentd.

Demonstratie. a) Pentru orice matrici 4, B,C € M,,(C), verificam ca

tr[A,B] =0
! [A, BC] = [A, BIC + B|A, C). (1)
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Punand [A, B] =V, avem, tindnd seama de ipoteza,

[A, V] =0.
Atunci, cu (1), pentru orice k& € N*, rezultd [A, V?] = 0 si, in general, prin
inductie, obtinem
[A,VF] =0.

Deci
[A, BVF71] = [A, B]V*! + B[A,VF 1] = [A, B)[VF! = V* = [AB]".
b) Deducem ca pentru orice k € N*,
trVF = tr[4, BV 1] = 0.

Sa ardtam, atunci, prin inductie ca pentru orice k € N*, tr(V*) = 0 implica
V nilpotentd. (O altd demonstratie a lemei 12.)

Pentru n = 1 proprietatea este triviala.

Presupunem proprietatea verificata pentru orice matrice Z € M,,_1(C).

Dacd x,,(X) = X" —a,1 X" " +... 4+ (~1)"a, este polinomul caracteristic
al matricei V', atunci, conform teoremei Cayley-Hamilton,

Xy = 0.
Tinand seama ci pentru oricare k € N*, trV* = 0, avem
(—1)"na, = 0.
Deducem:
a, = detV =0.
Existd deci P € GL,(C), Z € M,,_1(C) si X € My ,—1(C) astfel incat

o [0 X\
PVP_<OZ,

fie, pentru orice k € N*,

Plvkp — ( 0 Xz& >

0 A
Deducem ci, pentru orice k € N*,
tr(VF) = tr(Z%).

Tinand seama de ipoteza de inductie, matricea Z este nilpotenta, i.e. exista
k € N* astfel incat Z* = 0.
Atunci
VR = 0.
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Observatie. Implicatia precedentd este o echivalenti. Intr-adevir, daca V
este nilpotentd, atunci matricea V* este si ea nilpotenta pentru orice k € N*. Deci
0 este singura valoare proprie de V*. Asadar, tr(V*) = 0, c.c.t.d.

k—1
c¢) Dezvoltand suma urm#toare Z AJ[B, AJA*=7=1 obtinem
=0
k-1
(A%, B] = —[B, A" = = Y~ AJ[B, AJA" =1 = kVAF! = kA, B]AM!
=0

d) Ne propunem si demonstram cd spectrul matricei AB este redus la
SpAB = {0}. Fie A € S,AB si X un vector propriu asociat; avem ABX = A\X.
Daci p este cel mai mic intreg astfel cd AP X = 0 — un astfel de p existad cici A este
nilpotent#; atunci, utilizind c) rezulta

AAPTLX = APBX = [AP, B]X + BAPX = pV AP ' X.

Dar V fiind nilpotentd — vezi b) — si AP71X # 0, deducem A\ = 0. Prin
urmare, dacd A € S,AB, atunci A = 0, i.e. AB este nilpotenta.

Crosetul Lie si cotriangularizabilitate

Fie F € {4, B,C,...} o familie de matrici apartinand lui M,,(C).

Definitia 14. Familia matricilor F = {A,B,C,...} este cotriangulariz-
abila daca toate matricile familei sunt triangularizabile in aceeagi bazd, adicd existd
P € GL,(C) astfel incat oricare ar fi X € F, PXP~! este o matrice triunghiulard.

Cu aceastd definitie avem urmitoarele teoreme.

Teorema 15. Doud matrici A, B apartinind lui M, (C) si verificind
rg[A, B] < 1, sunt cotriangularizabile.

Demonstratie. Sa ardtam ca spatiile vectoriale kerA si imA sunt stabile
prin B.

Intr-adeviir avem rg(ABpA) < 1= im(AB — BA) NimA # {0}.

Fie im(AB — BA) C imA* §i im(AB — BA) nimA = {0}.

e Dacd im(AB — BA) C imA, atunci imBA C imA, deci imA este stabil
pentru B.

e Daci im(AB — BA) NimA = {0}, atunci pentru orice = € kerA,

ABx = (AB — BA)x € im(AB — BA) NimA = {0}

i.e. ABx =0 si kerA este stabil pentru B, c.c.t.d.

Deducem existenta, pentru n > 2 a unui subspatiu netrivial stabil pentru A
si B. Intr-adevir, daci A este o omotetie, atunci oricare dreaptd proprie pentru
B convine. Dacd A nu este o omotetie, fie A € S,(A). Aplicand cele de mai sus
matricilor AI gi B deducem c& ker(A — AI) sau im(A — AI) convin.

O inductie imediatd permite atunci sa se deduca concluzia.

Trivial pentru n = 1; presupunem pentru n > 2 rezultatul verificat pentru
A,B € M,(C), unde 1 < k < n. Sa demonstrdm atunci in cazul in care A, B €
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€ M, (C). Fie S un subspatiu netrivial al spatiului C”, stabil pentru A gi B. Fie
B o bazi a spatiului C™ obtinutd prin completarea unei baze a lui S. Dacd P este
matricea de trecere intre baza canonici a lui C" gi aceastd baza B, atunci avem

A A B B
—1 Al 1 2 . —1 o / 1 2
P APA< 0 !3> si P BPB( 0 33).

Din inegalitatea rg(A’B’ — B’A’) < 1, deducem rg(A1Bs — B14;) < 1 si
rg(AsBs — BsAs) < 1. Matricile Ay, By pe de o parte si As, Bs pe de altd parte
sunt cotriangularizabile (ipoteza de inductie). Deducem cd matricile A’, B’ sunt ele
insasi cotriangularizabile gi in final, matricile A §i B sunt cotriangularizabile, c.c.t.d.

Teorema 16. Fie trei matrici A, B,C € M, (C) verificind C = [A, B],
C € kerpa Nkerpp. Atunci cele trei matrici sunt cotriangularizabile.

Demonstratie. Fie A € S,(C) si E\ subspatiul propriu asociat. Cum C
comutd cu A, B, rezultd ci E) este stabil pentru A si B. Notam A’, B’ restrictiile
lui A, Bla E). Avem atunci A’B’ — B’A’ = \id,, unde id, este identitatea spatiului
E\. Deci n\ = tr(A'B’ — B’A’) =0, de unde A = 0si A’B’ — B’A’ = 0. Atunci
orice subspatiu propriu al lui A’ este stabil prin B’. Deducem cia A’, B/, C' au un
vector propriu comun apartinand subspatiului Fy. Cu notatiile evidente, exista deci,
P € GL,(C) astfel incat

—1 _ a X 1 o ﬁ Y . —1 _ 0 A
P AP—<0 A1)7 P BP—(O 31) si P CP—(O 01)'

Matricile A1, By,Cy € Mn(C) verifica [AlBl] =C, C; € kenpAl n keanl.
O inductie evidentd dupa n permite si se deduci concluzia. Intr-adevir, ipoteza de
inductie asigura ca aceste matrici A;, By, C7 sunt cotriangularizabile i deducem
imediat teorema 16.

Complemente

Daca U este un subspatiu al spatiului M,,(C), notam cu [I] spatiul vectorial
generat de matricile [A, B], unde A, B € U. U este o algebra Lie dacd [U] CU. O
algebra Lie este rezolubild dacd exista algebre Lie Uy, U, . ..,U, astfel ca:

{0} =U CUy1 C...CU CUs=U, si [U] C Ui,

pentru i € {0,...,p—1}.

In biliografia de mai jos, [2] paginile 125-128, teoremele 9.11 si 9.9 sau in
[3], paginile 189-191, teorema 3.5.2 si paginile 200-204, teorema 3.7.3, se gisesc
demonstratiile celor doud urméitoare teoreme importante:

Teorema 17. (Teorema lui Lie.) Elementele unei algebre Lie rezolubile
sunt cotriangularizabile.

Teorema 18 (Teorema lui Engel). Fie o algebrd Lie L formatd de elemente
nilpotente. Atunci:

a) exista un vector v # 0 verificdnd w(v) = 0, pentru orice u € L.

b) Elementele algebrei Lie L sunt cotriangularizabile.
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NOTE METODICE

Generalizarea unor probleme de calcul integral
DE NICOLAE STANCIU

Abstract

The author presents some general results concerning methods of computation of
Riemann integrals which can be used to solve several problems from Gazeta Mate-
matica.

Key words: odd functions, even functions, Riemann periodic functions, integral.

M.S.C.: 26A33, 26A42

Ideea scrierii prezentului articol mi-a fost sugeratd de gisirea unor metode
generale pentru solutionarea unor probleme de calcul integral intalnite destul de des
in Gazeta Matematici seria A gi B si in alte reviste de profil (R. M.T., R. I. M.
Brasov, S. I. M. Baciiu, Recreatii Matematice Tasi etc.).

I. Asupra calculului integral pentru functii pare si impare.

Propozitia I.1. Fiec € (0,00) gi [ : (—¢,c) — R o funciie continud. Atunci:

1) /bf(ﬂf)dfﬂ = /af(fﬂ)dx,
a —b

pentru orice a,b € (—c,c); in particular:

a 0
O/ f-ado = [ f-a)da,

—a

pentru orice a € (—c¢,c);
2) [ este para dacd $i numai dacd

/af(x)d»’v: /Of(—x)dw,

—a

pentru orice a € (0,c¢) (respectiv a € (—c¢,c));
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3) [ este impard daca gi numai dacd

/af(x)dw =0,

oricare ar fi a € (0,x) (respectiv a € (—c,c));
4) dacd, f este pard, atunci

flx)dz =2 [ f(—z)dz,
freome=2]
pentru orice a € (—c,c);

5) (i) daca f este pard, atunci

a

/:cf(:n)d:c =0,

—a

pentru orice a € (—c¢,c);
(ii) daca f este impard, atunci

_/a:cf(z)d:c QO/:Ef(:c)d:E,

pentru orice a € (—c¢,c);
(iii) daca f este arbitrard, atunci

1&@%m=2!ﬂﬁm%

pentru orice a € (—c,c) si
a

/xf(xQ)dx =0,

—a

pentru orice a € (—c,c).

Demonstratie. 1) Fie a,b € (—c¢,¢), a < b fixati; facand substitutia z = —t,
obtinem ceea ce trebuia demonstrat.

2) Dacd f este pard, f(z) = —f(—=x), pentru orice a € (—c¢, c) si deci

!&@Mz!&(mﬁz/}uma

pentru orice a € (0, ¢).
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Reciproc, sa presupunem ci

/af(x)d»’ﬂ: /Of(—x)dw,

—a

pentru orice a € (0, c).
Atunci

a a a a

[ @ = soyde = [ fade - [ 1o = [ - / f()dz =0,

0 0 0 0

pentru orice a € (0, c).

Rezultd cd f(x)— f(—z) = 0, pentru orice z € (0,a). Dacd z € (—¢,0), atunci
—z € (0,¢) si prin urmare f(—xz) — f(—(—z)) =0, deci f(z) = f(—=z), oricare ar fi
x € (—c¢,c), adicd [ este pari.

3) Daci f este impard, f(x) + f(—xz) = 0, oricare ar fi a € (—c,¢) si deci,
pentru orice a € (0, ¢), avem

/af(w)dﬂf /Of(w)dﬂer/af(ﬂf)dw/a(f(ﬂf)Jrf(fE))deO-
Za Za 0 0

Reciproc, fie a,b € (—c, ¢), a < b, fixati; conform ipotezei, avem

b

/af(:n)d:c = /f(:n)d:c =0.

—b

/bf(x)dm = ]bf(x)dx + ]af(:v)dx + /“ f(2)dz.
a " | J

Atunci, din (1), obtinem

Avem

si rezulta ci

deci
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de unde

pentru orice x € (—c, ).
Prin urmare f este impara.
4) Dacd f este pard, avem f(z) = f(—x), oricare ar fi z € (—¢, ¢) si deci

a 0 a 0 a a
/f()d _{f()d+0/f()d _/af()d+0/f()d 2O/f()d

—a

5) (i) Daca f este pard, atunci functia x — x f(z) este impard si deci

a

/:L'f(l‘)dl’ © 0,

—a

pentru orice a € (—c¢, c¢);
(ii) analog ca la (i);
(iii) rezultd imediat din (i) si (ii), tindnd seama de faptul ca functia
x — f(2?) (respectiv o — xf(2?)) este pard (respectiv impara).
Propozitia 1.2. O functie f : R — R continud este impard dacd $i numai
dacd pentru orice x € R, avem

/f(t)dt = constant.
—x

Demonstratie. Deoarece f este continui, ea admite primitive. Fie F' o
primitiva a sa.

Rezulta ca
x 0 T 0 - 0 .
_ _ - o ) N
Z f(t)dt = /x f(t)dt+ O/ ft)dt /x ft)dt O/ f(=t)dt Z f(t)de /x F(t)dt =0

II. Asupra calculului integral pentru functiile pare si impare
generalizate
Definitie. Functia f : [a —r,a + 1] — R se numeste a-pard dacd f(a+ ) =
= f(a — x), pentru orice v € R cu x < r, respectiv a-impard, dacd f(a + x) =
= —f(a— ), pentru orice x € R, cu |z| < r.
Propozitia IL.1. Fie f : [zg — r,x0 + ] — R continud, cu proprietatea
af(xo+ )+ bf(xo — ) = ¢, oricare ar fi x, cu || < r, unde a,b € R*, c € R.

Atunci
xo+T 9
cr

i de = — b ;

0 [ fado= 25 0k b0
xTo—T

xo+r b xo+r

(i) /f(x)dx:%-f-a; /f(x)dx.
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Demonstratie. Consideram «, f : [—r,r] — [0 — r,x0 + 7], a(t) = x9 — t,
B(t) =xz9—tsicum f:[a—r,a+r] — R este continud, putem aplica schimbarea

de variabila:

xo+r a(+r) r r
b
0 [ s@as= [ saena o= [ sna= (- 2e-n)a-
To—T a(—r) —r —r
2r b 2%r b [ 2 o
=22 o —nae =2 -2 [ rp@ i =245 [ flape -
-r -r B(=7)
b xo+7r
cr
= Z + a / f(x)dx
Rezulta ca
o b o 2cr
f(z)dz + o f(z)dz = —
si deci
v 2cr
f(z)dz = P
(ii) Avem
To+r 0 To+r
f(z)dz = / f(z)dz + f(z)dz
Cum
o a(0) 0 0 b
/ fodz = | fla)de = /f(:co +t)de = / <§ — = flao t)) dt =
To—T a(—r) —-r —7r
, 0 , 0 b B(r)
=%t [ ra-nae= T4 [ o) 0u=" 12 [ fa -
“r “r 8("r)
cr b Vi
:EJFE / f(z)dz,
To+T
rezultd ca
xo+r b xo xo+r b xo+r
/ f(x)dxz%—i—a / f(zx)dz + / f(x)dxz%—i—a; / f(z)dz.
xo—T To+T xo To
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Propozitia I1.2. Dacd f : [a —r,a + 7] — R este continud, atunci:

a+r
a+r
(i) /f(z')dgg: 2'/f(fﬂ)dﬂ% daci f este a-pard
a—rT 0,

daca [ este a-imparad.

(i1) Produsul (cdtul) a doud functii de a-paritati diferite este o functie a-

impard si produsul (cdtul) a doud functii de aceeasi a-paritate este o functie a-pard.

Demonstratie. (i) Daca f este a-pard, atunci f(a+z) — f(a — z) = 0; deci,
punand, in I1.1,a=1,b=1, ¢ =0, g = a, rezulta ca

a+r a+r a+r

/f(x)dle%(_l)-/f(x)dx:Q/f(x)dx.

Daci f este a-impard, atunci f(a 4+ z) + f(a —z) = 0 gi punand in II.1.(ii)
a=b=1, c=0, rezulta ca
a+r

/ f(z)dz = 0.

(ii) Fie f, g a-pare, adicd f(a + ) = f(a — z), g(a + ) = g(a — ). Rezulta

(f-9)(a+z)=flatz) glatr)=fla-w) gla—2)

(i) (a—2) = (g) (a+z)= fla—a).

g

si analog

Agadar f-gsi i sunt, a-pare, analog aratandu-se gi restul.

Propozitia I1.3. Pentru orice functie f : [a —r,a+r] — R, exista o functie
f1 a-pard si o functie fo a-impard, astfel incit f(x) = fi(z) + f2(z), pentru orice
x €la—r,a+r].

Demonstratie. Pentru

f(x)—i—fQ(Qa—x) § falz) = f(z)— f(2a —x)

fl(x): 2 )

rezulta ca
f(@) = f1(@) + fa(@).
Cum fi(a+ x) = fi(a — x), urmeaza ci fy este a-pard, iar, cum fa(a + ) +
fa(a — x) =0, deducem ci f, este a-impar3.
Propozitia 11.4. Dacd f,g : [a — r,a + r] — R sunt integrabile si [ este
a-para, atunci
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Demonstratie. Din I1.3 rezultd ca g(z) = g1(x) + g2(z), unde g; este a-para
si go este a-impara, deci

a+r a+r a+r a+r
/ f(@)g(a)dz = / F(2) (1(2) + ga(z)) dz = / f(@)g1 (z)de+ / f(@)ga(w)da L2
a+r a+r

(L2) /f 2)g1(z /f 2) + g(2a — ) da.

Propozitia II.5. Fie f,g : [a — rf,a+ r] — R integrabile si f o functie
a-impard. Atunci:

a+r a+r
[ f@g@is= [ 1) (9o - g(20 - 2)) da.

Demonstratie. Se demonstreazi analog cu propozitia I1.4, utilizand II1.2 si
I1.3.

III. Asupra calculului integral in cazul functiilor periodice

Propozitia I11.1. Fie f : R — R o functie continud. Atunci avem:
a+T
a) f este periodica de perioada T dacd gi numai dacd / f(z)dz = ¢ (con-
a
stant) pentru orice a € R.
b) Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) orice primitiva a lui [ este periodica de perioadd T
(ii) f este periodicd, de perioadd T
a+T
(iii) / f(z)dz = 0, pentru orice x € R.
a
Demonstratie. a) (=) Din ipotezd, f(x + 1) = f(z), oricare ar fi z € R.
Avem

a+T T a+T
/ t)dt = /f dt+/f )dt + / f(®)dt, (1)
a 0 t

pentru orice z € R.
Ficand, in ultima integrald, schimbarea de variabild ¢t = y +¢t, y € [0,7],
obtinem

7Tf(t)dt=/af(y+T)dy= /af(y)dy- (2)

pentru orice a € R.
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Din (1) si (2) rezulta

T 0 T a T
(t)dta/f(t)dtJrO/f dt+/ O/f

pentru orice a € R.
z+T)

(<) Presupunem / f(t)dt = ¢, pentru orice x € R si fie F' o primitiva a lui

x
f. Atunci, c= F(x + T) — F(x), pentru orice z € R si deci, prin derivare, obtinem
fla+T)— fla)=F(z+T) - F'(z) =0,

pentru orice x € R, de unde rezultd ca f este periodica de perioada 7.
b) (i) = (ii) Observam ci, orice primitivi a lui f este periodicd, de perioadd
T, daca si numai daca, exista 0 primitiva a lui f, periodici, de perioadd T, daca si

numai daci, functia F(z / ft)dt, x € R, este periodica, de perioada T.

(ii) = (i) Dacd f este perlodlca de perioada T, avem
(F(z+1t) - Fx)) = flx+1) - f(z) =0,

oricare ar fi € R gi, deci, existd un ¢ € R astfel inct F(x +t) — F(z) = ¢ pentru
orice z € R.
Atunci

T
= F(0+1t) — /f
0

deci
F(z+1t)=F(z),
oricare ar fi x € R si deci F este periodicad de perioada T
(ii) = (iii) Rezulta din punctul a).
(i) = (iii) Daca (i) este adeviratd, atunci F' este periodicd, de perioada T si

avem
x+T

/ f@®)dt = F(x +1t) — F(z) =0,

pentru orice x € R.
(iii) = (i) Din

x+T

/f Fla+ 1)~ F(z) =0,
pentru orice x € R gi deci F este periodica de perioada T'.
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Concluzie. Acest articol propune propozitii care permit calculul unor inte-
grale definite ce fac obiectul unor probleme publicate in Gazeta Matematica si alte
reviste de specialitate sau in unele manuale alternative de clasa a XII-a.

In continuare propun spre rezolvare urmitoarele probleme reprezentative:
problema 14847 Gazeta Matematica, nr. 7 (1975), problema 22377 Gazeta Mate-
maticd, nr. 5 (1991), problema 22750 Gazeta Matematica, nr. 1 (1993), problema
22990 Gazeta Matematici, nr. 4 (1994), problema 23834 Gazeta Matematici, nr.

2 (1997), problema 24094 Gazeta Matematica, nr. 3 (1999), problema datd in
concurs Gazeta Matematicd, nr. 1 (2002), problema 25054 Gazeta Matematica, nr.
2 (2004).

Tata si doud aplicatii propuse de autor.

Aplicatia 1. Sa se calculeze

27

sin x cos 2x
—5 —5 dx
(1 4 sin® z)(1 + sin” 2z)
0

Solutie. Fie f,¢:[0,27] — R, definitd prin:

cos 2z sin x

f(r) = ——5—, g()

1+ sin? 2z _1+Sin2:c'

Se observa ca f(1—x) = f(r—x), adicd este 7 — pard §i g(7 —x) = —g(m+x),
adicd este m — impard. Functia h : [0,27] — R, h(z) = f(x) - g(z) este conform
Propozitia I1.2 (ii), 7 — impard si conform Propozitiei II. 2 (i), avem

27 27

/h(:c)d:n B / sin x cos 2 dr —0
) (L+sin’z)(1+sin®2z)

0 0

Aplicatia 2. Si se calculeze

2007 2008
T

— dz.
Z Sh2k7127
—2007 k=1 +1

Solutie. Notam:

n
1
flo) =2, g(x)=> sh* 'z, h(z)=—F——"
— 3 sh2k—1g
ek=1 +1

Se observa imediat ci f este continui si pard, g este continui gi impara, iar
h(z) + h(—z) = 0. Rezulta :

2007 2007
2008
I'= N T— [z
Z sh2k— 1:8
—2007 pk=1 —2007
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Se gtie cd o functie arbitrard (care nu este nici pard nici impari) se poate scrie

ca o sumi de doud functii una pard i alta impara. Astfel h(x) = hy(z)+h2(z), unde
h h(— h(z) — h(—

hi(x) = hi@) + M=) = pard si ho(z) = hl@) = h(=)

utilizam faptul c& produsul (catul) a doud functii de aceeagi paritate este o functie
pard si respectiv produsul (catul) a dous functii de paritdti diferite este o functie
impara si obtinem

= impara. In continuare,

2007 2007 2007
22008 (I1.23)
= [ o= [ f@htde = [ 5@ (@) + hala)) do 2
1 —1,.
—2007 ek:1s ' * +1 —2007 —2007
2007 2007 20072009
(I1.21) (I1.24)
= z)hi(z)dxr = r)de = ———.
| @@ [ e = 250
—2007 —2007
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2004.

[3] * * *x Gazeta Matematica , 1985 — 2007.

Grupul gcolar Tehnic Sf. Mucenic Sava
Berca, Buzau

PROBLEME PROPUSE

248. Fie C*(R) spatiul vectorial al functiilor reale de variabila reals, diferen-
tiabile de k ori (unde, C°°(R) — spatiul functiilor indefinit derivabile, iar C°(R) —
spatiul functiilor continue) si L, D : C%(R) — C°(R) operatorii diferentiali definiti
prin

Ly)=y"+a/+ry, Dy =y, qrek

a) Si se arate cd kerL C C°°(R) si ci restrictia lui D la kerL este un endo-
morfism al lui kerL.

b) Fie {y1,y2} o bazd in kerL; pentru orice y € kerL, existd a,b € R unici,
astfel incat y = ayy + bys si deci, in felul acesta, se definegte un izomorfism ¢ :
kerL — R2. Si se arate cd endomorfismul D induce un endomorfism f € Lg(R?)
care face urmatoarea diagrama comutativi:

D
kerL —— kerL
el le

—

RZ f R2

Sa se determine o conditie necesard si suficienta pentru ca f si fie un auto-
morfism.
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c) Dacd Ay este matricea lui f in raport cu baza canonicd, iar p este polinomul
caracteristic al ecuatiei L(y) = 0, sa se calculeze p(Ay).
d) Alegand in kerL o bazd convenabild, si se scrie forma generald a lui Ay.
Cazuri particulare:
(i)¢g=0,r=-1; (i) g=r=1; (iii) g =2,r=1.
Dan Radu

249. Daca a si b sunt numere reale pozitive astfel incat a + b = a™ + b,
n € N, n > 2, atunci
an+1 + bn+1 < 2

Vasile Cirtoaje

250. Fie a, b, c numere rationale astfel incat a # 0 si 4ac—b? este patratul unui
numar rational diferit de zero. Sa se construiasca un exemplu de functie f : R — R
cu proprietatile:

i) f este aditiva, adicd

flx+y) = f@)+ fy),

pentru orice z,y € R;
ii) f verifica relatia

af(f(x)) +bf(x) +cx =0,

pentru orice x € R.
Gabriel Dospinescu i Marian Tetiva

251. Si se arate ci, intr-un simplex, au loc inegalitatile urméatoare:

SD DE L EURR ) L
n— n.
L py —p ri+r 27
i=1 11
n n
i n+1 n?
b
)Zzlhifr nflzh +r ;nf hi+1r —
n n
T n+1 Ty Ty
-1
C)Zzl(n—Z)m—r n—llz;(n—2)m+r (n );(n—Z)m—i—r
2
n

) .
Cu h; si r; se noteaza inaltimile si razele sferelor exinscrise simplexului, iar
cu r raza sferei inscrisd simplexului (i = 1,n, n > 3).
Mihai Miculita si Marius Olteanu

252. Daca z1,29,...,2, > 0, unde n € N, n > 2, k € {1,2,...,n — 1},

S:E Ty 8l 0= g Tiy " Tiy * ... Ty, S& se arate ca

1< <ip<...<ip<n

. . C s e — . — _ 7. k
E ) g e X ) 5 e X \CF .
\/30Z X X; (S €X; X X; )< Cn 15’0

1<i1<i2<...<ip <n

Gh. Szollosy
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SOLUTIILE PROBLEMELOR PROPUSE

Dupd intrarea la tipar a numarului 3/2007 al revistei, am mai primit solutii corecte la proble-
mele 223, 225, 227 de la domnii Nicusor Minculete — profesor la Colegiul National Mihai Viteazu
din Sfantu Gheorghe si Gheorghe B.G. Niculescu — profesor la Colegiul de Pogti si Telecomunicatii
Gheorghe Airinei din Bucuresti.

228. Pentru A € M3(R), se noteazd A* = J'Al, unde

1 0 0
J= 0 1 0
0 0 -1

sifiel = {A € M3R) | A*A =1}, G ={u € Lrg(R3) | M(u) € T}, unde prin M(u) s-a notat
matricea endomorfismului u : R3 — R3 in raport cu baza canonicd.

a) Fie G' mullimea tuturor endomorfismelor u € G cu proprietatea ci u(e1) = e1, iar
componenta lui u(es) relativ la versorul eg este pozitivi. Sd se arate cd daci u € G', atunci M (u)
are una din formele urmdtoare:

1 0 0 1 0 0
Mi(u)=| 0 ch® sho |, Ma(u)=| 0 —chfd —shd |, 6€cR.
0 sh@ ché 0 shé chf

b) Si se arate cd pentru v € G', M (u) este diagonalizabild si s se indice, in ambele cazuri,
forma diagonald i matricile de transfer.

c) Sd se stabileascd faptul cd A € T implicd |det A| =1 si a3; > 1. Se noteazd I'' = {A €
T | azz > 1}; sa se arate cd I este un subgrup al lui T.

(In legaturd cu problema 192.)

Dan Radu

Solutia autorului. a) Fie u € G’ §i M (u) = (a;;) matricea lui v in raport cu baza canonici.
Deoarece U(e1) = e1, rezultd ci ai1 = 1, az1 = az1 = 0. Pe de altd parte, un calcul imediat ne
conduce la faptul ci

aiy a1 —asi
M*(u) = ai2 az2  —as2
—a13 —a23  as3

si deoarece I' si G sunt grupuri izomorfe (vezi punctul a) al problemei 192), avem M*(u)M (u) = I.
Identificand elementele de pe prima linie, gisim:
2 2 2 _
ajy +ay —az =1
airai2 + az1a22 —aziazz =0
ai1a13 + az21a23 — aziazz = 0.

in ultimele doui relatii de mai sus, pumand conditia a11 = 1, ag1 = as; = 0, rezulti
a12 = a1z = 0 si deci M (u) este de forma
1 0 0
M(u)=1 0 a2 a23

in conformitate cu cele stabilite la pct. b) al problemei 192, dacd y = u(x), atunci:

yi+y3 —y3 =i + 23 —ai. 1)

Cum u(ez) = aszea + aszzes, iar u(es) = agzea + aszses, din identitatea (1) deducem:

“%2 - a§2 =1 9

i (@)

a3 — a3z = — 4

Dar, dup# pct. a) al problemei 192, M(u) € T implici M (u) € I'. Folosind identitatea

(1) pentru matricea ¢ M (u) vom gési, exact ca mai sus, ci:
a3, — a3z =1

®3)

2 2 _
az9 — a5z = —1.
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Din seturile de egalitati (2) si (3), rezultd imediat cd a2y = a2, si a3, = a5, Cum insa
a:%,a =1+ a22 > 1, iar ass a fost presupus pozitiv, urmeazi ci az3 > 1. Analog, |a22| > 1 si deci
egalitatea a3, = a2, este echivalentd cu |agz| = ass. Notand, atunci, |age| = ags = chf (6 € R),
rezultd pentru ag3 si azz urmitoarele variante:

(i) ag3 = shf, a3s = sho;
(ii) a23 = shé, a3z = —shé;
(ili) @23 = —shf, a33 = —sh6;
(iv) a2z = —shf, a33 =shd.

Tinand cont de faptul cd ch este o functie pard, iar shf impara, urmeazi cd variantele (i)
gi (iii), respectiv (ii) si (iv) coincid si deci matricea M (u) are una din cele doud forme din enunt
(M1 (u) corespunde situatiilor (i) si (iii), M2 (u) situatiilor (ii) si (iv)).

b) Formele diagonale si matricile de transfer sunt respectiv:

1 0 0 1 0 0
Di(wy=1| 0 ¢ o0 |, Pwy=( 0 1 1 |;
0 0 & 0 1 -1
1 1 0
1 0 0 0 0
Dy (u) = 0 1 0 | =4, Po(u) = 0 Shi 7ch§
0 -1 0

c) Dacid A €T, atunci
det A* = det((J 'AJ) = det J det "Adet J = det A = det A
si cum A*A = I, rezultd imediat ci |det A| = I. Folosind identitatea (1) pentru vectorul es, vom
avea
2 2 2
ajz + a3 —azz = —1,
de unde
a3s = 1+afs +ajs > 1.

Fie acum A = (a;5), B = (b;;) € I'. Dupi cele stabilite la punctul a) al prezentei probleme,

vom avea

b11 b21  —ba1
B*=B"1= bz baz  —ba2
—b1z  —bs2 b33

si deci, daci C = AB~! = (ci5), atunci
c33 = —agz1b31 — asz2bsz + azsbss.
Urmeazi ci C = AB~! € IV daci si numai daci c33 > 1, ceea ce este echivalent cu faptul

cd
1+ a31bs1 + azzbs2 < asszbss. 4)
Utilizand din nou egalitatea (1) pentru matricile A* i B* relativ la vectorul e3, vom avea
2 2 2
agzy +azy —azz = -1
(®)

b§1 + bgz +b§3 =-1
Atunci, folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz si egalititile (5), obtinem
1+ a31b31 + a32b32 < 1+ |az1b31 + az2b32| <
< 1+\/0‘§1+a§2'\/b§1+b§2:1+\/0%3*1'\/1%3*150‘3317337
ultima dintre inegalit#ti probandu-se prin calcul direct. In acest fel inegalitatea (4) este stabilita

si deci AB~1 € I'". Conform criteriului subgrupului, rezults ci I'/ este subgrup in I' si deci este el
insusi grup.

229. Fie n > 1 un numdr natural. Sd se arate cd muliimea
{1222 ... n?%}
se poate partitiona in trei submultimi, fiecare avdnd aceeagi sumd a elementelor, dacd $i numai

dacd n este de una din formele: 9k, 9k — 1 sau 9k — 5, unde k > 2 este un numdr natural.
Marian Tetiva
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Solutia autorului. Presupunem intai cd o partitie ca in enunt pentru multimea primelor n
patrate perfecte (nenule) existd, evident, de aici rezultd cd suma:
n(n+1)(2n 4+ 1)

6
se divide cu 3, deci ci 9 divide produsul n(n+1)(2n+1). Cum nu pot fi doi dintre factorii n, n+1
si 2n + 1 al produsului care se divid cu 3, inseamnd cd exact unul dintre ei se divide cu 9, adica
9|nsin=9k,sau9|(n+1)sin=9k—1sau9| (2n+ 1), caz in care n trebuie si fie de forma
9k — 5. Numadrul k trebuie sa fie cel putin egal cu 2, deoarece nici una dintre multimile :

{1,4,9,16,25, 36,49, 64,81}, ;{1,4,9,16,25,36,49,64}, ;{1,4,9,16}

(obtinute pentru n de una din formele de mai sus, pentru k = 1) nu se poate partitiona in trei clase
cu sumele elementelor egale. Acest fapt este evident pentru a treia multime: suma elementelor din
fiecare clasi ar trebui si fie 10. Daci prima dintre multimi s-ar putea impéarti in trei parti conform
cerintei, suma elementelor fiecirei parti ar trebui sd fie 95; atunci submultimea care-1 contine pe
64 trebuie si mai contind niste elemente a ciror sumi si fie 31: este usor de vizut ci aceastd sumi
nu se poate realiza cu nici un grup de elemente . In sfarsit, acelasi lucru se intampla in cea de a
doua multime cu numdirul 49: el nu poate realiza suma 68 (cat ar trebui si fie suma elementelor
din fiecare clasd a partitiei, dacd aceasta ar exista) cu nici un grup de elemente ale multimii.

Acum avem de demonstrat ci, pentru orice n de forma 9k sau 9k — 1 sau 9k — 5, cu k > 2
numdr natural, existd o impdartire a multimii primelor n patrate in trei submultimi, disjucte doua
cate doud, fiecare in aceeagi sumi a elementelor.

Vom demonstra acest lucru prin inductie; observatia esentiald este cd multimea:

{(n+1)% (n+2)7..., (n+18)%}
(formati cu pitratele a 18 numere naturale consecutive) se poate partitiona in trei submultimi cu
aceeagi sumd a elementelor. Acestea sunt :
{(n+ 1?2 (n+6)%, (n+9), (n+10)%, (n + 14)*, (n + 17)*},
{(n 42, (n+5) (n+7)%, (n+12)%, (n + 15), (n + 16)*} ;si
{(n+3)%,(n+4)%,(n+8)%, (n + 11)%, (n +13), (n + 18)*}.

Evident, aceasta inseamnd c# are loc implicatia P(n) = P(n + 18), daci P(n) desemneazi
afirmatia conform cireia multimea {12,22,...,n2} se poate partitiona in trei clase, fiecare cu
aceeasi sumi a elementelor (fiecare clasd a partitiei gisite pentru n se reunesgte cu una dintre cele
trei multimi de mai sus spre a obtine clasele partitiei pentru n + 18). Atunci, ca si incheiem
rezolvarea problemei (S3 ardtdm ci sunt valabie P(9k —5), P(9k —1) si P(9k), pentru orice k > 2),
este suficient si gdsim partitii care satisfac enuntul pentru k = 2 si k = 3, adicd si ardtdm ci
afirmatia este adeviratd pentru n € {13,17,18,22,26,27}. Acestea sunt urmitoarele:

{12,22,...,13%} = {12,3%,5%,62,9%, 112} U {22,102, 13} U {42, 72,82 12%}

{12,22) ... 172} = {12,22,132,14% 152} U {32,42,52,162, 172} U {62, 7%, 82,9%,102,112,12%}
{12,2%,...,18%} = {12,6%,92,10%,14%, 172} U {22, 5%, 72,122, 152,162} U {3%,42,8%,112,132,18%}
{1222 ... 222}{12,32,62,132,17%,192,20%} U {22,52,72,82,92,10%,112, 122,142, 152,162 }U
u{4? 182,212 222}

{12,2%...,262%} = {12,22,42,142,20%, 212,222 23%}U
u{22,52,62,72,82,112,122,132, 152,162, 172,182,192} U {32,9%,10%, 242, 252 262}
{12,22) ... 272} = {12,22,32 42 52 252,262,272 }U
u{62,72,9%,11%, 122,132,162, 172,182,202, 21%} U {8%,10%, 142,192, 222,232,242}

si astfel demonstratia este incheiati.

124224+, . 4+n%=

Nota redactiei. O solutie partiald a problemei a mai dat si dl. inginer Marius Olteanu
de la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-Superior din Ramnicu-Valcea.

230. Fie x1,x2,...,Tn Si T numere pozitive, astfel incdt

2
r= Yx1z2...20n > (n — 1)1_5.
Sa se arate ca
e Pl fe ™2 4. . +e T >ne .

Vasile Cirtoaje
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Solutie datd de Marian Tetiva, profesor la Colegiul National Gheorghe Rogsca Codreanu din
Barlad. S& incepem cu un rezultat ajutdtor, un caz particular al problemei, care se va dovedi util
pentru cazul general.

Lema. Fie ¢, u,v numere pozitive astfel incat:

n _2
c= Vur-lv>m—-1)"=
si u > c. Atunci:
(n—1e ™ +e ¥ >ne °.
Demonstratie. Inegalitatea de demonstrat se mai scrie
__c™
(n—1)e ™ +e w1 >ne ¢

sau, incd, f(u) > f(c) pentru functia f definitd prin

fwy=m-1e " +e an=1 ,u > 0.

Cum u > ¢, inegalitatea ar rezulta dacd am putea ardta cd f este crescdtoare. Derivata lui
f este

R G I

deci ar trebui si ardtdm ci

sau, echivalent, cid

n
g(u) =u— uTCHl —nlnu+nlnc>0.
S4 considerdm acum si derivata functiei g, anume
1
/ P n—1 _ n
g'(w) = — (" —nu"! (0 - D)

si si observim c#, datoritd inegalititii din ipotezd c® > (n — 1)”~2, avem
/ 1 n n—1 n—1
g2 — @ —nu" 4 (1)) 20,
U

pentru orice v > 0; prin urmare g este o functie crescitoare, g(u) > g(c) = 0 pentru v > ¢, deci
si f este crescidtoare pentru u > c, ceea ce ne trebuia pentru a deduce f(u) > f(c) pentru u > ¢
(adicd inegalitatea din enuntul lemei).

Desigur, ne mai ramane s justificim inegalitatea

u —nu" 4 (n = 1)1 >0,

pentru orice u > 0; dar vedem imediat ci, scrisd in forma

n—1\" n—1
—n +n—-12>0,
U u

aceasta nu este alta decat inegalitatea lui Bernoulli.
Acum putem trece la rezolvarea problemei, pentru care vom proceda prin inductie. Pentru
n = 2 avem de ardtat cd inegalitatea

el 4 T T2 > o~ VEIT2

are loc pentru orice z1,x2 > 0 astfel incat \/x1zs > 1. Ipoteza z1x2 > 1 ne asigurd de faptul ca
unul (micar) dintre z; si x2 este mai mare sau egal cu 1 si atunci inegalitatea rezultd din lem3,
pentru ¢ = /z1x2 > 1, u =x1 > 1 (s8 zicem) si v = x2.

Presupunem ci afirmatia din enunt a fost demonstratd pentru n —1 > 2 numere z1, 2, ...,

N . e 1——2_ . S
...yZn—1 > 0 care indeplinesc conditia "—{/ziz2 - xTpn—_1 > (n—2)  n»—1 gi considerdim n numere
-2 «
pozitive x1,x2,...,xn astfel incat r = Yriz2 - Tn > (n — 1)1 n . S& notidm cu

N ESC R )
pj = _—
Tj
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unde 1 < j < n si sd presupunem, fird a restrange generalitatea, cid p; este cel mai mare dintre
numerele p;.
Avem
pY > pip2-pn =71"
deci p1 > r.
Atunci avem si

1—2 1——2_
p1= "YT1Z2 Tp_1>(n—1)"n >(n—-2) n-1

(ultima inegalitate, fiind echivalentd cu

(7’1 _ 1)(7171)(7172) > (TL _ 2)n(n73)

K
se justificd imediat), deci pentru numerele z1,z2,...,zn—1 se poate aplica ipoteza de inductie.
Aceasta inseamnd cd avem inegalitatea
e %1 + e T2 + .+ e Tn—1 2 (n _ 1)6—171
care, bineinteles, implicd
e 71 + e %2 44 e Tn—1 + e Tn 2 (n _ 1)6*171 + e Tn
2
12
Cum insi p?ilzn =7r",r>(n—1) n gipi > rnune mairdméane decat si aplicim lema
pentru a deduce
(n—1)ePL +e % >ne™ ",

ceea ce, evident, incheie demonstratia.

Solutie datd de Marius Olteanu, inginer la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala
,Olt-Superior” din Ramnicu-Valcea. Putem scrie inegalitatea sub forma

+f(a1) + fla2) + ...+ flan) 2 n- f¥Yaraz - ... - an,
unde f(t) =e~t, t >0, iar a; = z;, i = 1,n.
Functia f1(u) = f(e*) = e~¢" are, pe (0, 00), derivata secunda f}'(u) = (e* — 1) ev—¢".
Avem, r > 0, iar

n—2 -2
lnrzln[(nfl) n ] === ‘In(n —1) >0,
n
n > 2, de unde
1(u) >0
pentru orice u > Inr > 0, deci f1(u) este concavi pentru u > Inr.

Conform ,Right Convex Function Corolary* ([1], [2]) este suficient si ardtim ci
(n—1e *+e ¥>n-e ",
pentru x >y >0si "1y =1r".
Fie g : (0, 00) — (0, 00),
g(@) = (n—1)e"* +e7¥,

n

T
CUy:F'
Avem n Y
r-—c .g/(x):Tn_xn_ey—x
n—1

Semnul functiei g’(z) este dat de semnul functiei g1 : (0,00) — R, g1(z) =7 — 2™ - ¥ %,
Deoarece €Y% - gj(z) = ™ — na"~! + (n — 1)r", rezultd ci, la randul lui, semnul functiei g1 ()
este dat de semnul functiei h : (0,00) — R, datd de

h(z) = 2" —naz"" ! + (n — 1)r".

Avem R/ (z) = nz™"2(x —n + 1).
Din tabelul:

T 0 n—1 +o0
P | - = —- = 0 + + + F
h@) [N NN N h-y S S S
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deducem ci
h(z) > h(n—1)

pentru orice z € (0, co).

Dar h(n — 1) = [r™ — (n — 1)"~2] > 0, deoarece ™ > (n — 1)*~2 (conform ipotezei), de
unde h(z) > 0, deci ¢'(z) > 0.

Prin urmare g1 (x) este crscitoare pe (0, c0), deci

g1() > gi(r) =r" (1 —e¥™%) >0,

deoarece eV~ % < 1, pentru orice x > y.
Asadar, g1(x) > 0 pentru orice z > r, de unde ¢’(z) > 0, pentru orice x > r.
Drept urmare g(z) este crescitoare pe [r,00), deci g(z) > g(r) =n-e~", adicd

(n—1)e*+e ¥ >ne ",
pentru orice x > r >y > 0.

Bibliografie

[1] V. Cartoaje, Algebraic inequalities — old and new methods, Editura GIL, Zaliu, pag. 146,
2006.

[2] V. Cartoaje, A generalization of Jensen’s Inequality, G.M.-A 2/2005

231. If T denote the Euler’s Gamma function, then for all 0 < x1 <22 < ...<zn <1
(n > 2) and for all positive integer k > 1 the following inequality holds

<F(k+x2)> = <F(k+x3)> ErE < T(k + 20) )ﬁ S
Dk + 1) T'(k 4 z2) T'(k+zn-1)
Mihaly Bencze
Author’s Solution. Define for 0 <z <1, f(z) = % Taking logarithm and differen-

tiating yields

=In(k +1) — U(k + 2),

I'(z)
['(x)
It is well known that the psi function ¥ is strictly increasing on (0, +o00) and

where ¥(z) =

17 tdt
U(z)=lhe— — -2 [ —
(x)=Inz % /(tQ + 22)(e27t — 1)’
0

hence
U(k+z) < WU(k—+1) <In(k+ 1),
which implies f/(z) > 0, for 0 < z < 1.
Therefore f is increasing on [0, 1].

fO<zi <wz2<...<mn <1, then f(z1) < fz2) <...< f(zn)
Hence L
z @ Tp—z
(k+1)*1 S(k+1)2, or (F(k+x2)> 27T
F(k‘+1‘1) F(k‘+1‘2) F(k+x1)
1
£ T 3 —x
(k+1)2§(k+1)3’ (F(k+x3)> 87T _
T'(k+ x2) T'(k+ x3) F(k‘-ﬁ-xg)
1
Ty —1 Tn Ty — Ty
(b + )7t _ (k4 )™ < Tk + ) ) Tk
Dk + xzn-1) D(k 4+ zn) T'(k+zn-1)

1) Precizarea ci inegalitatea este, de fapt, strictdi, a fost facutd de dl. inginer Marius Olteanu.
(N.R.)
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After multiplication we get

(R )™ (Fres3) ™ (i) ™ s

Nota redactiei. Solutii corecte ale problemei au mai dat domnii Nicusor Minculete de la
Universitatea Crestind Dimitrie Cantemir din Bragov §i Marius Olteanu de la S. C. Hidroconstructia
S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-Superior din Ramnicu-Valcea. DI. Nicusor Minculete specificd gi
faptul ci un minorant al expresiei din enunt, este ,(k — 1)? 1«

232. Daca A € Myn(C) si A™ = (=1)™I, cu m € N, m > 2, atunci:

n < rang(I, + A) + rang(In, +€A) + ... 4+ rang(l, + ™ 1A) < (m — 1)n,
27 L. 27
unde € = cos — + isin —.
m m

Nicolae Pavelescu

Solutia autorului. Se aratd cu usurintid cid are loc egalitatea
m—1
[T (x+e* v)y=xm—(-y)™,
k=0

pentru orice X,Y € M, (C) cu XY =Y X.
Folosind acest rezultat se obtine:

m—1
I Gn+e" A) =1 — (=)™ A™ =0,
k=0
De aici gi din inegalitatea lui Sylvester, anume
rang(A1Az - ...  Apn) > rang(A1 + rangAs + ... +rangA, — (m —1) - n,

se obtine inegalitatea din dreapta propusd in enunt, anume

m—1 m—1
0 = rang0, = rang ( H (I, +€* A)> > Z rang(In 4+ €* - A) — (m — 1)n.
k=0 k=0

Pentru egalitatea din stanga, avem

m—1

z (In+5k~A) =m-In+ (1+e+...+e™ ) -A=m-I,.

k=0
Trecand la ranguri, obtinem:

m—1
rang (Z (I, + " A)> =rang (m - I) = n.
k=0
De aici folosind faptul ca rangul sumei nu depdseste suma rangurilor, se obtine inegalitatea
propuss.
Observatie. in cazul particular m = 2 si in ipoteza. A2 = I,,, se obtine egalitatea

rang (In + A)) + rang (In — A) = n,

adicd problema 497, pag. 70 din cunoscuta carte ,,Recueil d’exercicesd’algébre superieure* a auto-
rilor D. Fadeev si I. Sominski (éditions MIR-Moscou, 1977).

Nota redactiei. O solutie corectd a problemei a mai dat dl. profesor Nicusor Minculete
de la Universitatea Cregtind Dimitrie Cantemir din Bragov, precum si dl. profesor Mihai Tetiva de
la Colegiul National Gheorghe Rogsca Codreanu din Barlad.

DI. inginer Marius Olteanu ne semnaleazd faptul cd problema se poate gisi rezolvata, la
paginile 3-4 din ,Revista matematicd din Véalcea“, anul I, nr. 1-2/2005. Vom mentiona insi ci
problema se afla in portofoliul nostru editorial cu mult timp inainte de a fi publicatd in revista
valceans, motivul nepublicirii fiind lipsa de spatiu. Deci nu existd nicio culpi a redactiei si atat
mai putin a autorului.
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ISTORIA MATEMATICII

Leonhard Euler (1707-1783)"
DE IoN CHITESCU

I. Introducere

La 15 aprilie 2007 s-au implinit 300 de ani de la nagterea marelui matematician
elvetian Leonhard Euler.

Ziua nagterii lui — 15 aprilie 1707 — este o datd importanta in istoria umanitatii
si implinirea a 300 de ani de la aceastd zi ne face sd ne inclindm incad o datd in fata
coplesitoarei personalitati a lui Fuler si ne indeamna s ne gandim cu modestie gi respect
ca istoria stiintei si culturii au facut-o titanii.

Euler era elvetian. Aceastd mica tard — Elvetia — a dat omenirii citeva mari person-
alitati. Vom cita dintre acestea: dinastia de matematicieni gi fizicieni Bernoulli, filozoful
Jean-Jacques Rousseau, marele pedagog Jean Henri Pestalozzi si altii. Elvetia a mai dat
lumii rigoarea si precizia simbolizate de inegalabilele ceasuri elvetiene, precum si spiritul
de onoare gi fidelitate impinse pana la sacrificiul suprem simbolizate de garda elvetiana.

Pentru noi, cei care lucram in domeniul matematicii, Elvetia a dat omenirii mai
presus de orice pe Leonhard Fuler. Cine nu a auzit de Euler? Ne-am intalnit cu totii in
liceu cu dreapta lui Euler, cu cercul lui Euler. Poate cd nu am stiut, dar cateva simboluri
curente au fost incetiatenite in matematica de Euler: e, i, 7, Z st f(z).

Se spune despre Euler ca a fost cel mai mare matematician al secolului al XVIII-lea.
Desigur acest gen de clasificari este intotdeauna discutabil. Este insi sigur cid Euler este
matematicianul cu cea mai intinsd opera din istorie.

Gustav Enestrom listeaza 850 de titluri de memorii ale lui Fuler. Academia de
Stiinte a Elvetiei a infiintat in anul 1907 (cu prilejul bicentenarului nagterii) Comisia Euler,
care avea ca sarcina publicarea intregii opere a lui Fuler, impreund cu corespondenta sa,
manuscrisele sale gi jurnalele sale. Aceastd intreprindere a necesitat munca a sute de
matematicieni i admiratori ai lui Fuler din intreaga lume. Publicarea operelor complete
ale lui Euler ainceput in 1911 si a fost opritd inainte de a se putea publica totul. Publicarea
a fost reluatd acum cativa ani gi este, acum, aproape completd. Editia (colectia) actuala
beneficiaza la fiecare volum de introduceri substantiale si date scrise de mari specialigti.
Numarul de pagini al fiecdrui volum variazd intre 300 gi 600. Pana in prezent au fost
publicate circa 30000 de pagini. Colectia actuala la care facem referire se numegte Opera
Omnia (Opera intreaga) si este divizatd in 4 serii. Iatd numele acestor serii:

Series prima: Opera mathematica

Series secunda: Opera mechanica et astronomica

Series tertia: Opera physica. Miscellanea

Series quarta A: Commercium epistolicum

Series quarta B: Manuscripta

Referitor la Opera Omnia mentiondm ci:

a) Publicarea colectiei a inceput la Editura B. G. Teubner (Leipzig si Berlin). Ac-
tualmente, publicarea este continuatd de Editura Birkhauser (Boston, Basel).

b) Mai lipsesc pana la editarea completa cateva volume din seriile a IV-a A gi a IV-a
B.

Statisticile care urmeaza pot fi de oarecare interes, descriind opera lui Euler intr-un
sens mai precis.

1) Prezentul text reprezinti conferinta de deschidere tinuti de autor — decanul Facultitii de
Matematici gi Informaticid a Universitatii din Bucuresgti — cu prilejul deschiderii Sesiunii Stiintifice
aniversare ,,Leonhard Euler — 300 de ani de la nagtere*. (N.R.)
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Productivitat i . c g
rocuctivitate pe am Repartitia pe discipline

Perioada | Nr. Lucrari Algebra si teoria numerelor, analiza | 40%
1725-1734 35 =

Mecanica si fizica 28%
1735-1744 50 —— — - -

Geometrie (incluzand trigonometrie) | 18%
1745-1754 150 -

Astronomie 11%
1755-1764 110 - = — - =

Teorie navald, artilerie si arhitectura | 2%
1765-1774 145 Filozofie, teorie muzicali, teologie 1%

Z ) Z 3 0

1775-1783 270 g

Repartitia pe discipline de matematica pura

Algebra, combinatorica gi teoria probabilitatilor | 10%
Teoria numerelor 13%
Fundamentele analizei si calcul diferential 7%
Serii 13%
Calcul integral 20%
Ecuatii diferentiale 13%
Calculul variatiilor 7%
Geometrie (inclusiv geometrie diferentiald) 17%

Euler a reprezentat o piatrd de hotar in dezvoltarea matematicii si a invatamantului
matematic. Cartile sale, caracterizate prin simplitate, claritate si fortd emotionald de
comunicare au reprezentat primele manuale in sensul modern al cuvantului. Euler a devenit
primul profesor al Europei nu numai in timpul siu, ci si in secolul al XIX-lea. Gauss a
spus : ,Studiul operelor lui Euler riméine cea mai buni instructie in diferite ramuri ale
matematicii §i nu poate fi inlocuit cu nimic altceva®.

Putem vorbi de un ,fenomen Euler“? Credem cid da. Acest fenomen are urmitoarele
componente:

a) O culturd vasti, cu tentd clasicizanta, incluzand cunoagterea multor limbi striine,
printre care latina si greaca. Majoritatea operei lui Euler a fost scrisa in limba latina.

b) O memorie fenomenald. Se pare cid Euler retinea aproape totul. De exemplu,
chiar la o varstd avansatd, era capabil sd recite intreaga Eneidd a lui Virgiliu, in limba
latina.

¢) O forta de calcul uluitoare (facea calcule mintale uriage fara gregeald). Astronomul
francez Francis Arago spunea: ,Euler calculeazi aga cum oamenii respira gi vulturii zboara
in vazduh.“

d) O capacitate extraordinarid de concentrare. Atunci cAnd medita asupra unui
subiect, zgomotul §i dezordinea dimprejur nu il deranjau deloc. Thiébault, colegul siu de
la Academia din Berlin, spunea: ,,Un copil pe genunchi, o pisicd pe spinare — iatd cum isi
scria el opera nemuritoare.“

e) Capacitate de a munci in mod continuu §i calm, fara intrerupere, ca mod firesc
de viata.

Toate aceste componente completeazad in mod armonios geniul matematic al acestui
titan al gandirii.

II. Viata

1. Copiliria, anii de formare

Leonhard Euler s-a ndscut la Basel (Bale), Elvetia, in data de 15 aprilie 1707 si a
murit la Sankt Petersburg (Rusia) in data de 18 septembrie 1783. A avut doud surori mai
mici: Anna Maria si Maria Magdalena.
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Tatal sau, Paul Euler, era pastor luteran, cu studii de teologie la Universitatea din
Basel, dar si cu studii de matematicd (audiase cursurile lui Jacob Bernoulli). De altfel, in
vremea studentiei lor la Basel, Paul Fuler si Johann Bernoulli au locuit in casa lui Jacob
Bernoulli, care era si el fiu de pastor protestant. Johann Bernoulli avea si devina unul
dintre cei mai importanti matematicieni ai Europei, dupa moartea lui Newton si avea sa
aiba o influenta decisiva asupra carierei lui Leonhard Euler.

Cu aceasta ocazie, mentiondm imensa importanta pe care a avut-o dinastia Bernoulli
asupra vietii gi a operei lui Euler. Daniel si Nicolaus, fii lui Johann Bernoulli, aveau si-i
fie cei mai buni prieteni.

Mama lui FEuler, Margaretha Brucker era fiica unui pastor protestant. Evident,
tanarul Fuler a primit o educatie profund religioasa si foarte solida, bazata pe studii clasice
serioase. Aceastd dubli trasitura a educatiei l-a marcat profund, definitiv, pe Euler, care
a fost un crestin practicant, chiar teoretician al cregtinismului gi, de asemenea, un mare om
de culturd, adept al clasicismului, cu solide consecinte de teologie, medicind, astronomie,
fizica si limbi striine.

Cand micul Euler a implinit un an, familia s-a mutat in oragul Riehen, langa Basel,
unde Fuler gi-a petrecut majoritatea copilariei. Gratie educatiei sale matematice, Paul
Euler 1-a putut introduce de timpuriu pe Leonhard in lumea miraculoasd a matematicii,
predandu-i, in acelasi timp si elemente de bazi ale altor discipline. Trebuie mentionat ca
Paul Euler gi-a dorit cu ardoare ca fiul sdu sd urmeze teologia si l-a indrumat in acest sens,
reugind ulterior s inteleagd cd vocatia acestuia era matematica.

A urmat plecarea tandrului Leonhard Fuler la gcoald, in oragul sau natal, Basel.
Aici el a locuit la bunica dinspre partea mamei. In scoala de la Basel se preda extrem
de putind matematics (practic aproape de loc). In aceste conditii, Leonhard si-a potolit
setea de matematica pe cont propriu, ludnd meditatii. La varsta de 13 ani (1720) Leonhard
Euler se inscrie la Universitatea din Basel cu scopul declarat de a se pregati pentru cariera
teologica. In acest sens urma ca, in universitate, si primeascd, mai intai o pregatire de
baza teologica si filozofica, completatd cu cunostinte de limbi orientale si istorie.

Foarte curand, in timpul studentiei, Leonhard Euler si-a dat seama ca adevarata sa
vocatie este matematica. Acest fapt a fost recunoscut imediat de Johann Bernoulli care,
desi era foarte ocupat, i-a indicat cartile pe care era necesar si le citeasca, l-a introdus in
problemele moderne de cercetare matematica gi 1-a primit pentru sfaturi in ceea ce privegte
obstacolele intalnite. Citdm din Euler: ,Daca intalneam unele obstacole sau dificultdti, mi
s-a dat permisiunea sa il vizitez de cate ori voiam in fiecare duminicd dupa amiaza si el imi
explica cu multd amabilitate tot ceea ce eu nu puteam si inteleg.”

In 1723, Leonhard Euler absolvi facultatea la Basel, obtinand titlul de Master in
filozofie. In teza de master, Euler compard si pune in antitezd ideile filozofice ale lui
Descartes si Newton.

In toamna lui 1723, Leonhard Euler, respectand vointa tatalui sdu, incepe studiile
de teologie la Universitatea din Basel. Studiile intense de teologie, limba greacd, limba
latind si ebraicad necesare facultitii de teologie il indepartau pe FEuler de matematica. La
rugamintea sa, Johann Bernoulli, care, dupd cum am mai spus, era prieten cu tatal sau,
l-a convins pe acesta sa il lase pe Fuler sa paraseasca teologia si sd studieze matematica.

Euler reuseste sa incheie studiile de matematica la Universitatea din Basel in 1726.
In acest rastimp, sub atenta indrumare a lui Johann Bernoulli, Euler a citit un material
enorm, incluzand lucrari ale unor colosi ai matematicii si mecanicii ca Descartes, Newton,
Jacob Bernoulli, Taylor, Wallis, Galilei, Varignon. Deja in 1726, Euler scrisese o lucrare
privind curbe izocrone in medii rezistente.

In 1727 a publicat un articol despre traiectorii reciproce, pe care l-a trimis si con-
cureze pentru marele premiu la un concurs al Academiei din Paris, dedicat modalitatii
optime de aranjare a catargelor pe un vapor. Premiul intdi la acest concurs l-a obtinut
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Piere Bourguer, cel care, ulterior, avea sa fie supranumit ,tatal arhitecturii navale“. Pre-
miul al doilea a fost acordat lui Fuler. De notat cd Fuler a obtinut in cariera sa de 12 ori
premiul Academiei din Paris.

Tot in 1727, Euler gi-a sustinut teza de doctorat cu titlul ,De sono* (Despre acus-
ticd). Pe baza acestei teze, tandrul Fuler (20 ani) a solicitat un post de profesor de fizica
la Universitatea din Basel, post vacant prin decesul titularului, pe care nu l-a obginut. Unii
spun cd motivul major al respingerii ar fi fost tineretea solicitantului.

2. Prima perioada de la Sankt Petersburg

In fata situatiei create prin neobtinerea catedrei de la Basel, Euler a trebuit si ia
o decizie hotiratoare pentru viitorul siu. In acest sens, o ocazie neasteptatd a aparut
prin moartea, in urma unei apendicite, a prietenului sau Nicolaus Bernoulli II la Sankt
Petersburg in iulie 1726, ceea ce a creat un post liber la o catedra de aplicatii ale matematicii
si mecanicii in fiziologie acolo. Euler accepta acest post in noiembrie 1726, punind conditia
ca sa porneascd spre Rusia abia in primavara lui 1727. Motivele acestei aménari au fost
duble: pe de o parte, Fuler dorea si se pregateascid pentru noul post, care era foarte
pretentios prin specificul siu; pe de altd parte Euler a sperat pand in ultimul moment si
obtini, totusi, postul de profesor la catedra de fizica a Universitatii din Basel, pe care l-a
dorit foarte mult. In acest sens, Buler a ficut o ultimi incercare scriind un articol, devenit
ulterior clasic despre acustica. Totul a fost in zadar.

Sa descriem putin contextul istoric al acestui moment din viata lui Euler. In primul
rand trebuie spus cd prietenii sdi Nicolaus si Daniel Bernoulli erau in Rusia din 1725,
lucrand ca profesori la Academia de Stiinte din Sankt Petersburg. In acel moment Rusia
era in epoca imediat urméatoare lui Petru cel Mare, despotul luminat care a domnit intre anii
1682-1725 si a modernizat Rusia. El a fondat in anul 1703 oragul Sankt Petersburg (ulterior
Leningrad si revenit astdzi la denumirea initialad de Sankt Petersburg). Petru cel Mare a
adus in Rusia multi savanti fundamentali ai epocii, punand bazele culturii occidentale
in Rusia. Urménd ideile lui Leibniz, Petru cel Mare pregitea aparitia primei institutii
stiintifice a Rusiei: Academia de Stiinte din Sankt Petersburg. Moartea sa, survenitd in
1725, a facut ca viduva sa, impéarateasa Fcaterina I si aibd onoarea de a deschide aceasta
Academie, continuand politica culturald a sotului sdu. Ecaterina I a domnit apoi singura
intre anii 1725-1727.

La 5 aprilie 1727, sub domnia Ecaterinei I, Fuler a plecat din Basel spre Sankt
Petersburg. In vremea aceea, cilitoriile nu erau deloc rapide. Si-l urmim pe Euler in
drumul sau. Mai intai a caldtorit cu vaporul pe Rin. Apoi a traversat statele germane cu
un vagon de postd. In fine, imbarcat la Liibeck, Euler ajunge pe vapor la Sankt Petersburg
la data de 17 mai 1727. Din pacate, imparateasa Fcaterina I a murit la foarte scurt timp
dupa sosirea lui Euler la Sankt Petersburg. Aceastd moarte nu a fost de bun augur pentru
Academia de Stiinte din Sankt Petersburg, deoarece anturajul defunctei imp#rdtese nu
agrea prea mult pe savantii striini de la Academie.

Din punct de vedere istoric, pentru Rusia a urmat o perioadd tulbure. Pe tron a
fost urcat in 1727 Petru al II-lea (in varstd de 11 ani) care a domnit (evident sub tutela)
pand in 1730, cind a murit in mod suspect. Ana Ivanovna, nepoata lui Petru cel Mare,
i-a succedat la tron. Ea a guvernat Rusia pand la moarte, care a survenit in 1740. A fost
urmata la tron de tanarul tar Ivan al VI-lea, care a guvernat sub regenta mamei sale Ana
Leopoldovnae numai un an. Ei au fost inlaturati de la putere de fiica lui Petru cel Mare,
Elisabeta Petrovna, care a domnit intre anii 1741-1762. De mentionat cd Universitatea
din Moscova a fost infiintata in 1755, sub domnia ei. In 1762 a fost proclamat tar Petru
al II1-lea care a fost asasinat in acelagi an de sotia sa, care avea si devind marea tarina
Ecaterina o II-a, conducatoare de exceptie a Rusiei pana in 1796.

Sa revenim la Fuler. La insistentele lui Daniel Bernoulli si Jakob Hermann, Euler
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a fost numit la departamentul de matematici si fizicd si nu la departamentul de fiziologie,
unde avusese prima numire. Trebuie sd mentiondm ci la Academia din Sankt Petersburg
activau unii dintre cei mai striluciti matematicieni ai epocii: Daniel Bernoulli (bun prieten
cu Euler, cu multe preocupiri de matematicd aplicatd), geometrul Jakob Hermann (ruda
cu Euler), Christian Goldbach (specialist iIn mai multe ramuri ale matematicii, autor al
faimoasei conjecturi care-i poartd numele) i multi algii. De altfel, Academia era foarte
elitistd, avdnd un numar mic de studenti admisi, care erau de un nivel foarte ridicat.
Dotarea bibliotecii era exceptionald, mare parte din cirti fiind obtinute din donatii ale
curtii imperiale. Aceste circumstante ficeau ca sarcinile didactice ale numerogilor profesori
ai Academiei si fie foarte reduse, ei putandu-se dedica in linigte cercetarii stiintifice in
conditii materiale exceptionale .

La Sankt Petersburg Fuler a locuit impreund cu prietenul siu Daniel Bernoulli,
care nu s-a adaptat niciodata foarte bine la conditiile din Rusia. Spre deosebire de Daniel
Bernoulli, Euler (care era un mare poliglot) a invitat foarte bine limba rus3 si s-a adaptat
perfect Rusiei.

Urmirind cariera lui Euler, il vedem devenind profesor de fizicd la Academia de
Stiinte in 1731. In 1733, Daniel Bernoulli paraseste definitiv Rusia, nemultumit de intrigile
continue si de ostilitatea cu care era privit de unii colegi si unii reprezentanti ai autoritatii
statale. Postul de sef al departamentului de matematica devine, astfel, vacant gi este ocupat
de Euler.

La 7 ianuarie 1734, Leonhard Euler se casatoreste cu Katharina Gsell, care era
elvetiand, fiica pictorului Georg Gsell, profesor la Gimnaziul Academiei din Sankt Peters-
burg.

Cu Katharina, FEuler a avut 13 copii dintre care au reusit si supravietuiasca peste
perioada copildriei numai 5. Numai 3 dintre acestia i-au supravietuit. Unul singur — Johann
Albrecht — a devenit matematician.

Este poate, acum, momentul si spunem cateva cuvinte despre Euler — omul, cal-
itatile si cultura lui iegite din comun. Era un om deosebit, sociabil si optimist, in ciuda
numeroaselor probleme de sanatate pe care le-a avut. Total lipsit de orice aroganta, desi
congtient de marea sa valoare, era de o politete deosebitd, cu maniere care tridau educatia
aleasd pe care o primise.

A fost intotdeauna generos cu ideile sale, impartagind altor matematicieni multe
din ideile si descoperirile sale, chiar inainte de a le publica. Nu a cautat niciodatd sa-si
insusgeasca ideile sau descoperirile altora. Iatd cum vorbea Euler despre faimoasa formula
sumatorie care avea si poarte numele de formula Euler-MacLaurin: ,Nu am niciun fel
de dorinta de a sciddea cu ceva faima celebrului domn MacLaurin, deoarece domnia sa a
descoperit aceeasi teorema de sumare inaintea mea i prin urmare merita sa fie numit prim
descoperitor®.

Revenind la cariera stiintifica a lui Euler, vom mentiona faptul ca a fondat revista
Commentarii Academiae Scientiarum Imperiales Petropolitanae. De mentionat cd reviste
ar fi putut exista numai cu articolele lui Euler, care lucra intr-un ritm incredibil.

Din cauza muncii excesive, la 28 de ani (1735), Euler a suferit o congestie cere-
brald (unii autori acuzi si conditiile climatice din Rusia sau, chiar o eventuald cataracti)
pierzindu-si ochiul drept. ,Voi avea mai putine distractii a exclamat savantul dupa
pierderea ochiului si a continuat si munceascd cu aceeasi pasiune, in acelagi ritm infer-
nal, in ciuda sfaturilor medicilor, care i-au recomandat odihni. Mentiondm c3 unii biografi
cred cd munca excesiva pusd in slujba cartografierii teritoriului Rusiei ar fi fost la originea
pierderii ochiului.

In anii 1738 si 1740 Euler a obtinut Marele Premiu al Academiei din Paris, devenind
una dintre cele mai importante figuri ale matematicii mondiale.

Anii 1927-1741 (14 ani) au fost prima etapa de sedere la Sankt Petersburg.
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3. Etapa Berlin

Ajungem in anul de gratie 1741. La Berlin, pe tronul Prusiei, era regele Frederic
al II-lea Cel Mare (supranumit uneori ,Unicul®). Putem spune cu tot curajul ci el a
reprezentat modelul de despot luminat. Protector al artelor si stiintelor, s-a inconjurat de
unii dintre cei mai mari artigti §i oameni de stiintad ai Europei pe care ii primea adesea
la minunatul castel de vara Sans Souci. De asemenea Frederic al II-lea a fost un mare
strateg, castighnd numeroase batalii. Aceste calitati au fost dublate si de un foarte bun
spirit administrativ. Desigur, i s-ar putea imputa vanitatea iesgitd din comun, precum si
excesiva admiratie pentru limba si cultura francezi. In acest sens este de remarcat faptul
ca Frederic al II-lea si-a scris ,Memoriile“ in limba franceza.

In acest timp, in Rusia, situatia politics era tulbure. Incepuseri si se manifeste
sentimente de xenofobie, savantii straini de la Academia de Stiinte din Sankt Petersburg
resimtind o oarecare nesigurantd. Moartea tarinei Ana Ivanovna, in 1740 a sporit starea
de incertitudine din tara. Consecvent cu politica sa de atragere a marilor figuri ale artei
si stiintei, Frederic al Il-lea 1l invitd in mod imperativ pe FEuler si vind la Berlin, in
1741. Fuler acceptd invitatia, pleacd din Sankt Petersburg la 19 iunie 1741 si ajunge
la Berlin la 25 iulie 1741, unde este numit profesor la nou infiintata Academie Prusiana
(viitoarea Academie din Berlin), stabilindu-se cu intreaga familie. Obtine imediat pozitia de
director al departamentului de matematici. De remarcat ca pregedinte al Academiei a fost
numit mecanicianul francez Maupertuis, situat cu mult sub Fuler in clasificarea neoficiala
a savantilor epocii. Cei doi au fost insd buni prieteni si Fuler l-a inlocuit de multe ori de
facto.

Euler avea sa ramana la Berlin 25 de ani, pana in 1766. Activitatea sa de la Berlin
a fost uriagd, am putea spune incredibila. Pe langa cercetarile de matematicd, finalizate cu
un numir fenomenal de articole (380) gi carti, Fuler a mai avut gi alte numeroase activitagi,
dintre care citdm: a supervizat observatorul astronomic si gradina botanicd; a supervizat
problemele financiare ale Academiei; a inlesnit publicarea de calendare si harti geografice,
din a céror vAnzare s-au obinut venituri serioase pentru Academie; a conceput baza teoretica
a corectarii nivelului apei in Canalul Finow; a supervizat munca la pompele i conductele
sistemului hidraulic al castelului Sans Souci. Referitor la aceastd ultima activitate este,
poate anecdotic, sa amintim c& Frederic al II-lea se plangea intr-o scrisoare catre Voltaire
de prestatia lui Fuler, care ar fi lucrat mai mult ca un geometru decat ca un inginer. Sa mai
adaugdm la aceste activitati cd Fuler a fost consilier al guvernului pentru loteria de stat,
asiguriri, pensii i artilerie. A fost, poate, cel mai activ membru al comitetului stiintific al
Academiei, ocupandu-se de biblioteca si publicatiile gtiintifice.

Pe buna dreptate ne intrebam: cind a mai putut Fuler ca in aceastd perioada sa
produca 380 de articole de cercetare, precum §i nenumairate carti in urmiatoarele domenii:
calcul variational, calculul orbitelor planetelor, artilerie si balisticd, constructie de nave,
navigatie, migcarea lunii, calcul diferential. O carte cu un caracter aparte este ,Scrisorile
lui Euler asupra unor subiecte variate, adresate unei printese germane* (3 volume). In
aceastd carte, Fuler, care fusese numit si tutore al printesei de Anhalt-Dessau (nepoata
regelui Frederic al II-lea) strange circa 200 de scrisori cdtre printesd, in care expune in mod
popular chestiuni privind matematica si fizica, dar si religia. Cartea va oferi o privire asupra
personalititii lui Fuler. De mentionat ci acestad carte a cunoscut un succes enorm fiind mai
cititd decat toate operele matematice ale lui Fuler, in intreaga Europi si in Statele Unite.
Aceastd carte ilustreaza pe deplin talentul inegalabil de mare comunicator al lui Fuler.

In acest rastimp, Euler a pastrat legiturile cu Rusia, rdmanand membru al Aca-
demiei de Stiinte din Sankt Petersburg, careia Euler i-a trimis spre publicare aproximativ
jumitate din scrierile sale, fapt pentru care a primit in mod continuu pensie din partea
sus-numitei Academii.

Ne apropiem acum de sfargitul perioadei berlineze din viata lui Fuler. La acest
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sfarsit au contribuit doi factori: unul negativ si altul pozitiv.

Factorul negativ, care trebuie mentionat din motive de onestitate istoricd, nu face
cinste unei mari personalitati din istoria culturii. Unul din cei mai admirati si iubiti oameni
de cultura adusi la curte de Frederic cel Mare era Voltaire, care exercita o pozitie dominanta
fiind un fel de favorit al monarhului. Intrigile lui Voltaire, combinate cu dispretul afisat de
acesta fatd de modul onest si direct de comportament al lui Euler, 1-au afectat profund pe
acesta.

Factorul pozitiv a fost reprezentat de dorinta puternica a marii imparitese Ecaterina
a II-a a Rusiei de a-l readuce pe Fuler in Rusia, in cadrul eforturilor ei (incununate de
succes) de revenire la gloria anterioard a Academiei de Stiinte de la Sankt Petersburg.

In acest sens, ambasadorul rus la Berlin a fost acreditat si accepte absolut toate
conditiile impuse de Euler pentru intoarcere.

In 1766, Euler decide si pariseasca Berlinul pentru a reveni la Sankt Petersburg.
Frederic al Il-lea a fost profund gocat de aceastd hotarare a lui Fuler si, initial, nu i-a
permis si plece. In urma presiunilor formidabile exercitate de tarini si in fata hotrarii
neclintite a lui Euler, Frederic al II-lea a cedat si Euler a plecat spre Rusia in 1766, prin
Polonia. In Polonia a fost primit cu mare fast si respect de regele Stanislas. Intoarcerea la
Sankt Petersburg a fost un adevarat triumf.

Mentionam ca succesorul lui Euler la Berlin a fos Lagrange.

4. A doua perioada la Sankt Petersburg, ultimii ani

In 1766, la reintoarcerea in Rusia, Euler era in varstd de 59 de ani. Avea si mai
traiasca acolo 17 ani, caracterizati de o productivitate extraordinara (aproape o jumditate
a operei sale), dar marcati din nefericire, de pierderea completd a vederii gi alte nenorociri.

Munca istovitoare de zi cu zi i-a slibit i mai mult vederea care era deja afectati. In
urma operatiei nereusite de cataractd, Euler orbeste complet in 1766. Geniul siu a facut
ca aceastd tragedie si nu-i afecteze aproape de loc productivitatea matematica .

Este momentul si reamintim ca FEuler a fost unul din cei mai extraordinari calcula-
tori ai tuturor timpurilor : era capabil si efectueze calcule uriage mintal, cu o rapiditate si
o precizie incredibile.

In plus, dups cum am spus, memoria sa era fabuloasi. Combinand toate aceste
utilitdti, Euler a continuat si creeze ajutat de fiii sii Johann Albrecht Euler (care devenise
in 1766 profesor la catedra de fizicd a Academiei de Stiinte din Sankt Petersburg, fiind apoi
numit gi secretar al acesteia in 1769) si Cristoph Fuler (militar de carierd), precum si de
matematicienii Krafft, Lezell si Fuss. Metoda de lucru era urmitoarea: FEuler dicta (in
special lui Johann Albrecht) si in acelagi timp, el purta discutii matematice cu asistentii
sai, pe care uneori ii punea sa ii completeze calculele.

Cu generozitate si onestitate, maestrul i-a rasplitit pe discipoli pentru eforturile
depuse in ajutorul siu. De exemplu, Johann Albrecht, Kraft i Lezell au fost creditati ca
autori ai unei lucrari de 775 de pagini privind miscarea lunii.

Dupi pierderea completi a vederii au urmat alte nenorociri. In 1771, un incendiu
i-a distrus casa. Interventia providentialad a artistului Peter Grimm din Basel l-a salvat pe
Euler din mijlocul flicirilor. Au ars aproape toate cartile din casd dar, in mod miraculos,
au putut fi salvate manuscrisele lui Fuler.

In 1773, dupi o cisitorie care a durat 40 de ani, sotia lui Euler, Katharina trece in
lumea dreptilor. Ramas vaduv, Fuler se recasatoregte in 1776 cu sora Katharinei, Abigail
Gsell.

Leonhard FEuler a murit la 18 septembrie 1783 la varsta de 76 de ani. Iatd cum
descrie istoricul rus al gtiintelor A. P. Tugkevici (Youschkevitch) ultima zi din viata lui
Euler: ,in data de 18 septembrie 1783 Euler si-a petrecut prima parte a zilei ca de obicei.
A ficut lectia de matematica cu nepotii, a facut cateva calcule privind migcarea baloanelor,
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cu creta pe doua table; apoi a discutat cu Lexell gi Fuss despre recent descoperita planeta
Uranus. In jurul orei 5 dupi amiazi a suferit o hemoragie cerebrald si a mai apucat si
murmure ,Mor!“ inainte de a-gi pierde cunostinta. A murit in jurul orei 11 noaptea.“

Elogiul la moartea lui Euler a fost scris, din partea Academiei Franceze, de marchizul
de Condorcet care a fost, ulterior, una din victimele terorii dezldntuite de revolutia franceza.

Euler este ingropat in celebra necropold Nevskii Lavra din Sankt Petersburg. Sar-
cofagul in care odihnege marele savant se gaseste intr-unul din locurile sfinte ale Rusiei,
alaturi de alte mari personalititi, ca Lomonosov si altii.

III. Opera

Este foarte greu, dacid nu imposibil, s cuprinzi intr-o conferintd datele esentiale
privind geniala si imensa operd a lui Fuler. Voi incerca in cele ce urmeaza sa ma achit de
aceastd sarcind quasi-imposibild cu riscurile inerente ale unei selectii eventual arbitrare si
superficiale.

Contributia lui Fuler la Analiza Matematica a fost decisiva. Putem spune ca Analiza
Matematicad a inceput cu Fuler. Euler a conceput analiza ca studiu al functiilor.

Se stie ca existd o disputa istoricd in ceea ce priveste primatul asupra introducerii
analizei matematice ca disciplind intre gcoala britanicd (pentru care fondatorul analizei
este Isaac Newton) gi scoala germand (pentru care fondatorul analizei este Gottfried Wil-
helm Leibniz). Euler a reusit si contopeascd metoda fluxiunilor a lui Newton cu calculul
diferential al lui Leibniz.

Cartile de analizad al lui Fuler, dinte care citim pe cele mai faimoase: ,,Introductio
in analysis infinitorum*“ (in care apare celebra formuls e'™ 4+ 1 = 0), ,Institutiones calculi
differentialis“ si , Institutiones calculi integralis“ au reprezentat multd vreme sursa unici si
autorizatd de invitare a analizei matematice.

Euler s-a ocupat de derivatele partiale mixte, intuind comutativitatea lor (criteriile
Young-Schwarz) si a descoperit criteriul ca o forma diferentiald si fie exactd (in limbaj
arhaic ,sa fie diferentiald totald®).

A studiat probleme de maxim §i minim gi a utilizat in mod constant regulile lui
L’Hospital.

Euler a introdus integralele care ii poartd numele (integralele euleriene, adic functi-
ile beta gi gamma).

In teoria seriilor, Euler a avut realiziri nenumirate si remarcabile. A reusit si

o 2
calculeze ((2) = Z % = % printr-o metoda profund neortodoxa (problema gasirii sumei
acestei serii fuse:e ;tudiaté fara succes de Leibniz, Stirling, De Moivre, Jakob, Johann si
Daniel Bernoulli).

4 6 8
Cu rlr;etode similare, Eule;a descoperit ca ((4) = g—o, ¢(6) = 575, ¢(8) = QZW’
¢(10) = 9;,)% si ¢(12) = 6368%11%, generalizand apoi formula cu ajutorul numerelor lui

Bernoulls.
A obtinut celebra formuld privind egalitatea intre ((s) si produsul numerelor de

forma gy cu p prime. A obtinut foarte multe dezvoltari in serie.
—P
De asemenea, Fuler s-a ocupat de metode de sumare pentru serii divergente sau

foarte lent convergente (accelerarea convergentei). A obtinut celebra constantd care ii

< R |
poartd numele (limita sirului ; y Inn).
Inspirat de o carte in doud volume a lui Fagnano, Fuler s-a ocupat de integralele
eliptice (de altfel el a recunoscut mereu intaietatea lui Fagnano in acest domeniu) si a creat,
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practic, teoria functiilor algebrice.

Euler a obtinut rezultate remarcabile in teoria fractiilor continue.

Contributia lui Euler la teoria ecuatiilor diferentiale a fost covarsitoare. i da-
tordm rezolvarea ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti constanti, precum si rezolvarea
ecuatiilor liniare de ordin 2 cu coeficienti variabili. De asemenea, Euler a introdus factorul
integrant. In fine, Euler a avut si ideea metodei variatiei constantelor.

Putem spune cd Euler este fondatorul calculului variational dand celebrele ecuatii
Euler-Lagrange (descoperite independent de Lagrange).

In legdturd cu geneza calculului variagional trebuie si mentionim ci ea este datorata
faimoasei probleme a brahistrocronei, propusa de Johann Bernoulli. Aceastd problema a
fost rezolvatd de mai multi matematicieni (se pare cd Newton a rezolvat-o in aproximativ
doud ore). Euler a dat o teorie sistematicd a rezolvarii acestui tip de probleme fondand,
dupd cum am spus, calculul variational. (A se vedea cartea sa ,Methodus inveniendi
lineas curvas®). Ulterior, Lagrange a intervenit, scriindu-i lui Euler gi introducand derivata
variationald si metoda multiplicatorilor care ii poartd numele.

Euler a avut realiziri remarcabile in geometrie (incluzand trigonometria). Nu vom
vorbi despre aga- zisa ,geometria elementard“, unde ne-a ldsat rezultate remarcabile —
adevarate perle ale matematicii. Ne vom referi aici, in primul rand la faptul cd Fuler a
introdus in mod riguros functiile trigonometrice, dand si faimoasa formula

it ..
e’ =cost+isint.

In al doilea rand, Buler a inceput studiul teoriei suprafetelor, investigand, intre
altele, curbura lor. A introdus geodezicele. Multe din rezultatele sale nu au fost publicate
si au fost redescoperite ulterior de Gauss. In fine, si nu uitim celebra formuld pe care
i-o datordam lui Fuler privind legiatura intre numarul varfurilor, muchiilor gi fetelor unui
poliedru convex: V + F = M + 2.

Ajungem gi la teoria numerelor unde Euler ne-a lisat o multitudine de rezultate
fundamentale.

La Fuler, teoria numerelor a fost strans impletitd cu Algebra, pentru care ne-a
lasat monogafia ,Anleitung zur Algebra“, in doud volume. Aceastd monografie a constituit,
multad vreme, textul standard dupa care se invata algebra. De remarcat cd in acest manual,
Euler a introdus multe probleme pe care le-a rezolvat atunci cand invata algebra in primii
ani cu tatil siu (informatie comunicats de prof. dr. D. Vaida). In sus-numita monografie
figura si formula binomului lui Newton cu exponent real (seria binomiald).

Mentionam ca multe din rezultatele din teoria numerelor au fost obtinute pornind
de la discutiilor avute de Euler cu colegul siu Christian Goldbach de la Academia de Stiinte
de la Sankt Petersburg. De exemplu, acesta l-a incitat pe Euler si se ocupe de conjectura
lui Fermat privind faptul cid numerele de forma 22" 4+ 1 sunt prime. Fuler a demonstrat
falsitatea conjecturii aritand ci 232 + 1 se divide cu 641.

Studiile de teoria numerelor l-au condus pe Euler la introducerea functiei ¢ (p(n) =
numirul acelor 1 < k < n prime cu n). Cu ajutorul lui ¢, Fuler a generalizat mica teorema
a lui Fermat. Legat de numele lui Fermat, mentiondm cd Fuler a demonstrat celebra sa
conjecturd (,,marea teorema a lui Fermat“) pentru n = 3.

Mai mentiondm cd multe rezultate ale lui Euler in teoria numerelor sunt inspirate
de lucririle lui Fermat. Anume, Euler a demonstrat sau a infirmat o multime de rezultate
ale lui Fermat adnotate de acesta pe o editie francezi a cartii ,,Arithmetica“ a lui Diofant.

Alte rezultate ale lui Euler in teoria numerelor se refera la numerele care se pot
reprezenta ca sume a doud pitrate, legea reciprocititii patratice (pe care doar a intuit-o,
demonstratia fiind datd ulterior de Gauss), numere poligonale etc.
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In legitura cu contributia lui Euler la teoria numerelor, trebuie spus ci aceasta este
cuprinsi 4 volume din Opera Omnia. Din acest motiv, putem spune ci teoria numerelor a
devenit o parte importantd a matematicii, gratie lui Euler.

Euler este si fondatorul teoriei grafurilor. Nagterea acestei discipline coincide cu
rezolvarea de cdtre Euler a problemei celor sapte poduri din Konigsberg (oragul lui Im-
manuel Kant, astizi Kaliningrad, enclava rusi). Problema era de a stribate cate o singurd
data toate cele sapte poduri de pe raul Pregel care trece prin Konigsberg, cu intoarcere in
punctul de start (recunoagtem problema determinirii unui circuit hamiltonian).

Euler a fost unul dintre cei mai mari mecanicieni din istorie (includem aici si
mecanica cereascd). Cartea sa ,Mechanica“ a dat un impuls hotdrat mecanicii.

Fundamental, in ceea ce priveste viziunea lui Fuler asupra mecanicii, este faptul ca,
spre deosebire de predecesorii sii, el a folosit, in mod constant, analiza matematica.

In mecanica sistemelor rigide a determinat ecuatia generals de miscare a unui corp
in jurul unui punct fix. A dat ecuatia generald de migcare a unui corp liber.

A fundamentat teoretic principiul minimei actiuni al lui Maupertius.

A atacat problema celor trei corpuri.

A dat ecuatiile generale de migcare in hidrodinamica.

Mentionam ca la data mortii sale, Fuler scria un tratat de hidromecanica.

S-a ocupat de hidrostatica in legaturd cu proiectarea navelor.

In studiul miscirii unui punct material pe o suprafati el a folosit metoda geodez-
icelor.

In fundamentala carte , Theoria motus corporum solidorum®, Euler descompunea
migcarea unui solid intr-o migcare rectilinie gi una de rotatie, introducand cu aceasta ocazie
unghiurile care ii poartd numele.

Lucrarile de mecanica fluidelor ale lui Euler sunt fundamentale (a dat ecuatia de
continuitate, ecuatia de migcare a unui fluid nevascos incompresibil etc.). Metodele sale in
acest domeniu erau uimitoare si mult superioare predecesorilor sdi Bernoulli, Clairaut si
D’Alembert.

In astronomie (mecanica cereascd) Euler a obtinut rezultate privind calculul or-
bitelor cometelor, calculul paralaxei Soarelui etc. (a se vedea cirtile ,, Theoria Motus Lu-
naris® §i ,Theoria Motuum Planetarum et Cometarum®). Rezultatele sale au fost folosite
de Mayer pentru alcituirea unor tabele privind migcarea Lunii.

Euler ne-a last si un tratat de optica intitulat ,,Dioptrica® (trei volume) in care
combate teoria corpusculard a luminii a lui Newton.

Ca o curiozitate, mentiondm gi un tratat de teoria muzicii, intitulat ,, Tentamen novae
theoriae musicae“ (1739) in care incerca si facid muzica (citdm): ,parte a matematicii si
sd deducem, intr-un mod ordonat, din principii corecte, tot ceea ce face si se potriveasca
gl sd se amestece tonurile in mod plicut®. Din picate, lucrare era (iardsi citim) ,pentru
muzicieni prea avansatd in matematica gi pentru matematicieni prea muzicala®.

Nu putem incheia aceste referiri la opera lui Euler fard si amintim despre scrierile
sale cu caracter folozofic si religios. Euler, in armonie cu originea sa parinteasca si cu for-
matia sa, era profund credincios i poseda o bogata cultura filozofica. Ca orientare filozofico-
cregtind, Fuler era un oponent al filozofiei monadelor, datorata lui Leibniz i discipolului
sdu Christian Wolff. Ideile filozofico-religioase ale lui Euler apar in deja pomenita culegere
,Scrisori cdtre o printesd germani.... |, precum i in lucrarea ,,Apirarea revelatiei divine
impotriva obiectiilor liber-cugetatorilor (,,Rettung der Gottlichen Offenbahrung gegen die
Einwiirfe der Freigeister®).

Terminand de prezentat opera lui Euler, este obligatoriu si mai addugdm un fapt
care ilustreaza deopotriva imensul volum de lucrari lasat de Fuler, cat si onestitatea sa si
atagamentul fatd de Academia de Stiinte de la Sankt Petersburg. El s-a angajat si lase
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Academiei atatea memorii cat si se poatd publica in analele ei 20 de ani dupd moartea sa.
A dat mai mult decat a promis! S-a putut publica 40 de ani dupd moartea sa!

IV. Incheiere

Suntem la capatul acestui lung expozeu despre viata si opera genialului Leonhard
Euler. Ne inclinam infiorati in fata maretiei sale.

Am vorbit despre un titan. Nu putem incheia altfel decat citand pe un alt titan
— Pierre-Simon Laplace: ,Cititi-1 pe Euler, cititi-l pe Euler! El este profesorul nostru, al
tuturor!”

Facultatea de Matematica gi Informatica

a Universitatii din Bucuresti
Str. Academiei, nr. 14, Bucuresti

MANIFESTARI STIINTIFICE

Sesiunea aniversara

yLeonhard Euler — 300 de ani de la nastere

In ziua de 11 mai 2007, a avut loc Sesiunea aniversara ,Leonhard Euler — 300 de
ani de la nagtere, organizatd de Facultatea de Matematica si Informaticid a Universitatii
din Bucuresti.

Deschiderea lucrarilor a fost facuta de prof. univ dr. Ion Chifescu, decanul Facul-
tatii de Matematics si Informatics a Universititii din Bucuresti.’) In continuare, lucririle
sesiunii s-au desfagurat pe trei sectiuni, prezentandu-se in total 30 de comunicari stiintifice.

Prezentam mai jos lista comunicarilor in ordinea sustinerii lor.

Sectiunea Algebra si Informatica

e A. L. Agore, A.Chirvasitu (studenti la Universitatea din Bucuresti), B. Ion (University
of Pittsburg), prof. dr. G. Militaru, Probleme de factorizare pentru grupuri finite;

e conf. dr. A. Baranga, Cea mai tare postconditie a adjuvant la dreapta al celei mai slabe
postconditii in semantica partial aditici;

e asist. C. Chiritd, O teoremd de completitudine pentru logica trivalentd temporald cu
predicate;

e conf. dr. A. Gica, Resturi de puteri in giruri Fibonacci;

e prof. dr. ITon D. Ion, prof. dr. C. Nitd, Rezultate asupra ultraproduselor de module;

e prof. dr. G. Militaru, Produse incrucigsate de grupuri;

e prof. dr. D. Stefanescu, Euler si rezolvarea numerica a ecuatiilor algebrice;

e prof. dr. D. Vaida, Proprietati de ordine referitoare la procese semantice.

Sectiunea Analizi si Geometrie

e prof. dr. I. Chitescu, O problem3 privind dreapta lui Euler. Amintiri de acum 44 de ani;
e prof. dr. M. Cristea, Produse directe de aplicatii cvasiregulate pe spatii metrice;

e conf. dr. Iulia Hiricd, prof. dr. L. Nicolescu, Rezultate recente privind varietitile Weyl
si Lyra;

1) Conferina de deschidere a lucririlor sesiunii este reprodusi in prezentul numir, in cadrul
rubricii ,Istoria Matematicii“. (N.R.)
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e prof. dr. L. Nicolescu, prof. dr. G. Pripoae, asist. R. Gogu, Asupra unei teoreme a lui
E. Cartan,;

e prof. dr. L. Nicolescu, conf. dr. N. Soare, Cercetarile lui Leonhard Euler in Geometrie;
e asist. dr. T. Oprea, Plane critice pentru curbura sectionali;

e conf. dr. L. Pavel, Asupra polinoamelor trigonometrice din L; — algebra de hipergrupuri
compacte;

e conf. dr. N. Soare, O generalizare a unei clase de curbe;

e lect. dr. S. Stupariu, Concepte de stabilitate pentru reprezentari de tolbe;

e lect. dr. A. M. Teleman, conf. dr. K. Teleman, Lagrangieni de tip Witten si topologie
cuantica;

e prof. dr. A. Turtoi, Spatiul twistor al structurilor complexe generalizate;

e lect. dr. C. Volintiru, Conventia 0 - co = 0, o posibild anomalie din cartile avand ca
subiect Teoria Masurarii.

Sectiunea Mecanici i Ecuatii

e prof. dr. A. Carabineanu, O variantd a metodei lui Seidel de rezolvare iterativi a
sistemelor de ecutii neliniare;

e conf. dr. A. Cernea, Conditii necesare de optimalitate pentru incluziuni diferentiale cu
intarzieri i restrictii de fazi;

e prof. dr. § Cleja-Tigoiu, Model elaso-plastic pentru materiale cu dislocatii continuu
distribuite;

e prof. dr. I. Mihdaila, prof. dr. N. Marcov, asist. dr. V. Pambuccian, Studiul migcarii
pendulului lui Foucault la Luanda in timpul eclipsei solare din 21 iunie 2001;

e prof. dr. I. Mihdila, Asupra perioadei lui Euler;

e prof. dr. $t. Miricd, Asupra jocului diferential ,Lady in the lake®;

e asist. dr. V. Pambuccian, Campul gravitational si cAmpul electromagnetic in relativitatea
generali;

e prof. dr. I. Rosca, Metoda variationala si cateva rezultate clasice din analiza functional;
e prof. dr. O. Simionescu, prof. I. Ana, Descompunerea undelor ghidate care se propaga
in cristale piezoelectrie supuse unor campuri intiale;

e conf. dr. V. Tigoiu, Fluide ne-newtoniene de tip polinomial.

Radu Miculescu

Al VI-lea Congres al Matematicienilor roméani
Bucuresti, 28 iunie - 4 iulie 2007

Cel mai important eveniment matematic al anului — Congresul matematicienilor
romani a avut loc in perioada 28 iunie — 4 iulie, la Bucuresti, sub inaltul patronaj al
Academiei Roméane gi organizarea Universitatii din Bucuregti, Institutului de Matematica
»Simion Stoilov* al Academiei gi al Universitatilor din Pitesti gi Timigoara.

Nu este lipsit de interes ca primul Congres al Matematicienilor Roméni a avut loc in
anul 1929 la Cluj, fiind organizat la initiativa matematicianului Petre Sergescu. Au urmat
Congresele de la Turnu Severin (1932), Bucuresgti (1945 si 1956) si Pitegti (2003).

Sa mentiondm ca in organizarea primelor trei congrese Societatea ,,Gazeta Matema-
ticad“ a avut un rol deosebit.

Din comitetul de organizare au facut parte academicianul Romulus Cristescu (prese-
dinte), Viorel Barbu, Constantin Corduneanu, Marius Iosifescu, Solomon Marcus, Radu
Miron, Petre T. Mocanu, Gabriela Marinoschi, cercetdtori, Lucian Beznea (secretar) si
Radu Purice (I. M. A. R.) precum si profesorii Ion Chitescu, Victor Tigoiu (Universitatea
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din Bucuregti), Gheorghe Barbu (Universitatea din Pitesti), Dumitru Gaspar i Mihail
Megan (Universitatea de Vest din Timigoara), Doina Ciordnescu (Universitatea Paris IV,
Franta) si Tudor Zamfirescu (Universitatea din Dortmund, Germania).

Sedinta de deschidere a avut loc in Aula Universitatii din Bucuregti, in prezidiu
aflandu-se acad. Romulus Cristescu, Ioan Haiduc, presedintele Academiei, Toan Pdnzaru,
rectorul Universitatii din Bucuresti, reprezentanti ai Ministerului de Externe si ai Minis-
terului Educatiei, Cercetarii gi Tineretului.

A fost prezentat mesajul de salut al Pregedintiei Romaéniei.

In plen au fost prezentate rapoarte intocmite de colective delegate de Comitetul de
Organizare: Cercetarea matematicd romaneascd (V. Branzinescu), Invitidmantul matem-
atic in Romania (C. Niculescu), Diaspora matematica roméaneascd (D. Timotin), Matema-
tica roméaneasca in culturd si societate (S. Marcus).

Prof. dr. Dan Burghelea, Universitatea Columbus, Ohio, S.U.A, academicienii
Ion Cuculescu gi N. Cristescu intr-o pauzd a Congresului

Lucréarile Congresului s-au desfigurat incepand cu a doua zi in cladirea Facultatii
de Matematica si Informatica a Universitdtii din Bucuresti, pe opt sectiuni: Algebra, Ge-
ometrie Diferentiald gi Topologie, Analizi reald i complexd, Teoria Potentialului, Ecuatii
diferentiale, Control Optimal si Fizica Matematicii, Analizd Functionala, Teoria Operato-
rilor gi Analizd Numericd, Probabilitati i Statistica Matematica, Mecanica i Matematici
Aplicatd, Cercetari Operationale, Istoria gi Filozofia Matematicii.

Au fost prezentate peste 800 de comunicari gtiintifice de citre cercetatori romani si
straini, numarul acestora din urma fiind in continud cregtere, la prezentul congres depagind
o sutd. Au fost prezenti matematicieni de pe toate continentele, un numir mare provenind
din tarile europene si S. U. A. De remarcat este numarul mare de matematicieni roméani
din disapord, precum gi cel al matematicienilor tineri care igi pregitesc doctoratul in alte
tari.

Dintre participantii din strdindtate mentiondm cateva nume prestigioase: H. T.
Banks, Alezandra Bellow, Nicolae Dinculeanu, Dan Burghelea, Daniel Tdtaru (S. U. A),
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Doina Ciordnescu, Florian Vasilescu (Franta), Izu Vaisman (Israel), Preda Mihdilescu,
Tudor Zamfirescu (Germania), Jean Mawhin (Belgia), Tudor Ratiu (Elvetia), Eugen Gre-
benikov (Rusia), Vicenzo Cappasso, Mimmo Iannelli (Italia) si multi algii.

Ziua de 1 iulie a fost dedicatd unei frumoase excursii pe ruta Bucuresgti — Sinaia
— Bran — Rucir — Pitesti — Bucuregti. La Casa Universitarilor din Pitesti a avut loc
banchetul Congresului, intr-o ambianta deosebitd, cu un program folcloric apreciat de catre
participanti.

Lucrérile Congresului vor fi publicate in volum.

Societatea de Stiinte Matematice din Roméania a organizat in zilele de 26-27 iunie cea
de a 11-a Conferintd Anuald, Conferinta satelit a Congresului (Workshop on Mathematical
Education).

Mircea Trifu

DIN VIATA SOCIETATII

Cursurile de vara de la Busteni

intre 29 iulie si 8 august 2007 S.S.M.R. a organizat — ca de obicei, la Bugteni — cursurile de
vard, pentru perfectionarea profesorilor de matematici din invitiméantul preuniversitar. Aceasta a
fost a XI-a editie dupd reluarea, in 1997, a unei vechi traditii pe care S.S.M.R. o are in organizarea
scolilor de vard, traditie ce dateazd din 1957, cu o scurtd intrerupere in anii ’90.

Gazda a cursurilor a fost si anul acesta Centrul de Pregitire pentru Personalul din Indus-
trie din localitate, care ne-a asigurat — prin persoana domnului director general Irinel Ghitd si a
subordonatilor sii — conditii deosebite atat in ceea ce priveste desfisurarea cursurilor, cat gi in
privinta cazdrii gi a mesei. Le multumim tuturor pe aceasta cale.

Programul zilnic a cuprins trei module (conferinte) — inclusiv simbita — pentru a acoperi
un numdr de 40 de ore, in intervalul 30 iulie - 7 august, in care au avut loc cursurile propriu-zise.
La finele acestora, pe 7 august, s-a desfigurat un colocviu, in cadrul ciruia s- au prezentat cele mai
interesante referate alcituite de cursanti si selectate de comisia de examinare. Subiectele, liber alese
de cursanti, au abordat in general teme stiintifice sau metodice, nelipsind insd si cateva dedicate
istoriei matematicii precum si problematicii generale a invdtdmantului matematic preuniversitar.
Aceastd diversificare a tematicii constituie un fenomen specific ultimilor ani, reflectand largirea
ariei preocupdrilor profesorilor de matematici, tendinta acestora de a se ancora mai temeinic in
realitate, preluand traditiile inaintagilor. Este absolut notabild seriozitatea cu care cursantii au
tratat temele alese — desigur, majoritatea clasice — multi dintre ei incercand deschideri cédtre alte
domenii sau conexiuni metodice interesante si, de multe ori, cu caracter original. Vom mai mentiona
cd alcdtuirea acestor referate a constituit o conditie obligatorie pentru eliberarea adeverintelor de
participare la cursuri. Comisia de selectie a lucririlor a fost alcituitd din acad. Iean Tomescu,
prof. univ. dr. Dorel Duca, conf. univ. dr. Fugen Pdltanea, prof. Alexandru Popescu-Zorica si
semnatarul acestor randuri.

Numairul mai mic de participanti de anul acesta (38 de profesori) se explicd atat prin
majorarea tarifelor de cazare gi — in special — masd, cAt — mai ales— prin refuzul autoritdtilor
competente de a da un caracter oficial cursurilor, acestea nefiind punctate ca activitati didactice,
datoritd absentei modulului de pedagogie. Aceasta este o veche problemd, care a fost discutatd
in repetate randuri, atdt in cadrul Biroului S.S.M.R, cit si cu participantii la cursuri, ei fiind
in ultim instantd, cei mai in masurd si decidid asupra oportunititii audierii unor conferinte de
pedagogie sau din domenii conexe acesteia. Fird a refuza in mod absolut prezenta pedagogiei in
cadrul cursurilor, cursantii sunt unanim de acord cd timpul legal acordat acesteia (40% in totalul
orelor) este exagerat gi ar diuna interesului general. Singura solutie acceptabild din punctul lor de
vederear fi ca ministerul sd acorde un punctaj mai mic pentru perfectionarea stiintifici gi metodica,
urmand ca cei intresati de un punctaj mai mare si urmdreascid modulul de pedagogie din cadrul
altor forme de perfectionare.

Repartitia zonald a cursantilor a fost destul de uniformd, fiind — totusi — preponderente,
judetele din Moldova, unde filialelor S.S.M.R. locale au desfisurat o activitate de informare mai
sustinutd si eficientd. Ca de obicei pe primul loc s-a situat filiala Iasi, care prin persoana domnului
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profesor Vasile Nechita — secretarul acesteia — a adus cel mai mare numaér de participanti. De altfel,
domnia sa participd pentru a unsprezecea oard consecutiv la aceste cursuri, fiind cel mai important
animator al lor. Din aceste motive, am hot#rat ca, incepand cu acest an, domnul prof. Vasile
Nechita sa fie numit secretar al cursurilor, umand si se ocupe de o serie intreagd de probleme de
organizare si informare.

Conferintele tinute in cadrul cursurilor au starnit, in general, un viu interes printre par-
ticipanti, fapt marcat si de sondajul efectuat la finele acestora - sondaj care, ca deobicei ne va
ajuta si la imbundtitirea tematicii in anii urméatori. Discutiile purtate intre cursati si intre cursanti
si conferentiari, au marcat o crestere a interesului pentru temele prezentate, relevand si o serie
intreagd de sugestii pentru editiile urmatoare.

Tematica conferintelor a fost atent selectati, tinand seama de subiectele sugerate de cursanti
in sondajele din anii anteriori. Astfel, am cdutat sa padstram un echilibru intre subiectele cu caracter
de informare stiintificd gi cele vizidnd metodica si metodologia predirii la clasd, primele avand
evident, un caracter preponderent. in selectarea conferentiarilor am avut in vedere unii dintre cei
mai distingi universitari, care, in decursul timpului s-au aplecat, cu interes si seriozitate, asupra
invatadmantului preuniversitar, fiind preocupati de perpetua imbunitatire si diversificare a acestuia.
De buni seami, acestia au stiut si stabileascd un mod de comunicare simplu si eficient cu profesorii
cursanti, neabuzand de informatia stiintifici si — ceea ce ni se pare esential — neadoptand o pozitie
ez cathedra.

Vom prezenta, mai jos, tematica conferintelor sustinute:

e prof. univ. dr. Ioan Tomescu, membru corespondent al Academiei Roméane (Universi-
tatea din Bucuresti) — ,Numere binomiale si multinomiale si aplicatii“ (o conferinti); ,Principiul
includerii si excluderii si aplicatii“ (o conferingi); ,Numere lui Catalan“ (o conferinti);

e prof. univ. dr. Constantin Popovici (Universitatea din Bucuresti) — ,Infinitatea nu-
merelor prime de forma 4k—1, 4k+1, 6k—1, 6k+1“ (o conferinti); ,Inele factoriale® (o conferingd);

e prof. univ. dr. Doru Stefanescu (Universitatea din Bucuresti) — ,Inegalitdti privind
polinoamele si aplicatii“ (o conferinti);

e prof. univ. dr. Adrian Albu (Universitatea de Vest din Timigoara) — ,,Contraexemplul
in matematici. Probleme de independenti in matematici‘ (doud conferinte); ,Euler — 300“ (o
conferinti);

e prof. univ. dr. Miron Oprea (Universitatea Petrol si Gaze din Ploiesti) — ,,Aplicatii ale
algoritmului lui Euclid“ (o conferinti);

e prof. univ. dr. Dorel Duca (Universitatea Babeg-Bolyai din Cluj) — ,,Generaliziri ale
punctelor de optim* (doud conferinte); ,,Conditii de eficientd cu ipoteze de derivabilitate asupra
functiei“ (o conferinti);

e prof. univ. dr. Horea Banea (Universitatea Transilvania din Brasov) — ,,Generalizarea
notiunilor de derivatd si integrald (o conferinti); ,Rolul problemelor (o conferinti);

e conf. univ. dr. Dragos Popescu (Universitatea din Bucuresti) — , Teorema lui Pick“ (o
conferintd); ,,Functii aritmetice” (o conferinti); ,Aplicatii ale problemei poliedrale a lui Euler* (o
conferinti);

e conf. univ. dr. Radu Miculescu (Universitatea din Bucuresti) — ,Aplicatii ale formulei
lui Taylor* (o conferinti);

e conf. univ. dr. Eugen Pdltanea (Universitatea Transilvania din Bragov) — ,Asupra unei
probleme de numaérare®;

e conf. univ. dr. Andrei Vernescu (Universitatea Valahia din Targovigte) — ,,Viteza de
convergentd a sirurilor de numere reale® (o conferinta).

inainte de a incheia vom mai face o ultimi observatie: in decursul celor 11 editii desfigurate
din 1997 si panid in prezent, s-a conturat un nucleu de profesori care, cu perseverenti si interes,
participd an de an la aceste cursuri, jucand un rol important ca ferment activ in popularizarea lor
— pe de o parte — iar pe de altd parte ne obligd si diversificim subiectele conferintelor pentru a
nu genera repetativitate. Pentru a da un exemplu, in acest sens (in afara liderului de necontestat,
prof Vasile Nechita) vom aminti cd anul acesta am acordat o noud diplom# de fidelitate (pentru
prezenta la sapte editii consecutive ale cursurilor), doamnei profesoare Elena Chirea de la Liceul
teoretic Nicolae Bélcescu din Medgidia. O felicitim pe aceastd cale, atat pe domnia sa si pe toti
ceilalti ,,veterani“ ai cursurilor si ii asigurdm cd vom face, pe viitor, tot ce este posibil pentru a le
mentine interesul mereu treaz prin tematica abordata.
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ceilalti ,,veterani ai cursurilor si
ii asigurdm ca vom face, pe vi-
itor, tot ce este posibil pentru a
le mentine interesul mereu treaz
prin tematica abordata.

in final, mai trebuie si adre-
sdm multumirile noastre sincere
domnului profesor Nicolae An-
gelescu — inspector general ad-
junct la I.§.J. Prahova si doam-
nei profesoare Mirela Dobrea —
directoare a Grupului Scolar Ion
Kalinderu din Busteni — pen-
tru sprijinul deosebit acordat in
buna organizare gi desfagurare a
acestor cursuri. Acestora si mul-
tor altora, anonimi, le exprimam
gratitudinea noastra.

Absolventii cursurilor Scolii de vard de la Bugsteni, editia 2007, impreund cu
profesorii Alexandru Popescu-Zorica, Dan Radu gi Fugen Pdltinea

Dan Radu

Lista absolventilor cursurilor de perfectionare pentru

profesorii de matematici, organizate de S.S.M.R.
Busteni, 29 iulie-8 august 2007

. Agapi Maria

. Andrei Dumitru Mihai
. Ababei Constantin

. Ababei Elena

. Bursuc Ion

. Bejan Cornelia Livia

. Chirea Elena

. Costachescu Marioara
. Créciun Dorinel Mihai
10. Dincd Sanda Mihaela
11. Deacdnu Nicolita

12. Doinaru Mihaela Marcela
13. Duma Iuliana

14. Duma Vasile

15. Filip Maria

16. Frent, Angela

17. Georgescu Miorita

18. Georgescu Anton-Savel
19. Gavrilut Mihai

20. Jecan Mihaela Doina
21. Marinescu Damian

22. Meciu Eugenia Ana
23. Mihdes Maria

24. Nechita Vasile

25. Nour MAria

26. Oleniuc Claudia

27. Oleniuc Mariana

28. Popa Filofteia

29. Popescu Claudia

 ~ O ULk W N~

©

Sc. cu clasele I-VIIT nr.2 George Cdlinescu — Onesti

Gr. Sc. Agricol Palas — Constanta

Sc. cu clasele I-VIII Mihai Eminescu — Roman
Sc. cu clasele I-VIIT Mihai Eminescu — Roman
Col. de Informatici Spiru Haret — Suceava
Universitatea Tehnicd Gheorghe Asachi — Tasi
Lic. Teoretic Nicolae Balcescu — Medgidia

Lic. cu Program Sportiv — Roman

Lic. Teoretic Mihail Sadoveanu — Pagcani
Gr.9c. Industrial Metalurgic — Slatina

Lic. Teoretic Toan Petrug — Otopeni

Col. Mihai Cantacuzino — Sinaia

Col. Nat. Vasile Alecsandri — Galati

Sc. Gimnaziald nr. 26 Ion Creangd — Galati
Lic. Teoretic Toan Petrug — Otopeni

Col. Tehnic Feroviar — Bragov

Col. Nat. Anastasescu — Rosiorii de Vede

Col. Nat. Anastasescu — Rosiorii de Vede

Col. Nat. Roman Voda — Roman

Lic. Teoretic Mihai Eminescu — Cluj

Sc. Tudor Vladimirescu — Targoviste

Sc. cu cl. I-VIIT Alexandru Vaida Voievod — Cluj

Col. Tehnic Danubiana — Roman

Col. Costache Negruzzi — lasi

Sc. cu clasele I-VIII nr. 41 — Galati

Gr. Sc. Virgil Madgearu — lasi

Sc. cu clasele I-VIII Blagesti — Bagcani
Sc. cu clasele I-VIII nr. 12 — Targoviste
Lic. Teoretic Mihail Sadoveanu — Pagcani



30. Popescu Maria Scoala Centrald — Bucuresti

31. Roman Neculai Sc. cu cl. I-VIII Vasile Alecsandri—Mircesti,
32. Rotundu Raluca Ioana Sc. cu cl. I-VIII Ionel Teodoreanu — Iagi
33. Rusu-Marian Cristina Gr. Sc. Gheorghe Sincai — Targu Mures
34. Savu Eleonora Col. Nat. Ferdinand I — Bacdu

35. Vigan Ion Lic. Teoretic Tudor Arghezi — Craiova

36. Zaharia Maria Col. Nat. Dimitrie Cantemir — Onegti

37. Zaharia Dan Col. Nat. Dimitrie Cantemir — Onegti

Dan Radu

REVISTA REVISTELOR

Didactica Matematici

Domnul prof. univ. Dorel I. Duca de la Universitatea Babes-Bolyai din Cluj ne-a inméanat,
cu ocazia cursurilor de perfectionare pentru profesorii de matematica desfigurate la Busteni in vara
anului 2007, ultimul numir apdrut (vol. 25, nr. 1/2006) al revistei clujene editate sub auspiciile
S.S.M.R. si care contine mai vechea publicatie Lucrarile Seminarului de Didactica Matematicii. Cu
indreptatitd mandrie, domnia sa ne-a subliniat conditiile grafice deosebite in care a apdrut revista,
fapt facilitat si de citre o micd sponsorizare din partea S.S.M.R..

Desigur, publicatia are un caracter in primul rand stiintific, reunind o suma de articole de
cercetare — dar si de informare — cu precidere dedicate didacticii matematicii, aceastd ramuri a
matematicii care s-a impus de mult in alte tiri, dar care la noi abia in ultimii ani face, cu timiditate,
primii pasi.

Vom da mai jos, titlurile catorva articole inserate in acest numar, cu mentiunea ci selectia
facutd este destul de arbitrard si subiectivd: ,Symetric inequalities with and without a Computer
Algebra System® (V. Anisiu), ,Fibonacci Numbers® (I. E. Duca), ,Hilbert functions and Macaulay
representation of natural numbers* (D. Popescu), ,The maxim modulus, the inner functions and
the Lowner’s differential equations (I. Serb) etc.

Dan Radu

Axioma — supliment matematic

De la Ploiesti ne-a parvenit nr. 23 (mai 2007) al revistei Axioma — supliment matematic.
Desigur revista este o veche cunostintd a cititorilor nogtri, prezentand-o — in numeroase randuri —
acestora.

Publicatia ploiegteans este consecventd in ceea ce priveste formatul (structura) si continutul.
Ea continui si fie — aga cum s-a vrut, probabil, incd de la inceput — o colectie de probleme propuse si
rezolvate, destinatd sa faciliteze studiul matematic de catre elevi, incepand chiar din clasele primare
si pand la finele liceului. Scopul, in mare, a fost atins cu prisosintd, ultimul numir inserand nu
mai putin de 14 pagini dedicate rubricii rezolvitorilor de probleme, care — daci inregistrarile sunt
corecte — depdsgesc substantial numé&rul de pagini afectat rubricii respective in Gazeta Matematicad
seria B.

Vom mai semnala, in acest numir, gi publicarea unui articol intitulat ,,Asupra conjecturii
lui Collatz* (semnat de M. Avram si M. Oprea), foarte interesant si incitant pentru tinerii cititori.
De altfel, acest material reflectd mai vechile preocupdiri ale autorilor privind conjectura lui Collatz,
acestia sustinand — in urma cu cativa ani — gi o comunicare, pe aceastd temd, in cadrul Sesiunii de
comunicdri metodico-gtiintifice a judetului Bragov, desfigurati la Sinaia.

In fine, tot in acest numdr, este inseratd o scurtd notd metodicd de geometrie, cu titlul ,,O
metodd unitard in demonstrarea unor teoreme cunoscute (A. Dinoiu).

Dan Radu
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Revista de Matematicd din Galati

Domnul profesor Romeo Zamfir — redactorul gef adjunct al publicatiei — ne-a expediat
ultimul numir apdrut (nr. 29/2007) al revistei gilitene.

Revista debuteazi printr-o ambpld prezentare a de-acum traditionalului Concurs inter-
judetean de matematica ,,Cristian S. Calude“, prezentare semnatd de domnul profesor Romeo Zamfir
si menitd si facid un scurt istoric al acestuia, al modului de organizare si desfisurare.

Dintre materialele cu caracter teoretic continute in prezentul numair, vom mentiona: ,,Sub-
grupuri ale grupului aditiv al numerelor reale“ (M. A. Baroni), ,Consideratii metodice despre cercul
celor noud puncte si dreapta lui Euler (L. G. Tdanase), ,Asupra unor probleme de la etapa locali,
Galati 2007 (M. Coada), ,Concurentd si coliniaritate“ (M. Cana), ,Legitura dintre polinomul
caracteristic i polinomul minimal al unei matrici“!) (I. Duma) si ,,On some inequalities* (Z.
Starc).

Dan Radu

Revista de Matematicd din Timigoara

Domnul profesor Dan Birchi ne-a trimis, din Timigoara, ultimul numé&r tiparit al publicatiei
locale (nr. 3/2007).

Pastrandu-si caracterul de revistd — culegere de probleme, publicatia timigoreand insereaza
si trei scurte — dar foarte interesante — note matematice; iatd titlurile lor: ,,Cateva teoreme de
geometrie* (Gh. Eckstein), ,O rafinare a inegalitatii lui Cesaro® (M. Bencze) si ,,O metodd elegantd
de calcul a unor limite de siruri“ (C. Chiser).

Vom mentiona, ca de obicei, calitatea deosebitd a problemelor propuse spre rezolvare ti-
nerilor cititori, calitate giratd de prestigioasele nume ale propunitorilor, profesori cu o vastd si
indelungati activitate didactici si stiintifica.

Dan Radu

RECENZII

FLORIN DIAC, O istorie a invatamaéantului romanesc modern,
vol. IIT — perioada 1989-2000
Editura OSCAR PRINT, Bucuresti, 2007

Volumul al treilea — si ultimul — al prestigioasei monografii dedicate de profesorul Florin
Diac istoriei invatdmantului roménesc modern acoperd perioada cea mai cunoscutd, dar si cea
mai controversatd, a evolutiei acestuia — anume cei 17 ani ce s-au scurs dupi evenimentele din
decembrie 1989. Perioada, una de profunderi prefaceri si seisme, nu de putine ori a scindat nu
numai marea masd a celor direct implicati in procesul de invdtdmant, ci chiar si publicul larg, in
doud categorii de partizani cu puncte de vedere aparent antagonice: cei ce doreau cu tot dinadinsul
o ,modernizare” rapidad si uneori chiar ,fortatd a invitdmantului roméanesc pentru a-1 inscrie pe
coordonatele europene (sau chiar euroatlantice) contemporane si ,traditionalistii, sustindtori ai
valorilor probate in timp — si chiar prin arialul geografic larg, dacd ne gandim la marele numar
de specialigti ce au ingrosat diaspora roméaneascd in ultimii ani — de mai bine de o sutd de ani
de la fundamentala si cu adevirat revolutionara reformd a invatdmantului initiatid de Spiru Haret.
Ceea ce se uitd, indeobste, este cd amandoud categoriile despre care vorbeam mai sus sunt animate
de aceleagi bune intentii: propdgirea invatdméantului roméanesc, recunoagterea valorii lui pe plan
international si perpetuarea calitdtii lui, fapt de acum recunoscut explicit sau implicit chiar si
de citre campionii unor puncte de vedere extremiste, ce imbracd uneori uneori forme acute sau
detractive. Ei bine, ceea ce a reusit profesorul Florin Diac este si pdstreze un echilibru intre aceste
doud puncte de vedere, si prezinte cu degajare si impartialitate evolutia fenomenelor, detagandu-se
de atitudinile partizane extremiste si de exageririle vehiculate de cele doud tabere. in plus, domnia
sa a beneficiat de un atu important din punct de vedere informational, fiind direct angrenat in

1) Lucrarea a fost prezentati de citre autoare si in cadrul Scolii de vari de la Busteni, 2007,
fiind bine primita si apreciatd de citre participanti. (D.R.)
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acest proces (ca sd nu zicem ,ciocniri“ ale unor puncte de vedere) atat ca inspector general al
municipiului Bucuresti, cat si — mai apoi — ca secretar general al S.S.M.R.. Personal, consideram
cid acest al treilea volum al monografiei este cel mai bine documentat si redactat cu o deosebitd
vocatie a detaliului istoric, fiecare fapt fiind plasat la locul i in contextul potrivit, comentariile cu
caracter subiectiv fiind ori cu totul absente, ori jucand un rol minim — atunci cand au fost absolut
necesare.

Din péicate, spatiul nu ne permite o detaliere a continutului acestui al treilea volum al
monografiei; ne vom multumi si citdm doar titlurile celor gapte capitole ale lucrarii, pentru a
sublinia caracterul destul de exhaustiv al acesteia.

e cap. I: Invitidmantul romanesc in perioada postrevolutiei din decembrie 1989;

e cap. II: Schimbdri in structura Ministerului inviiggmantului;

e cap. III: Procesul informatizirii invitidmantului preuniversitar roméanesc;

e cap. IV: Deschiderea invitidmantului preuniversitar roméanesc cu exemplificiri din in-
vatdmantul bucuregtean in perioada postrevolutiei din decembrie 1989;

e cap. V: Situatii grele, uneori conflictuale, cu care s-a confundat invitimantului preuni-
versitar bucuregtean in perioada postrevolutiei din decembrie 1989;

e cap. VI: Constituirea ,Asociatiei directorilor de gcoli din Roméania“ si aderarea acesteia
la ,,Asociatia europeani a directorilor gcolilor secundare’;

e cap. VII: Evolutia reformei invitdmantului preuniversitar romanesc dupa alegerile din
toamna anului 1996 gi instaurarea coalitiei C. D. R.

Vom mai mentiona ci intregul volum este presdrat cu statistici si diagrame, preluate din
statistici oficiale sau din alte lucrari cu caracter similar, menite sd ilustreze mai bine gi mai clar
materialul prezentat. Exemplificirile sunt ficute, in general, cu faptele cunoscute de autor din
vremea cand se afla la conducerea Inspectoratului general al Municipiului Bucuresti si al judetului
Ilfov, din pacate alte date si informatii fiind mai greu accesibile. Dar, la o eventuali reeditare ...

in final, vom sublinia din nou ideea ci lucrarea ni se pare absolut de exceptie, acoperind
un spatiu informational daci nu complet vid, in orice caz putin populat cu fapte si date pertinent
si obiectiv prezentate, constituindu-se ca un veritabil reper bibliografic pentru orice altd lucrare
ulterioard dedicatd acestui areal spiritual: evolutia invatdmantului roméanesc de-a lungul timpului.

Dan Radu

CRISTINEL MORTICI, Bazele matematicii, teorie gi probleme
Editura MINUS, Targoviste, 2007

O noud lucrare care acoperd principalele cursuri de matematicd universitard se afli acum
la dispozitia studentilor din primii ani ai facultitilor de stiinte, inginerie sau stiinte economice.

in conditiile unei lipse acute de manuale universitare (spre deosebire de anii 60-'90), cat
si a fenomenului ingrijordtor al scdderii nivelului mediu general al studentilor, cartea domnului
conferentiar dr. Cristinel Mortici este mai mult decat binevenitd pentru studenti. Acegtia vor
gasi in carte teorie si probleme care acoperd cursurile generale de matematicd, Analizd Matema-
ticd, Analizd numericid, Algebri liniard si geometrie, Matematici speciale, Matematici aplicate in
economie, Topologie, Ecuatii diferentiale, integrale si cu derivate partiale, Probabilitati, Statistica
si, in final, Aritmetici si teoria numerelor.

Autorul se achita perfect de sarcina dificilda asumata si, pe parcursul a circa 360 de pagini,
in 32 de capitole, reugeste si cuprinda, in mod echilibrat, materiile mentionate.

Fiecare capitol incepe cu cate un breviar teoretic si este urmat de cate un set de probleme
legate de teoria prezentatd anterior. Este remarcabild acuratetea si concizia lucrarii, cat si gradarea
judicioasd a problemelor, ceea ce face studiul foarte abordabil gi de cédtre studentii care doresc si
apeleze si la ajutorul cuvantului scris, in afara orelor de curs sau de seminar. Numeroase probleme
au rezolviri complete, aga incat, dupi studierea acestora, abordarea celor fird solutii si fie mai
accesibila.

La elaborarea lucrarii, autorul a consultat o bibliografie, cuprinzand 75 de titluri din lite-
ratura matematicid roméaneasci gi striina.

Prezentarea graficd este foarte ingrijita.

Pentru toate calitdtile sale didactice, cat si pentru inaltul sdu grad de utilitate, recomandam
lucrarea cu caldura.

Andrei Vernescu
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VASILE POPA, Algebra liniara — matrici gi determinanti — pentru elevi,
studenti si concursuri, Editura MEDIAMIRA, Cluj, 2007,

O noud carte de Algebra liniard isi face aparitia. Ea se inscrie in linia cartii lui Gh. Andrei,
C. Caragea, Gh. Bordea din 1993 precum si a cartii lui L. Lupas, A. Lupas si colectiv, din 1996
si 2001, avand ca obiectiv tratarea detaliatd a problematicii de Algebra de clasa a XI-a, orientatd,
aga cum o aratd titlul, si citre concursuri.

Cartea contine urmitoarele patru capitole:

1. Matrice de ordin 2 si aplicatii;

2. Matrice. Determinanti. Transformiri elementare;

3. Determinanti speciali;

4. Valori proprii. Polinom caracteristic. Teorema Cayley-Hamilton
si contine circa 250 de pagini. Fiecare capitol se compune din trei parti: probleme teoretice,
probleme rezolvate si probleme propuse. Citdm din introducere: ,,Problemele propuse au in general
o problemd geamini in problemele rezolvate si sunt rezolvate complet la sfargitul capitolului.

Asa cum este conceputd si prezentatd, lucrarea este de real folos elevilor, pentru studiu, este
scrisd didactic, cu toate detaliile necesare, aga incit rezolvarea problemelor si nu se mai prezinte
ca fiind un demers excesiv de dificil.

Prezentarea graficd este foarte bund, suficient de ,aerisita“.

O recomanddam cu cédldura.

Andrei Vernescu

POSTA REDACTIEI

Laurentiu Modan — Academia de Studii Economice din Bucuresti. Am primit materialul
dumneavoastrd intitulat ,Profesorul Constantin Corduneanu — o viatid dedicatd matematicii”’; de
asemenea si cele doud probleme propuse. Colegiul Redactional va hotdri asupra oportunitatii
publicérii lor.

Tanase Negoi — comuna Traian, jud. Teleorman. La redactie ne-au parvenit, din partea
dumneavoastrid, urméitoarele materiale: ,, Asupra unei teoreme a lui Fermat®, ,Monotonia sirului
lui Traian Lalescu, ,,Asupra unor giruri speciale“. Vom vedea in ce masura vreuna din aceste note
este publicabilid. V& rugdm ca, pe viitor, si nu ne mai expediati materiale decat intr-o form3 finita
(care considerati ci poate fi publicatd nemodificat); in caz contrar, nu vom lua in consideratie
corespondenta primitd de la dumneavoastra.

Mihai Miculita - scoala Oltea Doamna din Oradea, Marius Olteanu — S. C. Hidrocon-
structia S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-Superior din Ramnicu-Valcea. Articolul dumneavoastri
intitulat ,Rafindri ale unor inegalitdti in tetraedru“ a primit aviz favorabil si va fi publicat — cel
mai probabil — intr-unul din numerele pe anul viitor ale revistei.

Mihaly Bencze — str. Hirmanului, nr. 6, Sicele, jud. Brasov. Am primit cele doud
probleme propuse de dumneavoastrd. Le vom supune atentiei Colegiului Redactional.

Szasz Roébert — Str. Rovinari, bl. 32/B114, Targu Mures. Problemele propuse expediate
de dumneavoastra se afld in atentia Colegiului Redactional.

Gheorghe Sz61l6sy — str. Avram lancu, nr. 28 E, 435500 Sighetu Marmatiei. Am primit
problema propusa pe care ati expediat-o la Redactie. O vom supune atentiei Colegiului Redactional.

Adrian Reisner — Centrul de calcul E. N. S. T. din Paris, Franta. Articolele trimise
intitulate respectiv ,Distanta dintre doi proiectori ortogonali“, respectiv ,Raza numericd a unui
endomorfism: W(T) =sup{l <, Tz > 1, ||z|| = 1} si extinderi algebrice* vor fi studiate de Colegiul
Redactional care va decide asupra oportunitdtii publicarii lor.

A. L. Agore si Gh. Militaru - Facultatea de Matematicd si Informaticd a Universitatii
din Bucuresti. Articolul dumneavoastrd cu titlul ,Jocul cu numere si axiome: sisteme Peano-
Dedekind“ se afld, in prezent, la referenti. Colegiul Redactional va decide asupra oportunitatii
publicérii lui.

Laurentiu Modan, Facultatea de Matematicd-Informaticd a Universitatii Spiru Haret din
Bucuresti. Am primit articolul dumneavoastrs intitulat ,,Starea actualid a invitidméantului superior
romanesc”. Va fi predat spre studiu Colegiului Redactional.

Marius Olteanu — — S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala , Olt-Superior* din
Ramnicu-Valcea. Am primit problema de geometrie propusi. O vom supune atentiei Colegiului
Redactional.
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Gabriel Dospinescu — Ecole Normale Supérieure Paris si Marian Tetiva — Colegiul
National Rosca Codreanu din Barlad. Nota matematicd cu titlul ,How many disjoint subsets with
a given sum of elements can {1,...,n} have? se afli in atentia Colegiului Redactional.

Dan Schwarz — Materialul dumneavoastra intitulat ,,I. M. C. 2007, Blagoevgrad, Bulgaria®“

va fi inserat in unul din numerele pe anul viitor al revistei.

ERATA

Dan Radu

1. In G.M.-A nr. 3/2007, la articolul ,,Asupra unei clase de giruri ¢ de Adrian Stroe:
1. la pag. 203, randul 6 de sus, in loc de z, € (n,n + 1) se va citi z, € [n,n + 1];

2. la pag. 218, randul 11 de jos, in loc de y, = -
1

1
Yn = — + ...+ — —Inzy,;

X1 In
3. la pag. 222, randul 8 de sus, in loc de [3] se va citi [7];
4. la pag. 222, randul 9 de sus, in loc de [7] se va citi [6];

+ ...+ — se va citi

n

5. la pag. 226, randul 1 de jos, in loc de * * * se va citi D. M. Batinetu-Giurgiu,

Ponderea unor giruri.

Redactia
TABLA DE MATERII
Vol. XXV (CIV) 2007
I. Articole stiintifice si de informare stiintifica, articole metodice
1. Nicolae Anghel Asupra structurii grupurilor abeliene finite.................. 2121
2. Eugenia Duca Generalizari ale notiunii de punct de optim:
Dorel I. Duca Puncte eficiente; puncte slab eficiente si puncte ideale ...... 1 23
3. Eugenia Duca Caracterizari ale punctelor eficiente, slab eficiente gi ideale
Dorel I. Duca ale functiilor derivabile............ ..o o oo 4 259
4. Nathaniel Hall Angle Bisectors in a Triangle: A problem Solving
Bogdan Suceava Approach. ... 2111
Kim Uyen Truong
5. Dorin O metoda a lui Liouville de demonstrare a inegalitatilor. . ... 1 17
Marghidanu
6. Cristinel Mortici Cateva probleme cu siruri fard epsilon ...................... 1 34
7. Liviu I. Nicolaescu Metoda functiilor generatoare (I) ........................... 2 85
8. Liviu I. Nicolaescu Metoda functiilor generatoare (IT)........................... 3 159
9. Eugen Paltanea Asupra aproximairii functiilor trigonometrice ................ 1 1
10 Sorin Pugpana O generalizare a teoremelor Stolz - Cesaro .................. 4 268
11. Marian Tetiva Despre formula lui Taylor si calculul unor limite ............ 3194
12. Andrei Vernescu Constante de tip Euler generalizate ......................... 1 11
13. Andrei Vernescu Une nouvelle inégalité qui simplifie essentiellement la
démonstration de la formule de Stirling ..................... 2 107
14. Andrei Vernescu Aproximarea polinomiald uniformi a functiilor continue [1].. 4 279
II. Examene si concursuri
1. Eugen Paltanea Examenul pentru obtinerea gradului didactic IT — sesiunea
E. Stoica august 2006 — Universitatea Transilvania din Bragov........ 2125
2. % k% Concursul pentru ocuparea posturilor didactice vacante in
invatdmantul preuniversitar, 16 iulie 2006, Proba scrisi la
matematici, proba scrisi la informaticd..................... 4 283
III. Puncte de vedere
1. D. Branzei Locul geometriei analitice ............... ... ..o 3213
2. M. Tena Cum e mai bine? ... .. 4 287
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3. % % %

Scrisoare deschisad cdtre Ministerul Educatiei, Cercetarii

IV. Sugestii pentru cursurile optionale

1. Dorin Humita
Marita Mirulescu
V. Note matematice
1. Gh. Costovici
2. D. Marghidanu

3. A. Reisner
4. A. Reisner
5. A. Stroe
V1. Note metodice
1. N. Stanciu

VII. Istoria matematicii

1. I. Chitescu

2. M. Costachescu

3. C. P. Niculescu,
A. Vernescu

si Tineretului ........ .o 4 290
Matematica azi. Curs optional la clasa a VI-a............... 1 41
Unele serii divergente.................oooiiiiiiii i, 1 45
Identitdti si inegalitdti deduse dintr-o identitate
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