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Abstract

We explore the axioms of incidence, order and congruence in the context of neu-
tral (or, as it is called sometimes, absolute) geometry, following Hilbert’s axiomatic
system. We present the material in a self-contained form, emphasizing on pure geo-
metric concepts and ideas. We carefully investigate the importance and the minima-
lity of each group of axioms which lead to the construction of neutral geometry. This
paper approaches the foundations of geometry from an educational viewpoint and
is intended to meet the interest of readers who would like to explore the axiomatic
method and in particular Hilbert’s axiomatic system.
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1. Introduction

Recently, Springer-Verlag published David Hilbert’s original notes on Foun-
dations of Geometry [19]. The volume invites the reader to revisit and reflect on
many interesting themes that were in the center of attention of mathematical world
at the end of the XIX-th century. Some of these ideas are valuable for their poten-
tial for undergraduate research in the current curriculum in many North American
Universities. The present article is an exploration that invites the reader to revise
from an educational viewpoint the original David Hilbert’s ideas.

Hilbert’s axiomatic system is already incorporated in a well-known text writ-
ten by M. J. Greenberg [15]. However, Greenberg presents only three incidence
axioms (one of the versions of Hilbert’s system has eight). For educational pur-
poses, we would like to understand why these axioms are important. Furthermore,
by discussing precisely these axioms, we face a more important question: what is
actually the axiomatic method? Why is it important? Why is it ,,important to sepa-
rate the purely geometric ideas from the numerical ideas, as Greenberg writes (see
[15], p. xii) ?

We start our discussion by a historical presentation. Since first stated,
Hilbert’s axiomatic system was subject to many comments, critical views or educa-
tional developments. While Hélder and Sommer have accepted that Hilbert’s 1899



axiomatic system consists of independent axioms (no one of the axioms is logically
deducible from the remaining axioms), Schur claimed that three of the axioms are
consequences of eight other axioms [27]. Schur’s critical standpoint has been proved
as incorrect by E. H. Moore [27], while some other redundancies have been men-
tioned in the same reference. Since the original discussion of the 1899 version of his
axiomatic system, Hilbert updated twice his axiomatic system [19]. In 1904, Veblen
writes that he regards his own research [50] as a continuation of the work of Pasch
and Peano, rather than the one of Hilbert and Pieri. A few years later, R. L. Moore
[28] proved that several of Veblen’s axioms depend on the others. Three decades
later, Barbilian (who took classes with Hilbert) comments in his notes that Hilbert
does not tell us how he obtained his axioms, implying that the original axiomatic
system was a long trial and error evolution.

Hilbert’s viewpoint on foundations is not the only one available for educational
purposes. One can present the axiomatic method by using the ruler-and-protractor
postulates that are currently used in high school texts. There is also an excellent
recent college textbook studying this viewpoint [51].

Birkhoff’s influential article [2] starts by reminding several other attempts to
present the axiomatic method in its simpler and most accessible form. Birkhoff’s
viewpoint has been further simplified by MacLane in 1959 [23] to better serve the
needs of high school curriculum. However, all these viewpoints on Foundations of Ge-
ometry represent semi-formalized axiomatic systems. They incorporate the number
system in the foundations of geometry, when this is not mathematically necessary. A
motivated undergraduate student may want to know also more about Hilbert’s ori-
ginal ideas and program. Actually, if we wish that our students experience a higher
degree of generality and abstract content, then shouldn’t we discuss the topic in its
most general framework, that is pursuing Hilbert’s terms in their utmost generality?
Shouldn’t we look for a version of Hilbert’s axiomatic system with axioms stated in
their ,weakest” form? Here there is a wide potential for undergraduate research and
further explorations. This is the idea that motivates the present study.

While preparing our work, we have revised many seminal contributions and
viewpoints (see e.g. [2, 3, 4, 6, 13, 14, 20, 21, 23, 24, 26, 30, 33, 34, 35, 54]) and we
recommend them to the interested reader. However, the present material aims to be
self-contained and no other reading is assumed to be necessary.

The North-American reader is familiar with Hilbert’s axiomatic system mainly
through Townsend’s classical translation [18]. That’s why we have constantly re-
ferred throughout the text to this reference. In our approach, the axioms of order
are different than Hilbert’s original group of axioms of order, and we follow along the
lines of the presentation suggested by Adler’s notes to Hilbert’s viewpoint from the
summer of 1902 (see Michael Hallett interesting presentation in [19], pp. 532-539
and Hilbert’s notes [19], pp. 543-552). The axioms of equality are written in their
weakest form and symmetry and transitivity are proved as consequences. More
precisely, our exploration shows that some of Hilbert’s axioms from 1899 can be
weakened. Part of the original 1899 axiom I is our Theorem 5, while Hilbert’s 1899
axiom II3 is Theorem 8 below. Also, Hilbert’s axiom I14 is obtained from Moore’s
theorems from section 3.2. The first axiom of congruence in [18] is proved in Theo-
rem 22, by using weakened forms of the axioms of equality Eq; — E5. Furthermore,



the weakened form of the axioms of equality E; — E5 yield the SSS congruence case
in Theorem 30, which implies that the congruence of triangles and congruence of
angles are relations of equivalence. These facts are obtained in the conclusion of the
present work, in Corollaries 2 and 3.

The key idea of the axiomatic method is that any mathematical theory is built
from a set of primary objects, which do not require definitions, together with a set
of axioms. The theory is built as a collection of mathematically rigorous statements
deduced from the axioms and using the axioms. The collection of primary objects
of the geometry are the following, inherited from set theory. The objects of the first
collection are called points, and they are denoted by capital letters A, B,C, ... The
second collection contains the lines, denoted by [,1’,... The third collection contains
the planes, denoted by Greek letters «, 3,7, ... Finally, the last collection contains
only one element called the space, denoted by S.

For reasons of space, we limit our exploration to the first three groups of
axioms, covering Incidence, Order and Congruence. The properties that can be
proved in this axiomatic framework generate the so-called Hilbert’s neutral plane
without continuity, since no Continuity Axiom is assumed. With this preparation,
we are ready to study this viewpoint and see how this geometric space and its objects
could be presented today.

2. Exploring Axioms of Incidence

2.1. Axioms of incidence

The first two axioms establish the existence and uniqueness of a line that is
incident to two given distinct points.

Axiom I;. For any two distinct points A and B there exists a line | which
is incident with both A and B, i.e. A€l and B € 1.

Axiom I,. For any two distinct points A and B there is at most one line [
which is incident with both A and B, i.e. A€l and B € 1.

Put together, these axioms lead obviously to the following.

Proposition 1. For any two distinct points A and B there is an unique line
l such that A€l and B €.

The unique line [ of the previous theorem is often denoted by AB, indicating
that it is the line that passes through the points A and B.

Axiom I3. There exist at least two distinct points on any line. Moreover,
there exist at least three distinct points which are not on the same line.

In view of the axiom I3, it seems useful to be able to distinguish points which
are on a line from points which do not belong to the same line, therefore we introduce
the following notion.

Definition 1. Any number of points are called collinear if there is a line
which is incident to all of them. Otherwise, they are called non-collinear.

For example, axiom I; asserts that every two distinct points are collinear,
and axiom I3 guarantees the existence of at least three non-collinear points in any
geometry. The next two axioms establish the relationship between points and planes.

Axiom 14. For any three arbitrary non-collinear distinct points A, B and C,
there exists a plane « which contains A, B and C.

In general, such a plane is denoted by o = (ABC). Remark that, in any
geometry, axioms I3 and I guarantee the existence of at least three non-collinear



points, therefore the existence of at least one plane that contains them. Similar to
axiom I in the context of points and lines, we introduce the following axiom, which
guarantees the uniqueness of the plane which contains three given non-collinear
points.

Axiom I5. For any three non-collinear points A, B and C, there exists at
most one plane « which contains A, B and C.

In a similar fashion, one can easily prove the following.

Proposition 2. For any three non-collinear points A, B and C there is an
unique plane o which contains A, B and C.

The following axiom establishes the relationship among points on a given line
and a plane containing that line. This axiom plays a crucial role once we construct
geometries with more number of points and lines.

Axiom Ig. If two points A and B, which determine the line [, lie in the plane
«, then every point of the line [ lies in the plane a.

In this case, we write | C « (regarded as a subset of points). The following
axiom states that the minimum number of points in an intersection of two planes is
two.

Axiom I;. If two planes o and 8 have a common point A, then they have
another common point B distinct from A.

An immediate consequence of axioms I; and Ig is that if the planes o and
contain the two distinct points A and B, then they contain the whole line [ = AB,
and we write « N 5 = {l}, again as an equality of sets of points.

The last axiom of incidence states the minimum number of points in the space
of any geometry.

Axiom Ig. There exist at least four points which do not belong to the same
plane.

In the view of this last axiom Ig, we give the following.

Definition 3. Any number of points are called coplanar if there is a plane
which passes through all of them. Otherwise, they are called non-coplanar.

Example 1. Azioms 1;-Ig give rise to a simple model of a space created only
with 4 points, 6 lines and 4 planes.

The model described above can be written as follows. The distinct points are
A, B, C, D, and the six lines are given by the following sets of points:
lap = {A, B}, lac = {A,C}, lpc = {B,C}, lpp = {B,D}, lcp = {C,D}, and
lap = {A,D}. The four planes are (ABC) = {A,B,C}, (ABD) = {A, B, D},
(ACD) ={A,C, D}, (BCD) = {B,C, D}, and the space is (ABCD).

2.2. First theorems

We study below some immediate consequences of the group of eight axioms
of incidence I;-Ig. Notice that the results we prove below make sense even when
applied to the simple model described above.

Theorem 1. Two distinct lines have at most one common point.

Proof. Let [y, I3 two distinct lines. We distinguish the following two cases.

If iy N> = 0, then they have no point in common, therefore the conclusion of
the theorem is true.

If iy Ny # 0, then let A € Iy Nl a point in their intersection. Let us assume,
by contradiction, that there is another point B € [y Ny, B # A. In particular,



A, B € |y, therefore [y = AB (axiom I;). Similarly, A, B € Iy, therefore o = AB.
Proposition 1 says then that AB = [; = I3, in contradiction with the hypothesis that
ly # ls. Therefore, our assumption on the existence of a different point B € [ Ny
is false. In conclusion, A is the only common point of the two lines /; and I>. B
The previous theorem motivates the following
Definition 3. Two distinct lines that intersect in exactly one point are called
secant lines.

Figure 1: Two secant lines determine an unique plane

Theorem 2. Two secant lines determine an unique plane.

Proof. Let l; and l; be two secant lines. Theorem 1 asserts that there is
an unique point O in their intersection, i.e. O € [; Nly. Then there exists a point
A+# 0O, A €ly (axiom I3), and similarly, a point B # O, B € ls. Moreover A # B,
via theorem 1.

But O €1y and A € Iy, so OA = [; (proposition 1). An analogous reasoning
gives OB = ly. Now, applying proposition 2 for the non-collinear distinct points
0O, A and B, we deduce the existence and the uniqueness of the plane o = (OAB).
Moreover, the plane « contains the lines OA =1; and OB =[5 (axiom Is). B

Theorem 3. A linel and a point O ¢ | determine an unique plane.

Figure 2: A plane determined by a line [ and an exterior point O

Proof. Let O be a point and [ a line such that O ¢ I. Then there exist
two points A # B, such that A, B € | (axiom I3), and via proposition 1, we have
AB =1. But O ¢ [, so O, A and B are distinct non-collinear points, and proposition
2 asserts that there is an unique plane a« = (OAB), which contains O and [ = AB
(axiom I). Therefore [ and O uniquely determine the plane «. B

Theorem 4. Two distinct planes either they have no common point, or they
have exactly one line in common.

Proof. Let us assume that two planes o and § have a non-empty intersection,
so they have at least a point in common, say A. Then axiom I; affirms that they
must have another common point B, and proposition 1 asserts that the two distinct
points A and B determine an unique line [ = AB. Via axiom Ig, every point on the
line [ is in both planes, so [ C a N .

Now, if we assume, by contradiction, that there is another point C' € a N g,
distinct from both A and B, and C ¢ [, then axiom I5 would confirm that the two
planes o and 8 would coincide, in contradiction with the hypothesis. B

We are ready to prove Theorem 5. This fact was in Hilbert’s 1899 version of
his axiomatic system part of his original axiom I (see [18], p.5). Thus, we point
out that this part of the 1899 axiomatic system can be relaxed as one can see here.

Theorem 5. Every plane contains at least three distinct points.

Figure 3: A plane contains at least three points: A, D, F



Figure 4: Spatial Desargues’ theorem

Proof. Let o be our plane. Since o # (), then it contains at least one point
A. Moreover, there exists a different point B ¢ « (axiom Ig), and so they determine
an unique line | = AB (proposition 1).

Axiom Iy asserts that there exists a different point C' ¢ [. From proposition
2 the points A, B, C determine an unique plane, say 8 = (ABC). Then A € 8N a,
so there exists another point D € SN, D # A (axiom I7). In particular, D € a,
and = (ABD).

We repeat the reasoning above for the plane g: there is a point E ¢ § (axiom
Is), so the points A, B, E determine a plane ~y (proposition 1). Then A € yNa, so
there exists another point F' € yNa, F # A (axiom I;). In particular, F' € «, and
v = (ABF).

Notice that D # F, otherwise, § = (ABD) = (ABF) = ~, which is a
contradiction with the fact that £ € v but E ¢ 8. In conclusion, we obtained three
distinct points A, D, F' contained in the plane . B

2.3. Desargues theorem

The following theorem is attributed to Desargues (see e.g. [11], pp. 70-72).
What is really interesting to point out is that all we need to prove it are the Axioms
of Incidence.

Theorem 6. [Desargues| Consider two triples of noncollinear points in space
A, B, C and A’, B', C’, dll siz of them distinct two by two. Suppose that the
lines AA’, BB’ and CC’ have a common point Q and that the intersection points
{M}=ABNA'B', {N} =BCNB'C' and {P} = CANC'A’ exist. Then the points
M, N, P are collinear.

Proof. Let a be the plane determined by the points A, B and C (axiom 1),
and let § be the plane determined by A’, B’ and C’ (axiom 1,).

Because A and B are points in the plane « then the line AB is included in «,
i.e. AB C « (axiom Ig). Analogously, A’B’ C 5. But if ABN A’B’ = {M}, then it
follows that M € a N B. Similarly, N € an g and P € a N (. But the intersection
of the two planes a and 3 is a line (axiom I7), therefore, M, N and P are collinear
points. W

3. Axioms of order
The axioms of order deal with the undefined relation of betweenness, i.e. of a
point lying between two other points.

3.1. Introducing the axioms of order

The axioms of order are formulated as follows.

Axiom O;. If a point B is between A and C, then A, B, C are three distinct
collinear points on a line l, and B is between C' and A.

Note here that the usual Euclidean picture of a point being “to the left” or
“to the right” of other points is misleading (see figure 5); the line [ has no prede-
fined “orientation”. The only correct concept of order among points is defined to be
“between”.



Figure 5: The point B is between A and C'

Figure 6: There is a point M is between A and B

Axiom Os. For every pair of distinct points A and B, there is at least
another distinct point C such that B is between A and C.

An immediate consequence of axiom Oy, combined with axiom I3, is that a
line contains at least three points. The axiom can be applied again for the pair
{4, C}, so there exists another point D such that C is between A and D, etc.

Axiom Ojs. Given three arbitrary points on a line, at most one of them is
between the other two.

Notice that the axiom Qs does not guarantee the existence of a point B
between two given ones A and C. This will be proven below in theorem 7. Ne-
vertheless, if we assume that there exists B between A and C, then the axiom Oj
guarantees that A cannot be between B and C, and C cannot be between A and B.
Theorem 8 will clarify the situation of three given points on a line.

Axiom O, (Pasch). Let A, B, C be three non-collinear points, and l a line
situated in the plane (ABC) which does not pass through any of the points A, B,
C. If the line | contains a point which is between A and B, then the line | contains
either a point between A and C or a point between B and C.

We denote by ABC when B is on the line AC and B is between A and C,
and we will refer to it as the order ABC. Note that by axiom O,, the order ABC
is the same as the order C BA.

An immediate consequence of the axioms of order is the following

Theorem 7. Given two points A and B on a line [, there is a point M € 1
such that we have the order AM B.

Proof. There exists a point C not on the line AB (axiom I3). Then there
exists a point D (see figure 6) such that we have the order ACD (axiom Os).
Similarly, there exists the point F with respect to the order DBE (axiom Oy).
Then we apply axiom Oy for the points C, D, E and the line AB, so there exists a
point M on the line AB such that we have order AMB. B

The previous theorem suggest the following

Definition 4. The set of points M on the line AB with the property that M
is between A and B is called a segment, and it is denoted by [AB]. Formally we can
write

[AB] = {M € AB|AMB} U {A, B}

The interior of the segment [AB] is defined to be the set [AB] — {A, B}.

Note that the segment [AB], seen as a set of points, is equal to the segment
[BA]. Moreover, the order AM B is equivalent to M € [AB]—{A, B}, so the theorem
7 can be reformulated as follows: the interior of every segment is non-empty. We
have also [AA] = {A}. Moreover, we can define now one of the most important
object of any geometry: the triangle.



Definition 5. A configuration of three distinct non-collinear points A, B, C
is called a triangle, and it is denoted by AABC. Moreover, the points A, B, C are
called the vertices of the triangle, and the segments determined by each pair of two
vertices are called the sides of the triangle.

The next theorem guarantees the existence and uniqueness of ordering three
collinear points. This theorem is important for another reason. In Hilbert’s 1899
axiomatic system (see [18], p.6) this property was axiom II3. By proving it, the
present, exploration shows how the original axiomatic standpoint can be weakened.

Theorem 8. Let A, B, C three points on a line . Then one and only one
of the orders ABC, ACB or BAC occurs.

Proof. We assume that we have neither the order AC'B, nor the order BAC,
and we prove that we must have the order ABC'. In our Euclidean intuition, we will
prove that if B is not “to the left” of A and not “to the right” of C, then it must be
between A and C.

Figure 7: Uniqueness of order on a line

There exists a point D ¢ AC (axiom Is). Then there exists a point F € DB
with the order EDB (axiom Os). Looking at the triangle ABEC and the secant line
AD, then there is a point F' at the intersection of AD and EC, such that we have the
order EFC (axiom Oy). In the same way, there exists the point {G} = CD N AE,
such that we have the order AGE (see figure 7).

The line CG is a secant line for the triangle AAEF, as we have the order
ADF. Moreover, considering the triangle AAFC and the secant line DE, it follows
the order ABC. R

The following theorems establish incidence relations between a line and a
triangle. Historically they are attributed to Moritz Pasch, whose influential works
(see for example [31, 32]) have been one century ago in the center of attention of
many authors interested in foundations of geometry.

Theorem 9. If a line | does not intersect two sides of a triangle AABC,
then it cannot intersect the third one, either.

Proof. Without loss of generality, we can assume [ does not intersect nei-
ther AC nor BC. By contradiction, let us assume [ intersects AB, so [ contains
a point between A and B. Then the axiom O, affirms that [ must contain either
a point between A and C, or a point between B and C, in contradiction with the
hypothesis. B

Theorem 10. If a line | intersects two sides of a triangle AABC, then it
cannot intersect the third one.

Proof. Let us assume, by contradiction, that the line ! intersects all sides
BC, AC, and AB of the triangle AABC in respectively D, E, and F. We can
assume the order FF'D on the line [ (see figure 8). Let us consider the triangle
ACDEFE and the secant line AB, which intersects DFE in F.

It follows that AB intersects either DC or EC (axiom Qy). In either case, it
follows that AB intersects either AC' or BC, respectively, in two points, which means




Figure 8: By contradiction, [ intersects all sides of AABC

that either AB = BC or AB = AC (axiom I5), contradiction with the assumption
that AABC is a triangle. B

3.2. Quadruples of collinear points

The most important result in this section is Theorem 15. Its proof relies on
a sequence of theorems generally attributed to E. H. Moore [27]. The role of these
theorems is to complete the discussion of order properties in a context that does not
include the real numbers.

Let us consider A, B, C, D four collinear points on a line [.

Theorem 11. [Moore] If A, B, C, D are four points on a line |, and we
have the orders ABC and BCD, then it follows the orders ACD and ABD.

Figure 9: Moore’s first theorem

Proof. If we have the orders ABC and BCD, then A,B,C and D are
collinear points. Let [ be the line containing them. From axiom I3 it follows that
there exists a point P ¢ [. Then there is a point @ such that we have the order
BPQ (axiom Os).

From proposition 1 it follows that the lines CQ and DP are distinct. From
the order BC'D, we look now at the triangle ABPD and the secant line C'Q. Then
there exists the point {R} = DPNCQ (axiom Oy), with the order DRP. Consider
now the triangle ABC(Q and the secant line AP. Axiom O, asserts that there is a
point {S} = AP N CQ, with the order QSC.

Let us look now at the triangle AASC and the secant line BQ) (here we use
the order ABC), thus there exists a point {P} = AS N BQ, with the order APS
(axiom Oy).

Considering now the triangle ADP with the secant line C'Q), we obtain the
order AC'D (axiom Oy).

Therefore, from the orders ABC and BC D we obtained the order ACD. Now
let us replace A by D and B by C in the proof above. The order ABC becomes
DCB, which means we have the order BC'D. Moreover, the order BC'D becomes
CBA, which means we have the order ABC. That means that from the previous
orders ABC and BCD we also obtain the desired order ABD. B

The following theorem has a similar proof.

Theorem 12. [Moore| If A, B, C, D are four points on a line |, and we
have the orders ACD and ABC, then it follows the orders BCD and ABD.

The last theorem of Moore about quadruples of points on a line is the follow-

ing.

Theorem 13. [Moore| Let A, B, C, D be four points on a line l. Then the
orders ACD and BCD exclude the order AC'B.

Proof. There exist the points P ¢ [ (axiom I3) and @, such that we have the
order DPQ (axiom Os). From axiom Oy for the triangle AADP with the secant
line QC we deduce the existence of a point R with the order ARP.

Figure 10: Moore’s third theorem



Similarly, for the triangle ABPD with the secant line QC, it follows the
existence of a point S with the order BSP. Consider now the triangle AABP with
the secant line C'Q. It follows that C' ¢ [AB]. Therefore, from the order BCD, it
follows the order ABC, thus we cannot have the order ACB. R

Immediate consequences of Moore’s theorems are the following results about
the interior of segments.

Theorem 14. There are a (countable) infinite number of points between two
distinct points on a line.

Proof. Let A,B € l. Theorem 7 says that there is a point C € [AB] such
that we have the order AC'B. Similarly, there exist a point D € [C'B]. Therefore we
have the orders ACB and CBD, and theorem 12 assures that D € [AB]. Obviously,
we can continue this argument indefinitely. B

On the same lines, the following theorem establishes the relationship between
the interiors of two segments, one of which is included in the second one.

Theorem 15. If the points C' and D are between A and B, and a point M
is between C and D, then M is between A and B.

Proof. The hypothesis gives us the orders ACB, ADB, and CMD. Let us
assume the order AC'D. Note here that the order CAD cannot occur (theorem 13).

From the orders ACD and CMD it follows the order AMD (theorem 12),
thus M € [AD]. Using the same argument, from the orders AMD and ADB it
follows the order AM B, so M € [AB]. &

3.3. Half-lines

In what follows, we introduce the notion of half-lines . Let O be a fixed point
on a line [ and let A, B € | be two points such that we have the order OAB. Then
we call A and B to be on the same side of the point O. This defines a binary relation
on the set of points of [.

Theorem 16. The binary relation defined above is an equivalence relation
on the set of points of a line [.

Proof. Reflexivity is obviously true, as for A = B, we have clearly the order
OAA. The symmetry follows from the fact that the order OAB is the same as the
order BAO (axiom Oy). For the transitivity, we apply Moore’s theorem 12: if we
have OAB and OBC, then it follows the order OAC. R

In this context, we can define a half-line as follows.

Definition 6. The equivalence class of a point on a line | with respect to a
fized point O € 1 is called the half-line with vertex (origin) O.

Remark that the definition of a half-line is not necessarily bounded to Moore’s
theorems. An equivalent formulation would be as follows: given a pair of points A
and B, the half-line starting at A and pointing in the direction of B consists of all
points P so that we have either the order ABP, or the order APB. A half-line AB
is often called a ray emanated from A towards B.

Theorem 17. Let O and A be two points on a line . The set of points A’ € 1
such that we have the order A’OA forms a half-line with origin O.

Proof. Let A’ be an arbitrary point such that A’OA. Let B be a represen-
tative of the equivalence class defined by A with respect to O, i.e. A and B are on
the same side of O. Thus we have the order OAB. Let B’ € [ such that we have the
order B'OB. From the orders BAO and B’OB it follows the order AOB’. But the

10



orders A’OA and B'OA exclude the order A’OB’ (Moore’s theorem 13). Therefore
the points A’ and B’ are on the same side of O, which proves the conclusion of the
theorem. W

The theorem above affirms that a point O on a line [ divides the line in two
half-lines. For any point A # O, we denote one half-line by (OA, and the other
half-line by (OA’, also called the complementary half-line of (OA.

Figure 11: Two complementary half-lines

Remark 1. The set of points of a half-line is a total ordered set. Indeed, for
two points A and B on a half-line, we have either A coincides with B, of we have
one of the orders OAB or OBA (theorem 8). If we have the order OAB, we say A
precedes B. Therefore, in view of this total ordering, for any two distinct points A
and B on a half-line, either A precedes B or B precedes A.

In view of this remark, we can arrange any finite set of points on a line [ in the
order of their precedence. Moreover, if we denote the ordered points by Ay, 4o, ...,
then for any ¢ < j < k we have the order A;A;Aj. This proves the following:

Theorem 18. There is an order preserving, one-to-one correspondence be-
tween any set of n points on a line | and the set of natural numbers {1,2,... ,n}.

3.4. Half-planes

Similarly as in the case of half-lines, one can introduce the following binary
relation of the set of points in a plane.

Definition 7. Ifl is a line in a plane m and A, B are two points in ™ such
that [AB] N1 = (), then we say that the points A and B are on the same side of the
plane © with respect to the line . This defines a binary relation on the set of points
of the plane .

As before, we prove the following;:

Theorem 19. The binary relation defined above is an equivalence relation.

Proof. Reflexivity and symmetry are obviously true. We have to prove the
transitivity of this relation. Let A, B and B, C on the same side of the plane 7 with
respect to the line [. If follows that the intersections of | with [AB], respectively
[BC], are empty. From theorem 9 it follows that [ N [AC] = 0, so the points A, C
are on the same side of the plane with respect to the line /. B

In view of the theorem above, we give the following:

Definition 8. Let | be a fized line in a plane © and a point A € w — .
The equivalence class of A with respect to the line | is defined to be the half-plane
determined by A and . The line [ is called the border of this half-plane.

Then we have the following.

Theorem 20. Let [ be a fized line, and let A ¢ I. Then the set of points
A’ with the property that the segment [AA’] intersects the line | forms a half-plane
of border [. This half-plane is called the complementary half-plane of the half-plane
determined by | and A.

Note that every line [ in a plane, divides the plane in two half-planes, both
with border [.

3.5. Angles
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Definition 9. An angle is defined to be a pair of two half-lines h and k with
the same origin O, denoted by < (hk). The point O is called the vertex of the angle,
and the half-lines h and k are called the sides of the angle.

If h = (OA and k = (OB are two half-lines defined by three non-collinear
points O, A and B (O is the vertex of the angle), then we will also denote the angle
< (hk) by <AOB.

Figure 12: An angle Z(hk) = ZAOB

Let us consider an angle < (hk) in a plane . Then there are two distinguished
half-planes: one is determined by the underlying line of the half-line i and the points
of the half-line k, and, similarly, the other one is determined by the underlying line
of the half-line k£ and the points of the half-line h.

Definition 10. We call the interior of the angle < (hk), the intersection of
the two half-planes above. The exterior of the angle < (hk) consists of all the points
in the plane which are neither in the interior, nor on the sides of the angle < (hk).

In a similar fashion, one can define the interior of a triangle as follows.

Definition 11. We call the interior of the triangle AABC, the intersection
of the interiors of its angles.

Remark 2. Let us consider n half-lines with common vertex O and assume
that there exists a line | 2 O which intersects all of them. According to theorem 18,
we can order all the intersection points (A1 A3 As, etc.). This gives us the notion of
a half-line being between two other half-lines, and implicitly an order on the set of
half-lines.

The following theorem is usually known as the crossbar theorem, or, some-
times, as the transversal theorem. In the present approach, the proof relies on axiom
Oy, Pasch’s axiom.

Theorem 21. [Crossbar Theorem]| Let <(hk) be an angle of vertex O. Let
A € h and B € k two points different than O, and T a point in the interior of the
angle < (hk). Then the half-line (OT intersects the segments [AB].

Proof. Denote by H4 the half-plane determined by OB and the point A.
Consider a point A’ on the complementary half-line of (OA, and H 4 the half-plane
determined by OB and the point A’.

Figure 13: The crossbar theorem

We apply Pasch’s axiom Oy for the triangle AAA’B and the half-line (OT,
which intersects AA’ in O. Then (OT should intersect either [AB] or [A’B]. By
contradiction, we assume it intersects [A’B] in a point denoted by L. It follows that

L e Hy. (].)
In the same time, (OT is included in the interior of < (hk). Therefore
L e (OT C Hyu. (2)

The relations (1) and (2) are contradictory. As a final remark, we can observe
that the complementary half-line of (OT, say (OT" is included in the interior of the
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opposite angle of <xAOB, say <A’OB’, therefore it cannot intersect neither [A’B|
nor [AB], because they empty intersection with the interior of <A’OB’. B

4. Axioms of congruence

We introduce below the axioms of congruence and we study their immediate
consequences. The congruence notion we introduce below is actually an equality
notion, but it is called different just to make distinction between equality of real
numbers and equality of geometric objects. The relationship between the set of real
numbers and geometry is addressed later on.

The formulation of these axioms is after A. Rosenthal [40, 41], which has con-
siderably simplified the original Hilbert’s formulation of Axiom FE,, by omitting the
symmetry and transitivity properties of the congruence of angles. These properties
can be actually proved from the axioms below (see Corollary 3).

4.1. Presenting the axioms of congruence

The following axioms introduce the concept of congruence (equality) of seg-
ments and angles. The notion of congruence is written using the special symbol =,
in order to elliminate any confusion between this geometric notion with the equality
notion from set or number theories. We will reserve the equality symbol = for when
we define the values of segments and angles.

Axiom E;. If A and B are two points on a line I, and A’ is a point on a
line ', where I’ is not necessarily distinct from l, then there exists a point B’ onl’
such that [AB] = [A'B’]. For every segment [AB] = [BA].

As we can see from the previous axiom, the congruence [AB] = [A'B’] is
provided by the ability to construct the point B’ on the line I’ with the requested
property.

Axiom E,. If [A'B'] = [AB] and [A”"B"] = [AB], then [A’B’| = [A"B"].

Note that this axiom is not the transitivity property of congruence of seg-
ments. Transitivity will be proved in theorem 22. The next axiom establishes the
additivity of the congruence of segments.

Axiom E;. Let [AB] and [BC] be two segments of a line |, without common
interior points, and let [A'B'] and [B'C’] be two segments without common interior
points on a line ', where l' is not necessarily distinct from 1. If [AB] = [A'B’] and
[BC] = [B'C'], then [AC] = [A'C"].

The next axiom defines the congruence of angles in a plane.

Axiom Ey. Let <(hk) be an angle in a plane 7, and let I be a line in a plane
', where 7' is not necessarily distinct from w. Let h' be a half-line of I, where h’
is not necessarily distinct from h. Then in one of the half-planes determined by I’,
there uniquely exists a half-line k', such that <(hk) = <(h'k’). For every angle,
I (hk) = 4 (hk) (reflezivity), and < (hk) = <% (kh) (symmetry).

As above, the congruence < (hk) = < (h'k’) is provided by the ability to con-
struct the angle < (h'k’) in one of the half-planes of 7'

The next axiom is establishing conditions for congruences of angles of tri-
angles. For an angle of a triangle AABC, say <ABC, we understand the angle
determined by the half-lines (BA and (BC.

Axiom Ej;. Let AABC and AA'B'C’ be two triangles. If [AB] = [A'B’],
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[AC]) = [A'C"], and <BAC = <B'A'C’, then
JABC = g A'B'C" and SACB=<A'C'B'.

The first two congruence axioms give the following result

Theorem 22. The congruence relation for segments is an equivalence rela-
tion.

Proof. We prove first the following statement: if we have two segments
[AB] = [A'B’], then [AB] = [B’A’]. Indeed, we have [B’A'] = [A’B’] (axiom
E;). Therefore [AB] = [A'B’] and [B’A’] = [A'B’], so, using axiom Ej, it follows
[AB] = [B'A’].

Reflexivity now follows from axiom E; ([AB] = [BA]) and, from the statement
above, it follows [AB] = [AB].

Let us prove the symmetry. We have [A’B’] = [A'B’], via the reflexivity
proved above. Moreover, if [AB] = [A’B’] it follows that [A’B’] = [AB], via
axiom Es. It is very important to notice that only from this point on, we have
the right to assert that [AB] = [C'D] is the same as [CD] = [AB].

For transitivity, let us consider [AB] = [A'B’'], and [A'B’'] = [A”B"]. But
the congruence [A’B’] = [A” B"| implies the congruence [A”B"] = [A’B’] (symme-
try). Then, from [AB] = [A’B’] and [A”B"] = [A’B’], it follows the congruence
[AB] = [A”B"] (axiom E,). B

The congruence relation, being an equivalence relation, gives rise to a partition
of the set of all segments in disjoint equivalence classes. This fact allows us to
define all segments in an equivalence class to have the same value. We denote the
value of a segment [AB] by simply AB. Note that the same notation AB is also
used for the line which passed through the points A and B. In general it is clear
from the context if we refer to the line AB or to the value of the segment [AB].
Moreover, the congruence [AB] = [C'D] can be also written as an equality of values,
AB = CD, when there is no danger of confusion between equivalence classes and
their representatives. In what follows, going back and forth between congruence of
segments (or angles) and equality of their values, technically requires one to prove
the independence of chosen representatives in a given equivalence class. For the
simplicity of geometric arguments, we will omit these technical details.

Theorem 23. Let (OA be a half-line with origin O. If C and C' are two
points on (OA such that [OC] = [OC], then the points C and C' coincide.

Proof. Without loss of generality, we can assume the order OCC". Let I be a
point which does not belong to the half line (OA (axiom Is). Then, in the triangles
AOCT and AOC'I, we have: [OC] = [OC'], [OI] = [OI] and <I0C = <I0C".

Figure 14: If OC = OC’, then C = C’

From axiom Ej it follows <OIC = 4OIC’, therefore the half lines (IC and
(IC" coincide as sets (axiom Eg). This implies (IC N (OA = (IC' N (OA, so C and
C' coincides. W

Sometimes we write C' = C’ whenever C' and C’ coincide. Let us notice that
the equal sign which expresses the coincidence is not the same as the usual symbol
= of equality of numbers.
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Note that axiom Ej guarantees the additivity of the values of segments on
same same line. Indeed, if A, B, C and A’, B’, C’ are points on the lines [ and I,
respectively, with orders ABC and A’B'C’, respectively, such that [AB] = [A'B’],
[BC] = [B'C'], then if follows directly from axiom Ej that [AC] = [A'C’]. We
can formally write the following equalities in terms of values of segments: AC =
= AB+ BC and A'C' = A’B’ + B'C".

Theorem 24. The congruence relation for segments preserves the order
relation.

Proof. Consider the points A, B, C on a line [, with the property that B
is an interior point of the segment [AC], i.e. we have the order ABC. Moreover,
let us consider the points A’, B’, C' on another line I, such that [AB] = [A'B’].
[AC] = [A'C"], and B’C’" are on the same half-line of vertex A’.

Figure 15: Congruence of segments preserves the order

If we show that B’ is interior to [A'C’], and [B'C’] = [BC], then it will follow the
order A’B’C", which is the conclusion of our theorem. Indeed, let us assume the
existence of another point C” € I’ with order A’B’C”, such that [B'C"”] = [BC].
But [A’B’] = [AB] and [B'C"] = [BC], so, by additivity, it follows [A'C"] = [AC].
But [A'C’'] = [AC], thus [A'C"] = [A'C’], and then, according to theorem 23, it
follows that C’ = C”. Thus we have the desired order A’B'C’. B

In view of the results above, one can define the difference operation among
segments. Indeed, if [AB] and [AC] are two segments on a line [, such that the have
order ABC, then the difference of the values of [AC] and [AB] is the value of the
segment [BC], respecting the additivity property AB + BC = AC. Therefore we
can write AC — AB = BC.

4.2. Congruence of triangles

Definition 12. Two triangles ANABC and ANA'B'C’ are called congruent,
and we denote by NABC = NA'B'C’, if they have congruent sides and congruent
angles, respectively.

Concretely, AABC = AA’B’C" if the following six congruences are respected:

[AB]=[A'B’], [BC]=[B'C'], [CA=][C'A],

JBAC = <B'A'C', <ABC =4A'B'C', «BCA=4B'C'A.

When there is no danger of confusion, we denote by <A the angle < BAC.

The first result about congruence of triangles is the following.

Theorem 25. If a triangle NABC' has two congruent sides, then it has two
congruent angles, too. In this case, we call the triangle ANABC to be isocelles.

Proof. Without loss of generality, we can assume [AB] = [AC]. Then the
triangles ABAC and ACAB are in the conditions of axiom Fs, thusdABC =
=JACB. 1

The next theorem is the first important congruence case of triangles.

Theorem 26. [SAS] Let AABC and AA'B'C’ be two triangles, such that
[AB] = [A'B'], [AC] = [A'C"], and <BAC = <B’'A'C’". Then AABC = ANA'B'C".
This congruence case is called Side-Angle-Side (SAS).
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Proof. Using axiom E5, we have X ABC = 4 A’B’C’' and <ACB = < A'C'B’.
The only congruence left to show is [BC| = [B’C’]. Consider a point C” on the half-
line (B’C” such that [BC] = [B'C"] (axiom E;). Consider now the triangles AABC
and AA'B'C". From [AB] = [A'B'], [BC] = [B'C"], and 4ABC = 3AB'C", it
follows from axiom Ej5 that «<BAC = <B’A’C"”. From the hypothesis, we have
<BAC = < B'A’C’". Then we have C’ and C” such that the angles <C’"A’B’ and
<C"A’B’ are congruent. Since C’ and C” are in the same half-plane with respect
to the line A’B’, it follows from axiom E, that (A’C’ and (A'C"” coincide, thus
c=c". n

The next theorem establishes the second case of triangle congruence.

Theorem 27. |[ASA| Let AABC and AA'B'C’ be two triangles, such that
[BC|=[B'C"], ¥ABC=<xA'B'C’" and <ACB=<A'C'B’. Then ANABC=AA'B'C".
This congruence case is called Angle-Side-Angle (ASA).

Proof. Let A” € (B'A’ such that [BA] = [B’A”]. Consider the trian-
gles ABAC and AB’A”C’. Axiom Ej guarantees that < BCA = < B'C'A”. Since
A’ and A” are in the same half-plane with respect to B’C’, it follows that (C'A’
and (C'A” coincide. Therefore, A’ = A”. We apply theorem 26 for the triangles
AABC and AA'B'C’, where we now have [AB] = [A'B’], [BC] = [B'C’'] and
JABC =3A'B'C'. 1

Theorem 28. [Additivity of Angles] If (ki) = (R'l'), and (Ik) = (I'k"), where
I and U' are half-lines interior to the angles < (hk) and (h'k’), then (hk) = (W'K').

Proof. Let H and K be two points such that H € h and K € k. Using
theorem 21 from the previous section, it follows that | N [HK| # 0. Let {L} =
=IN[HK]. Now take H' € h’/ and L' €l’ such that [OH] = [0’H’] and [OL]=[0'L],
and take K’ on the half-line complement to (L'H’ such that [L'K'] = [LK].

Figure 16: Additivity of angles

Notice that the congruence AOHL = AO'H'L’ (case SAS) implies [HL] = [H'L]
and SOHL = <O'H'L’'. But the segments [HL], [LK];[H'L'],[L'K’] satisfy the
conditions of axiom Egs, thus the triangles AOHK and AO’H’'K’ are congruent
(case SAS). It follows that <HOK = <H'O'K’, thus using axiom Ey4, it follows
that the half-lines (O’K’ and k' coincide. B

Corollary 1. In the same hypothesis as in Theorem 28, if < (hk) = x(R'k'),
and < (hl) = (W), then s (lk) = < (I'K').

Theorem 29. Consider the triangles NABC and ANA'BC such that A and
A" are in different half-planes with respect to the line BC. If [AB] = [A'B] and
[AC] = [A'C], then triangles AABC and AA'BC have congruent angles, respec-
tively.

Proof. Considering the segments [AA’] and [BC|, we distinguish two cases:
[AA'|N[BC] # 0 or [AA]N[BC] =0 (see Figure 17).

Figure 17: The triangles AABC and AA’BC have congruent angles

In each one of these cases, we apply Theorem 25 for the triangles AABA’,
and ANABA', respectively. The conclusion of the theorem follows then immediately
from Theorems 28 and 1. W
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Now we are in the right context to prove the following side-side-side (SSS)
congruence theorem of triangles. Note that in the proof we do not use neither the
symmetry, nor the transitivity of the equality relation for angles! These properties
are an immediate corrolary to the following theorem.

Theorem 30. [SSS] Let AABC and AA'B'C’ be two triangles, such that
[AB] = [A'B'], [BC] = [B'C’], and [CA] = [C"A']. Then AABC = NA'B'C’. This
congruence case is called Side-Side-Side (SSS).

Proof. By contradiction, we assume <ABC # s A’B’C’. Consider the half-
line (B'D’ such that [B'D’] = [AB] and <D'B'C' = <ABC. But [BC] = [B'C"],

Figure 18: The congruence case SSS

[BA] = [B'D’], and ¥ABC = < D'B'C’, thus AABC = AD'B'C’ (case SAS). It
follows that [AC] = [D'C].

Let us construct a point E’ in the complementary half-plane defined by the
line B’C" and the point A’, such that [B'E’] = [B'D’] and <E'B'C' = <C'B'D'".
It follows that AD'B'C' = AE'B'C’ (case SAS), thus [E'C’] = [D'C'] = [AC] =
= [A’C"]. Similarly, [E'B'] = [B'D'] = [AB] = [A'B/].

Then the triangles AA’B'C’ and AE'B'C" are congruent, according to the-
orem 29. Then 4 A'B'C’' = <E'B’'C’, so in the half-plane determined by B'C’
and A’ we have two distinct half-lines (B’D’ and (B’A’, such that they determine
JA'B'C' = < D'B’'C’, in contradiction with axiom E4. B

Corollary 2. The congruence relation for triangles is an equivalence relation.

Corollary 3. The congruence relation for angles is an equivalence relation.

The fact that we have proved these corollaries shows that the axioms in
Hilbert’s axiomatic system have been weakened, which was the goal of our anal-
ysis. More precisely, we have seen that part of axiom Iy from [18] can be proved
as we did in Theorem 5. We have seen that Hilbert’s 1899 axiom I3 is proved
in Theorem 8. Also, Hilbert’s axiom Il is obtained from Moore’s theorems from
section 5. Hilbert corrected this redundancy in his axiomatic system, by eliminat-
ing this axiom in his 1902 version (see [19], p.544). Another interesting result of
our analysis is that the first axiom of congruence in [18] can be actually proved in
Theorem 22. Furthermore, we have seen that the weakened form of the axioms of
equality E; — Eg are sufficient to prove the SSS congruence case in Theorem 30.

We express our hope that our presentation has met the reader’s expectations
for an exploration of Dawvid Hilbert’s framework and ideas. As M. J. Greenberg
points out in [15], p.xi, Albert Finstein stated that without this new conception of
geometry, as it was raised at the beginning of the XX-th century, he would not have
been able to develop the theory of relativity. Thus, we can say that the overall
impact of Hilbert’s work on the developments from the last century was meaningful
in many areas.
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Aproximarea polinomiald uniforma a functiilor continue [2]
DE ANDREI VERNESCU

(continuare din nr. 4/2007)

Abstract

In this introductory expository survey we present the principal problems of the
uniform polynomial approximation of the continuous functions.

Key words: Interpolation, polynomial, convergence, theorem of Weierstrass.

M.S.C.: 41A10, 41A25, 41A36, 41A50, 41A80

Partea a doua

4. Alti operatori de aproximare
Introducerea, de catre S. N. Bernstein, a polinoamelor care ii poartd astizi
numele a insemnat totodatd si introducerea unui sir de operatori (By,),, anume
operatorii B,, : C([0,1]) — C([0,1]),") definiti de egalitatea (3.1). Acesti operatori
sunt liniari, adica
B (af + Bg) = aBnf + BBny,

1) Utilizarea intervalului [0, 1] in locul unui interval oarecare [a,b] nu duce la o micsorare a
generalitdtii deoarece functia ¢ : [0,1] — [a,b], ¢(t) = (b — a)t + a, t € [0,1] constituie o bijectie
strict crescitoare, in plus, chiar de clasd C°°, intre cele doud intervale. (N.A.)
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pentru orice «, 5 € R si pentru orice f,g € C([0,1]) si pozitivi, adicd, dacd f > 0
(i.e. f(z) > 0, pentru orice z € [0,1]), atunci B,f > 0. Din liniaritate si
pozitivitate rezultd imediat gi proprietatea de monotonie: daci f < g, atunci
B, f < B,g. Polinoamele lui Bernstein au fost intens studiate; existd monografii
dedicate acestora, ca, de exemplu, cea a lui G. G. Lorentz [10], cat si articole, din
care mentiondm in special pe cele ale acad. D. D. Stancu [24], [29], cat i [4].

Dupa aparitia operatorului de aproximare al lui Bernstein, au fost definiti si
alti operatori de aproximare. Mentiondm cativa dintre cei mai important;i.

(a) Operatorii Mirakyan-Favard-Szasz. Fie k € N; notdm cu C([0, 00)) clasa

tuturor functiilor f € C([0,00)) cu proprietatea ca lim f—‘(_l’x)k exista si este finita.
Operatorii Sy, : C2(]0,00)) — C(]0, 00)):
. . (nx)* k
Sun) =y ey (%) (1)

k=0

au fost introdusi de citre G. M. Mirakyan [16] in 1941 si aprofundati apoi de J.
Favard [6] in 1944 gi O. Szdsz [31] in 1950.
(b) Operatorii lui V. A. Baskakov [2], introdusi in 1957,

Vi : C2([0, 00)) — C(]0, 0))

sunt definiti de egalitatea

Vih)@) = 5o 3 (”* . 1) (ljx) f (jj) . (42)

k=0

(c) Operatorii lui Meyer-Konig gi Zeller [15], 1960, dupa o ugoard modificare
facutd de E. W Cheney si A. Sharma [4], in 1964, sunt Z,, : B([0,1]) — C([0, 1]):

Zhw =3 ("3 amarats (). (43)

k=0

unde s-a notat cu B([0, 1]) clasa functiilor marginite pe intervalul [0, 1].

(d) Operatorii lui Cheney-Sharma [4] (numiti uneori si Bernstein-Cheney-
Sharma). Fie (t,), un gir de numere reale pozitive. Operatorii Cheney-Sharma,
G, : C([0,00)) — C([0,00)), sunt definiti de egalitatea

x :71 (™ x(x =11 -2+ (n— ety (k
(Gnf) () (1+ntn)”kz_0<k) (x+ k)" 11—z + (n = k)t,) f(n).(4.4)

e) Un operator al lui Stancu. In lucrarea [25] din 1968, utilizand repar-
titia Markov-Pdlya, acad. D. D. Stancu a definit, pe cale probabilistica, operatorii
Sy C([0,1]) — €([0,1]):

<a> n z(z+a)(z+2a) ...-(x+ (n—1a) k
Sy )z 2}() 1+0z(1+2a)._._.(1+(n_1)a)f(n>, (4.5)
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unde o > 0 (parametrul a putind depinde eventual de n). Dacd a = 0, atunci se
regasegte operatorul lui Bernstein. Deci acest operator Stancu este o generalizare a
operatorului Bernstein.

f) Alt operator al lui Stancu. O generalizare in alt sens a operatorului
Bernstein a fost datd de acad. D. D. Stancu in lucrarea [26] din 1969, anume
PE9> 1 ([0, 1]) — ([0, 1]):

(P> ) (@) =3 (3)ara-arr (225). (46)

k=0

unde 0 < a < (3. Acest operator constituie o noud generalizare a operatorului lui
Bernstein, care se regiseste pentru a = § = 0.

In lucrarea [27], acad. D. D. Stancu a efectuat o sinteza a utilizarii metodelor
probabilistice pentru construirea operatorilor de aproximare uniforma a functiilor
continue.

Ulterior, citiva operatori de aproximare au fost construiti si de alti reprezen-
tanti ai gcolii roménesti de teoria aproximarii, conduse de catre acad. D. D. Stancu.

5. Teorema Bohman-Popoviciu-Korovkin

Un moment foarte important in dezvoltarea teoriei operatorilor de aproximare
l-a constituit descoperirea de cdtre T. Popoviciu [20] in 1950 si H. Bohman [3] in
1952 a unui criteriu deosebit de util, de stabilire a convergentei uniforme

(unif)
—_

Lnf f

(n—o0)

a imaginilor unui gir de operatori L,, : C([0, 1]) — C([0, 1]) asupra unei functii oare-
care f € C([a,b]) citre functia f (altfel spus, a sirului de operatori (L, ), catre
operatorul identic). Dar T. Popoviciu nu a mai revenit asupra descoperirii din 1950,
iar aceastd problematicd a fost aprofundata de catre P. P. Korovkin [7] in 1952 si
[8] in 1959. Astfel, teorema respectivi este denumitd teorema lui Korovkin sau, mai
rar, teorema lui Bohman-Korovkin. Spre regret, ea este denumita foarte rar teorema
lui Popoviciu-Bohman-Korovkin.

Se noteazi cu e; functiile e; : R — R, e;(x) = 27, j = 0,1,2,... (aceste functii
fiind numite i monoamele fundamentale). Iatd enuntul teoremei:

Teorema. Dacd (Ly,), este un sir de operatori pe C([a,b]) astfel incdt L,e;
converge uniform catre e, pentru j = 0,1,2, atunci L, f converge uniform catre f,
pentru orice f € C([a, b]).

Pentru demonstratie a se vedea [28], [30], [1], [12].

Functiile eg, e1 si es se numesc functii-test sau functii de proba.

In cazul ci se are in vedere aproximarea functiilor continue periodice de
perioada 27, functiile-test sunt 1, coszx §i sinz, iar teorema mentionatd capatd o
adaptare corespunzatoare.

Intr-un articol recent ([9]) se face o trecere in revistd actualizatd a teoriei
generate de teorema lui Korovkin (Bohman-Popoviciu-Korovkin). O incadrare mai
generald a acestor teorii in contextul absolut continuitatii este efectuata in [17].

Utilitatea deosebitd a teoremei lui Korovkin (Bohman-Popoviciu-Korovkin)
consta in faptul c&, fiind dat un sir de operatori (L,,),,, Ly : C([a,b]) — C([a,b]),
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Lf)> £, stabilind

(n—

ea permite sd se dea decizia in problema convergentei L, f

doar convergentele L,e; % e; ( =0,1,2). Deci trebuie calculate doar ima-
n—oo

ginile L,e; (j = 0,1,2) si trebuie decis asupra convergentei acestora. Analog, in
cazul aproximarii functiilor periodice de perioada 27, trebuie calculate doar imagi-
nile functiilor 1, cos x, sinx prin operatorul L,, gi stabilitd convergenta lor.

Astfel, avem, de exemplu:

e pentru operatorul Bernstein (3.1):

Bneo = €9
Brer =e;
1—
Bhes = 2% + u, x € [0,1]
n

e pentru operatorul Stancu (4.5):
Sy eq = eg
SsaZe) = e

S§a>€2 =22+ :U(l — :C)(l +na)

n(l+ «)

o we[01],

deci, conform teoremei lui Korovkin, operatorii mentionati au proprietatea ca apro-
ximeaza uniform orice functie f € C([0, 1]).

Mentionam ca o altd directie moderna de construire a operatorilor de aproxi-
mare este datd de utilizarea calculului operatorial finit, numit si calcul umbral (a se
vedea [21], [22], [23]). Si aici T. Popoviciu are o lucrare de pionierat ([19]).

In afara stabilirii convergentei operatorilor citre operatorul identic, se studi-
azd si ,viteza“ de convergenta prin evaluari ale ordinelor de aproximare cu ajutorul
modulelor de continuitate, cat si prin stabilirea unor formule asimptotice.

In sfarsit, se mai studiazi modul cum se transmit unele proprietiti de la
functiile aproximate la imaginile prin operatori, cel mai frecvent proprietitile de
monotonie gi convexitate ale functiilor aproximate.

6. Modulul de continuitate
Fie f : I — R o functie marginitd (unde I este un interval). Atunci aplicatia
wy 1 [0,00) — R definitd de egalitatea:

wy(8) = sup {|f<x'> i)

2" el |x —a" <5}

se numegte modulul de continuitate al functiei f (se mai noteazi w(f;J)).
Denumirea provine de la definitia ,in limbaj € —§” a continuitatii unei functii.
In teoria aproximarii modulul de continuitate este utilizat pentru a decide
,viteza® de convergentd a operatorilor cdtre functia aproximata, prin intermediul
unor inegalititi de majorare. Astfel, de exemplu, printre cele mai cunoscute inega-
litdti mentionam:

(Baf) (@) = )] < 5o (£ f e cllab),

5
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(Buf) (@) = 1) < o (1) 7 €€l

Existd multe astfel de inegalitati. Se mai utilizeaza diferite generalizari ale
modulului de continuitate, ordine de netezime si altele (v.[1]). A se vedea si [18].

7. Teorema lui Voronovskaya

In 1932 matematiciana E. Voronovskaya a stabilit [32] urmatorul rezultat de
tip asimptotic, privitor la operatorul Bernstein: Dacd f € C([a,b]) este de doui ori
derivabild intr-un punct z € [0, 1], atunci

) z(1— )
lim ((B.f) (z) - f(z)) = ——f"(2).
n—oo x
Ulterior, teoreme de acest fel au fost stabilite i pentru alti operatori; ele au
primit denumirea de teoreme de tip Voronovskaya.

*

Am redat, in cele prezentate, doar o perspectivi sumard a problematicii vaste,
profunde si bogate in rezultate a teoriei aproximarii uniforme a functiilor continue
prin polinoame. Aceastid problematici, in care scoala clujeani de teoria aproximarii,
condusa de catre acad. D. D. Stancu, aduce noi si valoroase contributii, este de mare
actualitate, cercetarile in domeniu continudnd neincetat, cu noi rezultate importante
si elegante.
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Rafinari ale unor inegalitati geometrice in tetraedru
DE MIHATI MICULITA $1 MARIUS OLTEANU

Abstract

The aim of this paper is the present some refinements of certain inequalities
involving the elements of a tetrahedron.

Key words: inequalities in tetrahedron

M.S.C.: 51M04

Scopul principal al prezentului articol este acela de a stabili cateva rafinari
ale unor inegalitdti geometrice in tetraedru precum si extinderea, generalizarea si
completarea unora dintre rezultatele prezentate in [1], [2], [5] si [7]-

In cele ce urmeaza, referitor la un tetraedru oarecare [ABCD], vom utiliza
urmatoarele notatii: r— raza sferei inscrisd acestuia, R— raza sferei circumscrisi,
r4— raza sferei circumscrisi de speta intai, care este tangenta fetei (BC'D) (analog
rg, Tc, D), ha si ma— lungimea inaltimii, respectiv medianei, tetraedrului ce
contine varful A (analog hg, he, hp, mp, mc, mp), Sx— aria fetei opuse varfului
X (A, B,C,D), S— aria totald, V— volumul tetraedrului.

Lema 1. Daci x,y,z,t € (0,00), atunci are loc dubla inegalitate

2 2 2 2
T Y z t >x+y+z+t24. (1)
Jrxyzt

Demonstratie. Folosind inegalitatea mediilor avem

22 y2 22 of [ 22 3 yz 2 22 .
3—=+2%=+—=+2>8 — | (=] (=) 1 1=8——.
piatetes <y2> <22> (tz) Vyzt

Adunand aceastd inegalitate cu incd trei inegalititi similare, obtinute prin
permutdri circulare, dupa simplificarea cu 2, avem (pentru inegalitatea din partea
stanga)

x2 y2 22 2 r+y+z+1
3|l s+25+5+—= 4>4 —————. 2
(y2+ z2+t2+22)+ - Vxyzt @)
Insa ) ) ) )
Y z t
y—2+22—2+t—2+z—2>4,
de unde
2 2 2 2 2 2 2 2
Y t Y Z t
4(2+222+t2+2>23(2+ 2+t2+2) (3)
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Tinand seama de relatiile (2) gi (3), rezultd cd

2 2 2 2
Y z t z Tyt
Cum z 4+ y+ z +t > 4¥zyzt (conform inegalitatii mediilor), atunci, tinand
cont de relatia (4), rezuld imediat relatia (1). Egalitate se obtine atunci gi numai
atuncicand r =y =2z = 1.
Lema 2. Daca x,y, z,t € R, atunci are loc inegalitatea

(4)

(z4+y+z—t)(z+y+t—2)(z+z+t—y)(ly+z+t—2) <
<(z+y)(y+2)(z+t)(t+x). (5)

Demonstratie. Se va consulta solutia problemei 17871%* solutie publicatd
in G. M.-B, nr. 4/1980, p. 157.

Lema 3. Daci x,y,z,t € [0,00), atunci are loc inegalitatea
Tyt 2+t > Yyz + Vy2t + Vate + Stxy. (6)
Demonstratie. Avem, conform inegalitatii mediilor, relatiile urmatoare:
rHy+z+t>3yayz; y+2+t>3Yyat 2 +t+a >3V etasit+a+y > 3wy,

care, prin sumare parte cu parte, conduc la obtinerea inegalititii (6). Egalitatea se
obtine dacd si numai dacd z =y = z = 1.

Se stie ci, intr-un tetraedru oarecare [ABC D], au loc urméitoarele relatii ([3],
p. 39):

KA L <T+T+T+T>: , 1)

ra+rg+rc+rp > 8r; 9)
ha+hg+ he + hp > 167 (10)
rA-TR-TC TP > 1617 (11)
ha-hg-ho-hp > 256r%; (12)
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unde z, y, z, t reprezintd distantele de la punctul M € int(ABCD) la fetele (BCD),
(ACD), (ABD) si respectiv (ABC') (coordonatele normale ale punctului M).

Identitatea (13) mai este cunoscuta sub denumirea de identitatea lui Gergonne
in tetraedru.

Propozitia 1. In tetraedrul oarecare [ABCD), fie M in interiorul acestuia,

iar x,y, z, t distantele de la M la fetele (BCD), (ACD), (ABD) si respectiv (ABC).
Atunci au loc inegalitdtile urmatoare:

2 2 2 2
a) hjf + hiy + hif + hi.t Z“hA hs - he hDZ4;
he vy hg =z he t hp =z T-y-z-t

he\2 [(he\® (ho\® (ka1 ,
—— —— —— = > . . . . >4-
b) (hc) +(hB) + he + ) 2% V/ha-hp-he-hp>4;

ra\’ r5\° re\’ rp\°_ 2
c) (A> + (B) + <C> + (D) >—-y/ra-rp-TCc-Tp >4
re ro TD TA r
. - . x Yy z
Demonstratie. a) In inegalitatea (1) alegem X = —, Y = =, 7 = — si
. A hp he
T= 7o tinem apoi seama de identitatea (13).
D
b) La punctul a) particularizdm z =y =2z =t =r.
& . . T r roo. roo. .
¢) In inegalitatea (1), considerim x = —, y = —, 2 = — gi t = — gi apoi
rB TA D rc

tinem seama de relatia (7).
Propozitia 2. Intr-un tetraedru oarecare [ABC D) au loc urmatoarele rafindri
ale inegalitatilor (9), (10), (11), (12):
Vhahghchp S
V/(ha+he)(hg +he)(he + hp)(hp + ha) —
b) ra+rp+re+rp > Yrarprc+ Yrererp + VrerDra+ Yrprarg > 8r;

(hahphchp)®
ha+hg)(hg +hc)(hc +hp)(hp + ha)

a)rat+rgt+rct+rp >4-

r;

©) rarBreTD 2 | > 16r%;

d) rargrerp >

2
> hahghchp > 1674
Y/(ha+hp)(ha+hc)(ha +hp)(hp + he)(hp +hp)(he + hp)
e) ha+hp+hc+hp >

> Vhahghc + Vhphchp + /hchpha + /hphahp > 16r.

Demonstratie. a) + c) Deoarece 4 + 75 + ¢ +1rp > /rarprcrp (con-
form inegalitatii mediilor) este suficient si aratam doar inegalitatea din dreapta a
punctului c). Intr-adevir, inegalitatea este echivalents cu

1 1 1 1< 1+1 1+1 1+1+1+1<1(14)
ra r8 rc rp \ha hg hg hce he hp hp ha = 16r2°
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Utilizand relatiile (8), partea stangi a inegalitétii (14) devine:

RN NS S A S SRS SRS SRS A4S DR S B
hg he hp ha ha hc hp hg ha hg hp hc¢

(LU N (UL AN L Y (11
ha hp he hp) — \ha hp hp he he hp hp ha ’

. . o R 1 1 1
inegalitate adevarata conform lemei 2, in care alegem © = —, y = —, 2 = —,
ha hp he
1
t = —. Partea dreapti a inegalitatii (14) rezultd din aplicarea inegalitdtii mediilor

D
si a relatiei (7), dupd cum urmeazi:

1+1 1+1 1+1 1+1 <
ha hp hp he he hp hp ha/) —

b) Partea stangi a inegalitatii se obtine din lema 3, in care se considerd
T=Tp,Y=TB,2="c,t="p.
In baza lemei 3 mai avem:

1 1 1 1 1 1 1 1 )
+ =t —F+—2 + + + &
ra rp  Tc Tp  IYrarprc  Yrercerp  Yrerpra  /TDpTATB
(n 2 1
- _— 15
ro Z JrATBTC ( )
Dar

16
Z Yrarpre > — (16)
3 S —
2 V rarpre
(conform inegalitatii mediilor).

Din (15) si (16) rezultd imediat concluzia.
e) Se foloseste aceeagi metoda ca la punctul b).
d) Conform relatiilor (8), avem

LIRS (T VI S Y (I NI B Y
ra rg \hp hc hp ha ha hc hp hg) “\hc hp)’

de unde

IR TSRS S -
he hp ) TA rg/) \/’I"A'TB.
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In mod analog avem

1 n 1 S 1 (18)
ha hg — ,/’I’CH’I"D.
Din inmultirea relatiilor (17) si (18), membru cu membru, obtinem ca
i + L L + L > 1 (19)
ha  hp)\hc hp) = \Jra-TB-TCc TD

Pe de alti parte, avem (conform relatiilor (7))

N[ N (L AN (L (L
% 2 ha hp he hp - ha hp he hp ’

L > L—FL L—FL (20)
4r2 = \ hy hp hc hp '

Din relatiile (19) si (20), rezulta ca

hahghchp
4r? < < \JTATBTCTD. 21
= (ha + hp)(hc + hp) = ¥V A BCP (21)

Inmultind acum inegalitatea (21) cu celelalte doud inegalititi care se obtin
din aceasta prin permutarea circulard a indicilor (A4, B, C, D), obtinem inegalitatea

6475 < (hahghchp)® <
- (hA+ hB)(hA+ hc)(hA-i- hD)(hB+ hc)(hB+ hD)(hc+ hD) -
< (Vrarsrorp)’,
ceea ce este echivalent cu
2
TATBTCTD 2| = hahphohp 216r4.
</(hA—|- hg)(ha+ hc)(ha+ hp)(hp+ he)(hp+ hp)(he+ hp)

Observatii. a) Prin permutarea circulard a indicilor (A, B, C, D) din relatia
(21), obtinem

hahphohp
4r? < </ ) 22
"= (hp +ho)(hp + ha) = V'ATETCTD (22)

Inmultind acum relatiile (21) gi (22) membru cu membru, se obtine inegali-
tatea de la punctul c).
b) Deoarece ha +hp > 2v/hahp si he +hp > 2v/hchp, avem i inegalititile

hahghchp 1
472 < < Zv/hahghch 21*
"= (ha + hp)(he + hp) — 4V 1AIBRCED (217)
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(si analoagele).
Similar avem

hahghchp 1
472 < < Zv/hahghchp. 29*
"= hs + ho)(hp + ha) — 4V 1ARBRCRD (22°)

¢) In proporitiile 1 si 2 egalitatile au loc numai daci [ABCD] este tetraedru
echifacial.

In continuare, ca aplicatie directi a celor prezentate pand acum, propunem
cititorilor si arate cd in orice tetraedru [ABCD] au loc urméitoarele rafiniri ale
inegalitatilor (12), (10) si (9):

(hahphchp)®

hahghcohp > 16
ARBRORD = 00 s ¥ hip) (hp + ho) (he + hp) (hp + ha)

> 25674, (23)

hahphchp >
(hahphchp)?

(3/Cha+ F) (ha+ he)ha+ ho) (s + ho) (it hp)(het h))

>16 5 >2561"; (24)

Vhahphchp

ha+hg+hc+hp>8
AT e D T hp) (b + he)(ho & ho)(hp + ha)

> 16r; (25)

ha+hp+hc+hp >
ks
>3 hahphchp >16r;  (26)
{/(ha+hg)(ha+hc)(hat hp)(hs+ he)(hg+ hp)(hc+ hp)

rat+rp+rc+rp=>
) N
= Y/(ha+hg)(ha+ hc)(ha+ hp)(hp+ he)(hp+ hp)(hc+ hp)

Daca intre ariile fetelor tetraedului [ABCD] existd relatia de ordine S, >
> Sp > S¢ > Sp, atunci, avand in vedere rezultatele stabilite in problema 87, pa-
gina 25, din [2], precum §i propozitiile 1, 2, obtinem urmatoarele giruri de inegalitati:

N2 (he\2  (he\® [hp\Z
e = -~ e
() +(32) + () +(2) =
N2 (he\?  (hp\?  [ha\®_ 1
>(2) + (5} +(32) +(2) = =Vhahphchp > 4 (28)
ha hp hc hp r

22+g:z>2+<:5)2+(::;>2>

2 2
2
) + (TC> + (TD> > = Yrarprorp > 4. (29)
T

TA

>8r.  (27)

si
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Este clar faptul ci, partea dreapti a inegalitatilor (28) si (29) se rafineaza ime-
diat in baza rezultatelor propozitiei 2-b), c¢) si a inegalitatilor (23) si (24). Egalititile
se ating numai dacd [ABCD)] este tetraedru echifacial. Mai mult, daca tetraedrul
[ABCD] este ortocentric, avand ortocentrul H € int(ABCD) si Sy > Sg > S¢ >
> Sp, atunci, tindnd seama de rezultatul problemei 130, pagina 33, din [2] si de
lema 1, avem relatiile

m 2 m 2 m 2 m 2
() (o) (i) = () 2
mp mc mp ma
2 2 2 2
> (’”B) ; (’”C> ; (mD> ; (”“‘) > matms fmetmp g
ma mp mo mp Ymampmeomp

cu egalitate numai daca [ABCD] este tetraedru regulat.

Propozitia 3. In orice tetraedru [ABC D] au loc urmdatoarele inegalititi:

rh i ri 3\"
A
a‘) n+ B;L—’— C’;L+ D >22+m e = )
my - mp o mg  mp

pentru orice m € {0} U [1,00) ¢i n € {0,1,2};
m m m m n
by M B NE R g, <3> :
my  mpE  mg  mlp R

pentru orice m € {0} U [1,00) ¢i n € {0,1,2};
C) ﬂ+ﬁ+ﬁ+ﬁ>22+2mfn,rmfn, E
i i e T ’
pentru orice m,n € {0} U[1,00).

Demnostratie. Este cunoscuta inegalitatea

p xQ (Z wl)
PRI ETRA (31)

Q5
i=1 "

unde o; > 0, z; €R, i =1,p, p € N* (a se consulta [4]).
a) + b) Considerand, in relatia (31), p = 4, 21 = \/r}{; 22 = \/T5; 23 = /70

z4 = /T, a1 = mY, ap = mp, ag = mg, ag = m}p, obtinem

SE S Vi B @
my my ZmA

analog gdsim ca

[ ()T
Zmﬁ - Zmﬁ ’

(327)
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Aplicand inegalitatea Jensen functiei convexe f : (0,00) — (0, 00), f(z) = a9,
q € {0}U[1,00), apoi inegalitatea mediilor i inegalitdtile (11) si (12) avem, pe rand

ZAITA Z4<48/TAZBTCTD)mZ4.(@)m,

Do (V)" =4

de unde

S ] =16 @ (3)

si
[Z (\/ﬂ)mr > 16 - (4r)™. (33%)

De asemenea, sunt cunoscute gi urmitoarele inegalitati ([2], problema 80 sau

[5], pag. 471):
16
ma +mp+me+mp < ?R’

si
6
mA4 +m% +mi +mh < ij,

de unde rezultd

mﬁ—l—m%—l—mg—i—m%gél(?) , (34)
pentru orice n € {0, 1, 2}.

In fine, din relatiile (32), (32%), (33), (32*) si (34), dupa cateva calcule ime-
diate, se obtin inegalitatile cautate. Egalitatile au loc numai dacda m = n = 0 sau
[ABC D] este tetraedru echifacial.

c) Avem my > hy (si analoagele) ceea ce implicd

miy > hiy, (35)
pentru orice m € {0} U[1,00) (si analoagele).
3V 3V
Presupunem ca Sy > S > S¢ > Sp; cum ry = s hy = — (si
S —Sa Sa

analoagele) rezultd ca
ra>rp>rc>rp si
ha <hp <hc < hp,

de unde

|~

A
w3 U:J3‘ =

A

A
>

Q% k| =
A A

, pentruorice n € {0}U|l,00
{0} UL o0) 6

1
T T
h h'5,  pentru orice  m € {0} U1, 00).

>
B3 3
IN

—~~

35), rezulta
m'y hy
—a > — 37
Z rz - Z rz’ ( )
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pentru orice m,n € {0} U [1,00).

Aplicand — in baza relatiilor (36) — inegalitatea lui Cebdsev, avem

YT (X)) @

A

Aplicand, din nou, inegalitatea lui Jensen functiei convexe f: (0, 00) —(0, c0),
flz) =29, ¢ € {0} U[1,00) si tinand seama de identitdtile (7) si inegalitatea (10),
obtinem

m

S

th>4 >4 1or m—4m+1 rm
A = 4 - 4 - )

pentru orice m € {0} U[1, c0),

(39)

n

1
G
g — >4. 0 =4 > , pentru orice n € {0} U [1,00).
r

In final, din relatiile (37), (38) si (39), obtinem

)

m
m — —
E: nAZ22+2m n., pm-n
r
A

pentru orice m,n € {0} U [1,00).

Egalitatea se obtine atunci si numai atunci cand m = n = 0 sau daca [ABC D]
este tetraedru echifacial.

Observatii. a) Inegalitatea a) extinde la un tetraedru oarecare propozitia 2,
h), pagina 22 din [1], iar inegalitatea b) extinde la un tetraedru oarecare rezultatul
problemei 129, i), pagina 32 din [2].

b) Inegalitatea c) generalizeazd punctele b), ) si g) ale propozitiei 1, pagina
19, din [1].

Observatii finale. a) Din modul de demonstratie al propozitiei 3, se observa
ca aceasta poate fi rafinata avand in vedere rezultatele propozitiei 2 si a inegalitatilor
(23) — (27).

b) Aceleasi rezultate, mentionate mai inainte, permit, de exemplu, rafinarea
tuturor inegalitdtilor demonstrate in [1] (cu exceptia punctului g”)), precum si a
unora dintre inegalitatile stabilite in [5] si [7].

In incheiere, invitam cititorul interesat si stabileascd forma finalid a acestor
rafinari precum gi identificarea altor inegalitati aparute in literatura de specialitate
ce pot fi rafinate pe baza materialului prezentat in acest articol.
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Aplicatii ale statisticii matematice in sport
DE CRISTINA-DIANA COSTANDACHE 1)

Motto: Nu ezista intdmplare. .. existd o invizibild
mdand a destinului care redd fiecarwia ceea ce a dat. . .

Abstract
The paper presents some applications of the mathematical statistics in sport.
Key words: mathematical statistics, sport.
M.S.C.: 62P99

Printre stiintele care studiazd aspectele cantitativ numerice ale fenomenelor
si proceselor din natura se afla si statistica. Ea studiaza fenomenele dintr-o viziune
sistemica la nivel micro, mezo, macroeconomic si social, tindnd seama de demersul
structurilor existente si de factorii care actioneaza variabil in timp si spatiu.

Denumirea de ,statistici“ deriva din cuvantul latin ,,status” care avea intelesul
de ,stare politica“.

Ca radacini ale statisticii moderne amintim: statistica practica (ce se refera
la inregistrari sistematice sau izolate asemanatoare observarilor statistice folosite si
astiizi), statistica descriptiva (disciplina de invitdmant si de concepere a statisticii
practice necesare conducerii de stat), aritmetica gi calculul probabilitatilor ca fun-
damentare conceptuali gi mod de interpretare a fenomenelor in statistica moderna.

Statistica practica dateazi de patru milenii. Din antichitate se intalnesc forme
de evidenta de tip recensamant in China, Egipt, Grecia, Imperiul Roman; la romani,
recensamintele populatiei se ficeau din 5 in 5 ani, incepind din 550 1.Cr. Si in Dacia

1) Lucrarea a fost prezentati in cadrul simpozionului ,Matematica gi sportul®, desfigurat la
Roman in 9 iunie 2007. (N.R.)
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administratia romana a introdus o statistica privind evidenta populatiei, productiei
si consumului, organizand servicii speciale de evidentd numite ,tabularium® .

Odata cu trecerea timpului metodele practicii statisticii s-au diversificat. Se
desprinde din aceasta activitate contabilitatea cu rolul de a tine gestiunea in interesul
proprietarilor particulari, iar statistica ajutd conducerea de stat prin culegerea de
date si obtinerea de informatii numerice.

Statistica descriptiva a aparut si s-a dezvoltat in cadrul universitatilor si se
ocupd cu descrierea situatiei geografice, economice gi politice a unui stat. Amintim
cateva lucrari: in Franta lucrarea ,Republica” lui J. Bodin, in Germania lucrarea
lui S. Miinster ,,Cosmografia“, in Rusia lucrarea lui Kirilov ,Situatia infloritoare a
statului rus, iar la noi lucrarea lui Dimitrie Cantemir ,Descriptio Moldavie* (1716).

Trasatura caracteristica a statisticii descriptive este aceea ci s-a rezumat nu-
mai la descrierea statelor fard a se ocupa de formularea legilor care guverneaza
fenomenele sociale. Interesul pentru statistica descriptiva a scadzut treptat. Scoala
aritmeticii politice apare odata cu lucrarea ,,Aritmetica politica“ (1690) a lui William
Petty gi are ca trasdtura faptul ci, prin analogie cu stiintele naturii se tinde spre
exactitate gi in cunoasterea sociala, avand ca obiectiv gasirea unor regularitati ce se
produc in manifestarile sociale si economice. Astfel statistica incepe si-si contureze
etapele procesului sdu de cunoagtere: inregistrarea datelor empirice, sistematizarea
si prelucrarea datelor individuale, in vederea generalizarii rezultatelor statistice, pen-
tru ca in final si se efectueze analiza gi interpretarea statistica a fenomenelor sociale.

La noi in tara, dupa Dimitrie Cantemir, printre cei care au avut ca preocupare
principald statistica, s-a remarcat N. Sutu cu lucrarea de referintd ,,Notatii statistice
asupra Moldovei“ (1849). Statistica tratatd ca un capitol al matematicii se studiazi,
incepind din 1835, la Academia Mihiileana si, incepand din 1850, in gimnaziile
din Moldova. Un moment important in dezvoltarea statisticii la noi in tard a fost
infiintarea la 12 iulie 1859, din ordinul domnitorului Al. I. Cuza, a Oficiului Central
de Statistici Administrativi sub conducerea lui Dionisie Pop Martian. In 1936 a fost
infiintat in Roménia Institutul Central de Statistica, care isi desfagoara activitatea
si astazi.

Astazi, statistica se ocupd cu culegerea, inregistrarea, gruparea, analiza gi
interpretarea datelor referitoare la un anumit fenomen precum si cu formularea unor
previziuni privind producerea viitoare a fenomenului. Activitatea de culegere si
inregistrare a datelor legate de un fenomen face obiectul statisticii descriptive sau
statisticii formale. Activitatea de grupare a datelor, analiza si interpretarea acestora,
precum gi formularea unor previziuni privind comportarea viitoare a unui fenomen
reprezinta preocuparea statisticii matematice.

Elemente de limbaj in statistica:

— Multimea pe care se realizeazd un studiu statistic se numegte populatie
statistica.

— Elementele componente ale unei populatii statistice se numesc unitati
statistice sau indivizi.

— Numirul total al unitatilor statistice ale unei populatii statistice se numegte
efectivul total al populatiei.

— O parte a unei populatii statistice, aleasd in mod special pentru a se cerceta,
se numeste esantion.
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— Proprietatea sau indicatorul in functie de care se cerceteaza unitatile statis-
tice ale unei populatii se numeste caracteristica sau variabila statistica.

— O caracteristicd se numegte calitativa daci nu poate fi misuratd (valoarea
el nu se exprima numeric).

— O caracteristicd se numegte cantitativa daca poate fi exprimata numeric.

— O caracteristicd cantitativd poate fi discontinué sau discretd (daci ea nu
poate lua decat valori izolate) si continud (daci poate lua toate valorile dintr-un
interval).

— Valorile pe care le ia o caracteristica se numesc date statistice.

Analiza unui fenomen in raport cu o caracteristici ne conduce la o serie de
perechi de valori, numita serie statisticd (prima valoare este valoarea caracteris-
ticii, iar a doua este numarul de unititi statistice corespunzatoare acelei valori a
caracteristicii). Tabelul in care se reprezintd seria statistici se numeste tabelul de
distributie statistica.

Consideram o populatie statistica cu efectivul total N, X variabila statistica
ce ia valorile x1, xg, ..., Tp, iar ni,ng,...,n, numarul de unitdti corespunzatoare va-
lorilor variabilei. Multimea tuturor perechilor (z;,n;), | < i < p formeazi o serie
statisticd cu o singurd variabild. Se numegte frecventd absoluta sau frecventa
a unei valori a caracteristicii numéirul n; de unititi statistice corespunzitoare
acestei valori.

Suma tuturor frecventelor valorilor caracteristice este egala cu efectivul total
al populatiei: ny +ng + ... +np, = N.

Tabelul unei serii statistice de o singura variabili este de forma:

Valorile T1 Tp ... Tp Clase de | [z1,z2] ... [zp—1,Tp]
caracteristicii valori
frecventa ny Mg ... Ny frecventa ny . Ny

O caracterizare a seriilor statistice cat gi o comparare eficientd a acestora se
poate face cu ajutorul catorva marimi numerice:

Se numeste valoarea medie a variabilei statistice, media aritmetica a tuturor
valorilor variabilei calculata pentru toate elementele populatiei statistice:

TN + Tong + ...+ Tpny
ny+ng+...+n,

Se observa ca valoarea medie este media aritmeticd ponderata a valorilor
Z1,Z2,..., T, ale variabilei statistice cu ponderile nq,ns, ..., nyp.

Daci variabila este de tip continuu, in formulé se iau drept valori x; valorile
centrale ale claselor.

Mediana unei serii statistice ordonate este un numsér M, cu proprietatea ca
existd tot atdtea unitati statistice corespunzitoare valorilor mai mici ca M, ca si
cele corespunzatoare valorilor mai mari ca M,.

Modulul (sau dominanta) (notat M,) unei serii statistice de o variabild
reprezintd valoarea sau clasa de valori a caracteristicii corespunzitoare celui mai
mare efectiv.
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Dispersia unei serii statistice masoara gradul de impragtiere a valorilor indi-
viduale ale variabilei in jurul valorii medii. Ea se calculeaza cu formula
=\2 =\2
2 (x1—=Z)* nmi+...+(xp, —7)* -1y
ny+...+ny

Radacina patrata a dispersiei se numegte abaterea medie patratica gi se cal-
culeaza cu formula

s:\/(xl—x)2~n1+...+(xp—x)2-np.

ny+...+ny

Ea d& posibilitatea caracterizarii dispersiei valorilor unei variabile. Astfel, o
serie care este putin dispersata, adica prezinta valori ale variabilei ce sunt strans
grupate in jurul valorii medii, conduce la o abatere medie patratica mica.

Marimile numerice prezentate ne oferd o modalitate de comparare si inter-
pretare a datelor statistice.

Exemplu. Un antrenor trebuie si aleagd intre doi sportivi pe cel care va
reprezenta clubul la urméitorul concurs de natatie. Antrenorul analizeaza perfor-
mantele sportivilor la ultimele 8 antrenamente.

Sportiv 1 | 30,2 [ 29,7 [ 29,9 ] 29,3 | 29,4 | 30,1 | 30,2 | 29, 6
Sportiv 2 | 30,1 | 29,8 | 29,2 | 29,8 [ 30,2 | 29,9 | 29,9 | 29,5

Calculand media performantelor obtinute de sportivi la cele 8 antrenamente,
antrenorul constatd cd cei doi au obtinut aceeasi performantid medie T = 29,8 s.
Pentru a putea decide, el va trebui sa compare gradul de imprégtiere a rezultatelor
celor doi sportivi. De aceea, antrenorul trebuie sa calculeze abaterea medie patratica
pentru rezultatele fiecarui sportiv:

2 (ac1—E)Q-nl—k...—l—(xp—E)Q-np.
ny+...+ny

Pentru sportivul 1 avem:

> _ (30,2-29.8)° +(20,7-29.8)° + (29,9 -29.8)° + (20,3 -20.8)* |

S =
8
+(29,4 —29,8)2 + (30,1 —29,8)% + (29,6 — 29, 8)2
8 9
..o 0,77 . . T
adica s* = g = 0,096 si deci abaterea medie pitratica va fi

V's2 = /0,096 = 0, 310.

Pentru sportivul 2 avem:

, (30,1—29,8)2+ (29,8 — 29,8)2 -2+ (29,2 — 29,8)% + (30,2 — 29, 8)? .
ST =
8
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(29,9 — 29,8)2 - 2 + (29,5 — 29, 8)2
+ < :

0,72
8

adica s% = = 0,09 gi deci abaterea medie patratica va fi in acest caz

Vs2 = /0,09 = 0, 300.

Se constatd ca abaterea medie patraticd este mai micd in cazul celui de-al
doilea sportiv, ceea ce aratd cid performantele acestuia sunt mai putin imprastiate
fatd de medie, deci sunt ganse mai mari ca acest sportiv si obtina la concurs o
performantd mai apropiatd de medie.

O altd metoda de analizd si interpretare a datelor statistice legate de studiul
statistic al unui fenomen este reprezentarea grafica a seriei statistice asociate aces-
tuia, reprezentare care permite vizualizarea datelor in scopul formarii unei imagini
intuitive si imediate asupra fenomenului studiat.

I. O serie statisticd cu variabila calitativa poate fi reprezentatd folosind:

I1.1. diagrama circulara: se construieste un disc a carui arie reprezinta
efectivul total (100%).

Valorile variabilei se reprezinta prin sectoare de cerc ale caror arii sunt pro-
portionale cu frecventele calculate in procente ale acestor valori; cu ajutorul regulii de
trei simpla se determind masura unghiului la centru corespunzitor fiecarei frecvente.

I.2. dreptunghiul de structura: se considera un sistem de doua axe per-
pendiculare; axa verticald va fi considerata axa frecventelor exprimate in procente; cu
baza pe axa orizontala se construieste un dreptunghi cu inaltimea de 100 de unitati
de lungime; se divizeaza dreptunghiul prin linii orizontale obtinind dreptunghiuri
cu ariile proportionale cu frecventele.

1.3. prezentarea prin coloane sau benzi: coloanele sunt dreptunghiuri
cu bazele egale, dispuse vertical, la distante egale unele de altele. Inaltimea fiecarui
dreptunghi este proportionald cu frecventa exprimati in procente a fiecirei valori a
variabilei. Benzile sunt dreptunghiuri cu bazele egale dispuse orizontal, la distante
egale unele de altele. Lungimea fiecarui dreptunghi este proportionalad cu frecventa
exprimata in procente a fiecirei valori a variabilei.

Exemplu. Sectia atletism a Liceului cu Program Sportiv Roman a obtinut,
la Campionatele Nationale, urmitoarele rezultate: 154 medalii de aur, 142 medalii
de argint gi 146 medalii de bronz. Sa se intocmeasca tabelul de distributie statistica
si s se reprezinte grafic seria statistica obtinuta.

Valorile caracteristicii | Aur  Argint Bronz
frecventa 154 142 146
frecventa relativi(%) | 34,84 32,13 33,03

Se calculeazd mai intai frecventele relative (frecventele in procente): efectivul
total al populatiei studiate este de 154 + 142 + 146 = 442; frecventele relative vor fi
154 142 6
1w 0,3484 = 34, 84%, Yo 0, 3213 = 32,13%, 1w 0, 3303 = 33,03%.

Aplicam regula de trei simpla pentru a determina masura unghiului la centru
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corespunzator fiecirei valori:

100%  ...... 360° 100%  ...... 360°
34,84% ...... z° 32,13% ...... y°
34,84 - 360 32,13 - 360
= ———— = =125°% =——— = y=116°
v 100 v ’ 100 Y ’
100%  ...... 360°
33,03% ...... 2°
:33,03~36O _ 1190
100
Tata deci care vor fi reprezentarile:
Diagrama circulara Dreptunghiul de structura
Reprezentarea prin coloane Reprezentarea prin benzi

II. Pentru reprezentarea grafica a seriilor statistice cu variabila cantitativa
continud se utilizeaza:

II.1. histograma: pe axa orizontald a unui sistem de axe se iau segmente
de lungimi egale cu amplitudinea claselor de valori si apoi se construiesc, pe aceste
segmente ca baze, dreptunghiuri cu inaltimea proportionala cu frecventele absolute
sau frecventele exprimate in procente ale claselor de valori corespunzatoare.

11.2. poligonul frecventelor: este linia poligonala determinata de centrele
claselor de valori luate pe bazele superioare ale dreptunghiurilor histogramei.

Exemplu: Un elev, care se pregateste pentru un concurs de aruncarea cio-
canului de 4 kg, are cate trei antrenamente pe saptidmand, iar la fiecare antrenament
executd cate 20 de arunciri. Tatd rezultatele sale dintr-o siptdméana: 2 aruncari de
20 m, o aruncare de 23 m, 2 aruncari de 25 m, 8 arunciri de 27 m, 5 de 28 m, 6 de
285m,9de30m,5de32m, 6de32,5m,5de33m,5de33,5m,3de34m,2de
35 m, 1 de 36 m.

Sa se alcdtuiasca o serie statistica cu variabila cantitativd continud, cu ampli-
tudinea claselor de 5m. Si se determine valoarea medie, mediana, modulul, dispersia
si abaterea medie patraticd a seriei, apoi sd se reprezinte grafic aceasta serie.

Caracteristica (lungimea) | [20;25) [25;30) [30;35) [35;40]
Frecventa (nr. arunciri) 3 21 33 3

Avem:
TNy + TaNg + ... + TpNy

T = ,
ny+ng+...+ny
de unde:
ff22,5'3+27,5'21+32,5-33+37,5-37
= o0 =
_67,5—1—577,5—1—1072,{’)—1—112,5_1830_305
B 60 60 T

Mediana: M. = 32,5 (deoarece avem 60 de unititi statistice, mediana va fi
valoarea caracteristicii corespunzatoare unitatilor 30 si 31; aceste unitati au carac-
teristica in clasa [30, 35)).
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Modulul: M, = 32,5 (valoarea centrald a clasei cu cel mai mare efectiv).
Acum:
2 (1 —2)? ni+...+(zp,—2)% Ny
ng+...+np

)

de unde:

o 2(22,5—30,5)2 34 (27,5 — 30,5)% - 21 + (32,5 — 30,5)2 - 33

ST =

60
+(37,5—3O,5)2-3 _64-34+9-2144-33+49-3 660 1
60 B 60 60
Histograma: Poligonul frecventelor:

Am obtinut o valoare destul de mare a dispersiei, ceea ce indica o dispersare
a valorilor fata de valoarea medie.

In fine, V/s2 = v/11 = 3,32. Si abaterea medie pitratici este mare, subliniind
faptul ca seria are valorile imprastiate fatd de medie.

III. O serie statisticd cu variabila cantitativd discretd se reprezintd in
planul raportat la un sistem de coordonate carteziene. Alegerea unitatii de ma-
surd pe fiecare axa se face astfel incat concluziile si se obtind cit mai ugor. Unitatea
de masura pe cele doud axe poate fi diferitd pentru cd mairimile reprezentate pe
aceste axe sunt diferite (pe o axd se reprezintd valorile variabilei, iar pe cealaltd axa
se reprezintd frecventele). In acest caz, intalnim urmétoarele reprezentari:

II1.1. reprezentarea prin batoane: pe axa orizontala a sistemului de axe
se reprezinta valorile x; ale variabilei, iar pe axa verticald frecventele absolute n;
sau frecventele relative corespunzitoare valorilor z;; segmentul cu extremitatile in
punctele de coordonate (z;,0), (z;,n;) reprezintd batonul corespunzitor valorii z;.

II1.2. reprezentarea prin coloane sau benzi: coloanele sunt dreptunghi-
uri cu bazele egale si inaltimile proportionale cu frecventele valorilor variabilei. Ben-
zile sunt dreptunghiuri agezate orizontal, cu bazele egale si lungimile proportionale
cu frecventele variabilei.

I11.3. poligonul frecventelor: Intr-un sistem de axe de coordonate se re-
prezintd prin puncte pe axa orizontald valorile z; ale variabilei. In aceste puncte
se ridicad perpendiculare pe axa orizontald pe care se iau segmente proportionale
cu frecventele absolute corespunzitoare valorilor variabilei. Extremitéitile acestor
segmente se unesc cu o linie poligonala si se obtine astfel poligonul frecventelor.

Exemplu. Antrenorul unei echipe de handbal a realizat, la un meci, o statis-
tica privind numarul de goluri inscrise de fiecare jucator. Iatd ce a obtinut:

Caracteristica (nr. goluri) [0 | 1|2 |3 |4
Frecventa (nr. jucdtori) |2 3|4 |6 |41

Media golurilor inscrise este

__0:241:342:443.64+4445-1_50
v 20 T O
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Mediana este M, = 3; modulul M, = 3.

Dispersia este

2 (072,5)2~2+(172,5)2-3+(2—2,5)2~4+(372,5)2~6+(472,5)2~4+
o 20

+(5—2,5)2.1 12,546,754+ 1+1,5+9+6,25 7§71 95
20 o 20 20 7

Abaterea medie patratica este: Vs2 = /1,85 = 1, 36.
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Reprezentarea prin coloane: Reprezentarea prin batoane:

Reprezentarea prin benzi: Poligonul frecventelor:
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EXAMENE SI CONCURSURI

Examenul pentru obtinerea gradului didactic I1

sesiunea august 2007
Universitatea Transilvania din Bragov

DE EUGEN PALTANEA

Subiecte

1. S& se alcituiasca un proiect didactic, conceput pentru o ord, cu tema Sirul
lui Rolle.

2. Fie C multimea functiilor f : R — R, convexe pe R. Pentru a € (0,1),
notam F, multimea functiilor f : R — R, continue pe R, cu proprietatea:

flaz + (1 —a)y) + f(1 —a)z +ay) < f(z) + f(y), Vz,y€eR.

a) S se arate cd, pentru oricare a € (0,1), are loc incluziunea C C F, (se
admite cunoscut faptul cd o functie convexi pe R este continud pe R).

b) Fie z,y € Rsi a € (0,1). Considerdm sirurile (x,,)n>0 $i (Yn)n>0, definite
prin:

. Tnt1 = axy + (1 — @)y,
To =, = i VnelN.
0 Yo=y 8 {yn+1(1a)xn+ayn
< < Tty T-y n Tty y—-< n
Sa se arate cd z, = —— + (2a — 1), yp = 5 + (2a — 1),

oricare ar fi n € N. Sa se determine limitele celor doua siruri.
c) Cu notatiile de la b), si se arate ci, pentru z,y € R, a € (0,1) si f € Fa,
avem:

f(zn) + f(yn) < f(z) + fly), YneN.

Sa se deduca incluziunea F, C Fi /o, pentru orice a € (0, 1).
d) Fie f € Fis, si 2,y € R, cu @ < y. Pentru n € N, n > 2, notdm

t;=x+ l(y — ), unde i € {0,1,--- ,n}. Sa se demonstreze inegalititile:
n

f(te) — f(=)

O < ) < Fnen) s < DI gy,

n—=k
e) Sa se demonstreze relatiile 7, C C si F, = C, pentru orice a € (0,1).

3. Fie triunghiul ABC dreptunghic in A si L mijlocul inaltimii AD. Notim
cu F si F proiectiile lui L pe AB si respectiv AC.
a) Si se demonstreze relatia:

LE LF LD
AB~ AC ~ BC"

b) Sa se arate cd L este punctul din interiorul triunghiului ABC care realizeazd
minimul sumei patratelor distantelor la laturile acestui triunghi.
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c) Si se determine locul geometric al punctului L considerand ca A si B sunt
fixe, iar C' descrie perpendiculara in A pe segmentul AB.

Solutii, barem, comentarii

Fiecare din cele 3 subiecte a fost punctat cu note de la 1 la 10, nota lucrarii
reprezentand media aritmetica a celor trei note.

Subiectul 1. (1 punct din oficiu)

Proiectul didactic solicitat a fost apreciat dupa urmatoarele criterii: continut
teoretic (4 puncte), prezentare didactica (3 puncte), relevanta exemplelor (2 puncte).

Subiectul 2. (1 punct din oficiu)

a) (2 puncte) Consideram un numir arbitrar a din intervalul (0, 1).

Fie f : R — R o functie convexd (f € C). Pentru oricare numere reale z si y
avem f(az+(1—a)y) < af(w)+(1—a)f(y) si f(1—a)z+ay) < (1-a)f(z)+af(y).
Prin adunarea celor doui relatii obtinem:

flax+ (1 =a)y) + f(1 —a)z +ay) < f(z) + f(y), Vz,yeR. (1)

Apoi f este continud pe R (deoarece orice functie reald convexa pe un interval deschis
este continud pe acel interval). Atunci f € F,.

Ca urmare, pentru oricare a € (0,1), avem C C F,.

b) (2 puncte) Considerdm fixate numerele z,y € R gi a € (0,1). Din relatiile
de recurentd care definesc prin enunt cele doud siruri, deducem ca sirul (z,)n>0
satisface urmatoarea recurentd liniard de ordinul al doilea:

Tnto = 2aTpy1 + (1 — 2a)z,, n € N.

Ecuatjia caracteristicd asociati, z2—2az-+2a—1 = 0, are solutiile z; = 1si 25 = 2a—1,
deci existd constantele reale C; si Cy astfel incat z, = C1 + C2(2a — 1), n € N.
Tinand cont de termenii initiali ai girului, g = z si 1 = ax 4+ (1 — a)y, obtinem:

zn:x;erx;y(Qafl)", n € N.
Analog gasim:
Yn = x;y—x;y(Qa—l)", n € N.

Dar a € (0, 1) implica 2a — 1 € (—1,1). Rezulta lim z, — lim y, — Y.

n—oo n—oo 2
¢) (2 puncte) Fie z,y € R, a € (0,1) si f € Fy.
Conform definitiei sirurilor (2, )n>0 st (Yn)n>0, avem:

J(@ns1) + f(Ynt1) < f(@n) + f(yn), V€N
Printr-un rationament de inductie, obtinem:

f(@n) + flyn) < f(z) + fy), V€N

Dar f este continui pe R. Atunci, in conformitate cu b), trecerea la limitd in
inegalitatea de mai sus conduce la urméatoarea inegalitate:

27 (131) = Jim [£an) + S0)] < £(2) + 100 @
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Numerele reale z si y fiind arbitrare, deducem ca f apartine multimii 7 /,.
La randul lor, a € (0,1) si f € F, sunt arbitrar alese. Rezulta F, C F; /o, oricare
ar fi a € (0,1).

d) (1,5 puncte) Observam ci tg, t1,t2, - ,t, sunt n+ 1 numere in progresie
aritmetica. Atunci, pentru f € Fyo, avem: 2f(t;) < f(t;—1) + f(ti11), pentru
oricare i € {1,2,--- ,n — 1}. Se obtine girul de inegalititi:

f(t1) = fto) < f(t2) = f(t1) < -+ < fltn) — fltn—1)-
In acest caz, pentru k € {1,2,--- ,n — 1}, rezulta:
k

k - k < f(tk) = fltr—1) <
i [f(t) = f(tio1)]
< fltrgr) — fte) < =kl — _ f(yib—_J];(tk) (3)

e) (1,5 puncte) Fie f € F/5. Din relatia (3) deducem ca, pentru oricare

k

r,yeER, cux<ysid=—€(0,1),unden e N\ {0,1} si k € {1,2,--- ,n— 1}, are
n

loc inegalitatea

ST =Nz +Ay) < (1 =N f(2) + Af(y). (4)

Consideram A € [0,1] ¢i z,y € R, cu < y. Fie (Ay)n>0 un sir de numere
rationale situate in intervalul (0,1), cu lim A, = A. Relatia (4) asigura

Prin trecere la limita, obtinem
F(A =Nz + X y) < (1= A)f(z) + Af(y).

Rezultd cd f este o functie convexd pe R. Asadar F;/, C C. Din incluziunile
(demonstrate anterior) C C F,, pentru orice a € (0,1), F, € Fi/s, pentru orice
a € (0,1) si Fy/o CC, rezultd F, = C, pentru orice a € (0,1).

Comentarii. Enuntul subiectului 2 indicad etapele unei versiuni a demon-
stratiei urmatoarei proprietati:

Propozitia 1. Multimea functiilor reale continue care, pentru un anume
a € (0,1), satisfac relatia

flax+ (1 —a)y) + f(1 —a)z +ay) < f(x) + f(y), Yz,yeR,

este egala cu multimea functiilor reale convexe.

Evident, un enunt, similar caracterizeazd concavitatea functiilor reale. Ideea
principald a demonstratiei este aceea de a reduce problema la urmatoarea bine cunos-
cutd caracterizare a convexitatii:
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Propozitia 2. O funcgie f : [ — R, unde I este un interval deschis, este
convezd dacd gt numai dacd este continud gi satisface conditia:

f <x+y) <T@ +1W)

5 5 , YVa,yel.

Propozitia 1 este o extensie a urmatorului rezultat datorat lui Dan Stefan
Marinescu gi Viorel Cornea:

Propozitia 3 (reformulare dupa problema C:2929, G.M. Seria B, Nr.9/2005).

O functie continua f : R — R satisface conditia

flaz + (1 —a)y) + f(1 —a)z +ay) = f(x) + f(y), YVz,yeR,

pentru un anume a € (0,1), daca $i numai daca f este o functie constantd sau este
o functie de gradul I

Este clar ca Proporzitia 3 este o consecintd a Propozitiei 1 si a versiunii sale
relativ la proprietatea de concavitate.

In sfargit, vom mentiona faptul ci existd mai multe variante simple de a
solutiona punctul b) al problemei. Astfel, expresia termenilor generali ai girurilor
(Tn)n>0 8t (Yn)n>0 poate fi de asemenea demonstratd prin inductie sau poate fi ugor
obtinutd pornind de la proprietatea imediata x,, + vy, = « + y, pentru orice n € N.

Subiectul 3. (1 punct din oficiu)

. . . LE LE
a) (3 puncte) AELF este dreptunghi, deci AE = LF. Din IF =~ AE =
=tgC = 4B 1t4
=tgC = — =, rezulta
LE _LF
AB  AC’
. .. . E LE | _ AB
Apoi, deoarece L este mijlocul lui (AD), avem ID-IA° sin C' = BO

de unde obtinem
LE LD

AB ~ BC’
b) (3 puncte) Fie P, @, R, S proiectiile unui punct M din interiorul tri-
unghiului ABC pe dreptele AB, BC, C'A gi respectiv AD. Avem:

2
MP2+MQ2+MR2:MA2+MQ2ZSA2+SD2ZM:
AD?
:T:LA2+LD2:LE2+LF2+LD2,

cu egalitate in cazul M = L.

¢) (3 puncte) Fie O mijlocul lui (AB). Avem LO | LA, deoarece LO este
linie mijlocie in triunghiul dreptunghic ABD. Cum A si O sunt fixe, deducem ca
locul geometric al punctului L este cercul de diametru AO, mai putin punctele
Asi O.

Comentarii. Problema propusd (formulatd de Marius Pdun) se referd in
fapt la proprietatile punctului lui Lemoine — punctul de intersectie al simedianelor
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unui triunghi. Asfel, in cazul particular al unui triunghi dreptunghic, simedianele
sunt concurente in mijocul indltimii din varful drept al triunghiului. La punctul a)
se particularizeazad proprietatea: distantele punctului lui Lemoine la laturile triun-
ghiului sunt proportionale cu lungimile acestor laturi (prima teorema a lui Grebe).
La punctul b) se cere demonstrarea, in cazul particular al unui triunghi dreptunghic,
a proprietatii urmitoare: punctul din interiorul unui triunghi pentru care suma
patratelor distantelor la laturile triunghiului este minimda este punctul lui Lemoine
(a doua teorema a lui Grebe). Demonstratia clasici a proprietitii respective se
bazeaza pe utilizarea inegalitatii lui Cauchy-Buniakowski-Schwarz.

Includerea acestui subiect in lucrare a avut ca ratiune gi posibilitatea abordarii
lui, fara dificultate, prin geometrie analitic.

Facultatea de Matematica si Informatica
Universitatea Transilvania din Brasov

SUGESTII PENTRU CURSURILE OPTIONALE

Modelarea din punct de vedere matematic a unor fenomene
din natura,

Curs optional integrat de biomatematica pentru
clasa a XI-a')

DE CATALINA ANCA ISOFACHE

Acest curs optional igi propune sa asigure formarea unor competente de baza
in modelarea matematicd a unor fenomene din lumea inconjurdtoare. Invitarea
unor notiuni de modelare matematica urmareste congtientizarea naturii matematicii
ca o activitate de rezolvare a problemelor, bazata pe un corpus de cunogtinte gi de
proceduri, dar si ca o discipling dinamicd, strans legatd prin relevanta sa de cotidian
si, prin rolul sau, de stiintele naturii, de tehnologii si de stiintele sociale.

Sensul major al acestui curs este mutarea accentului de pe predarea de infor-
matii pe formarea de capacititi i aptitudini. In elaborarea acestui curs se urmireste
racordarea la programele pentru ciclul liceal, asigurarea continuitatii de la o clasa la
alta si stabilirea unor legaturi intre disciplinele aceleiagi arii curriculare.

Continuturile acestui curs sunt organizate pe doud unititi de invitare. In
prima parte, modulul contine notiuni de microbiologie si notiuni de matematica
(probabilitati, statistica gi matrici), iar cea de-a doua parte este formatd din lectii
de modelare matematicd a unor fenomene din naturd prin care si se poatid face
trecerea spre discipline ce vor fi studiate in invatamantul universitar.

1) Prezenta programi a fost prezentatd de autoare in cadrul celei de a XXXIV-a Sesiuni de
comunicdri metodico-gtiintifice a filialelor din judetul Prahova ale S.5.M.R. (N.R.)
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Competente specifice

Continuturi

1. Aplicarea operatiilor cu matrici
si proprietatilor lor in probleme de
calcul

2. Identificarea unor situatii practice
concrete care necesitd asocierea unui
tabel de date cu reprezentarea matri-
ciald a unui proces

Notiunea de matrice. Exemple

— Adunarea matricilor. Proprietati
— Inmultirea cu scalari. Proprietiti
— Inmultirea a dous matrici

3. Rezolvarea de ecuatii matriciale,
utilizand algoritmi specifici

4. Stabilirea unor conditii de com-
patibilitate a unor sisteme de ecuatii
liniare si identificarea unor metode
adecvate de rezolvare a acestora

5. Utilizarea unor reprezentanti de
tip matricial pentru modelarea unor
situatii concrete

6. Rezolvarea unor sisteme utilizand
algoritmi specifici

7. Aproximarea solutiilor unor sis-
teme de ecuatii apeland la reprezen-
tari grafice

8. Recunoagterea unor date de tip
probabilistic sau statistic in situatii
concrete

9. Corelarea datelor statistice sau
probabilistice

10. Utilizarea unor algoritmi pro-
babilistici sau statistici pentru sta-
bilirea parametrilor unei situatii con-
crete cu aplicatii practice

11. Interpretare datelor statistice
sau probabilistice in functie de feno-
menele studiate

12.  Analiza unor situatii practice
cu ajutorul conceptelor probabilis-
tice sau statistice

13 Utilizarea instrumentului proba-
bilistic sau statistic pentru compara-
rea unor tipuri de fenomene

— Proprietéatile inmultirii matricilor
— Exercitii

— Inversa unei matrici

— Ecuatii matriciale

— Sisteme de ecuatii liniare cu cel
mult 4 necunoscute. Regula lui
Cramer

— Metoda lui Gauss de rezolvare a
unui sistem de ecuatii liniare

— Interpretarea geometricd a unui
sistem liniar cu cel mult 3 necunos-
cute

— Aplicatii cu sisteme de ecuatii
liniare

— Date statistice. Gruparea datelor
statistice

— Reprezentarea grafica a datelor
statistice: diagrame circulare, dia-
grame prin benzi, histograme

— Frecventa

— Medii, dispersia

— Operatii cu evenimente

— Evenimente aleatoare egal proba-
bile. Probabilitatea unui eveniment
— Variabile aleatoare

— Probabilitati conditionate

— Lanturi Markov

Valori si atitudini

Acest curs optional are in vedere formarea la elevi a urmétoarelor valori si
atitudini:
1. Manifestarea curiozitatii stiintifice in rezolvarea de probleme.
2. Manifestarea initiativei si disponibilitatii de a aborda sarcini variate.
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3. Formarea obignuintei de a utiliza concepte si metode specifice matema-
ticii pentru rezolvarea unor probleme practice intalnite in viata cotidiana.

4. Formarea motivatiei pentru studierea matematicii ca domeniu relevant
pentru viata sociald si profesionala.

5. Formarea obignuintei de a folosi deprinderile gi cunostintele stiintifice
pentru luarea unor decizii personale in ceea ce priveste unele probleme de interes
global.

6. Dezvoltarea unor atitudini pozitive fatd de studiul stiintelor in general.

Sugestii metodologice

Acest curs optional are drept obiectiv crearea conditiilor favorabile fiecarui
elev de a-si forma si dezvolta competentele intr-un ritm individual, de a-si transfera
cunostintele acumulate dintr-o zona de studiu in alta. Pentru aceasta profesorul isi
orienteazd demersul didactic spre realizarea urmatoarelor tipuri de activitati:

1. Formularea de sarcini de lucru care si vizeze:

— reprezentarea gi analiza relatiilor folosind tabele, diagrame sau grafice,

—rezolvarea de probleme pentru care nu exista metoda de rezolvare imediata
si evidenta,

— constituirea de succesiuni ordonate ale elementelor studiate si argumen-
tarea modului de ordonare.

2. Folosirea computerelor pentru rezolvarea de exercitii gi probleme.

3. Organizarea de actiuni experimentale individuale gi in grup.

4. Organizarea de prezentari orale fie individuale, fie in grup restrans.

5. Organizarea de actiuni individuale sau in grup restrans in proiecte pe
termen lung.

Modalitati de evaluare

1. Teste elaborate de profesor pentru verificarea cunogtintelor gi aptitudinilor.

2. Referate si portofolii.

3. Testare asistata pe calculator.

4. Clasificari si reprezentari de date.

5. Observarea unor fenomene, procese si nominalizarea unor concepte.

6. Compararea unor date, stabilirea unor relatii.

7. Rezolvarea de probleme prin modelare si algoritmizare.

8. Relationari intre diverse tipuri de reprezentéri.

Planificarea calendaristica

Unitatea de invatare Competente | Nr. Saptdména
Continuturi specifice ore
1. Notiuni introductive despre C.13 2 Sl; S2
celule, virusi si microbiologie
2. Modalitati de multiplicare a C.9 2 S3;54
virugilor C.10
3. Folosirea unor functii mate- C.8 2 S5;56
matice in modelarea proceselor | C.9
de multiplicare a virusilor C.10
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4. Elemente de statistica mate- | C.10 S7:58;59
matici. Reprezentari grafice ale | C.11
unor serii statistice ale diferitelor | C.12
tipuri de multiplicari ale virugilor
5. Méarimi medii ale unor serii C.10 S10; S11
statistice
6. Indicatori de variatie utilizati | C.10 S12;513
in serii statistice C.11
7. Probleme de numarare. C.8 S14;S515
,, Virusi sau ,Multiplicare C.9
geneticad
8. Elemente de calculul probabi- | C.8 S16;S17
litatilor. Elemente introductive C.11
9. Notiunea de probabilitate. C.8 S18;519
Probabilitatea infestarii cu viru- | C.9
sul ,,Chickenpox*
10. Probabilitéti conditionate. C.8 520;521
Evenimente independente C.9
11. Scheme clasice de probabi- | C.11 S522:523
litate legate de evolutia tipurilor | C.12
de virusi modelati C.13
12. Ecuatii matriciale cu apli- | C.1 S524;S25
catii in meteorologie. Introdu- | C.2
cerea matricei de stare, matricei | C.3
de tranzitie si matricei stocastice | C.6
in modelarea unor fenomene din | C.7
naturd
13. Lanturi Markov. Definitie C.13 526;527
14. Proprietati ale lanturilor C.8 S528;529
Markov discrete si continue C.13
15. Modelarea unei boli infec- | C.1 S30;S31
tioase din punct de vedere epi- | C.2
demiologic si matematic C.3

C4

C.5

C.6

C7

C.13
16. Exercitii pe grupuri de lucru. | C.1 — C.13 S532;533;534
Jumitorii gi cancerul pulmonar®
(Elevii pot alege orice altd tema
legatd de modelarea matematica
a unei boli infectioase)
17 Prezentarea materialelor C13 S35

realizate de elevi
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Liceul teoretic A. I. Cuza

din Ploiegti

NOTE MATEMATICE

Asupra comutantului unui endomorfism

(unei matrice patratice)
DE ADRIAN REISNER

Abstract

In this article, the author establishes the dimension of the commutant f(A) of
an endomorphism A € M, (C). The subalgebra f(A) is compared to the algebra
C[A]. The dimension of the commutant of a general matrix A € £(C) is established
by using the Jordan form of this matrix.

Key words: Commutant. Cyclic endomorphism. Cyclic decomposition. Codi-
mension of the commutant

M.S.C.: 15A27

Definitii si notatii
Fie A o C—algebrd avind un element neutru si a € A. Stim cd existd
un morfism gi unul singur de C—algebre ¢, : C[X] — A astfel incat si avem

k
va(X) = a. Acest morfism asociaza fiecirui polinom P(X) = Z/\in‘ elemen-
i=0
k
tul Z Aia;. Imaginea morfismului ¢, este o subalgebra a algebrei A pe care o vom

=0

nota cu Cla] (este o algebrd comutativi, algebra C[X] fiind comutativi).

Sa aplicim aceste consideratii in cazul cand A este algebra M,,(C). Dacid
M € M, (C), atunci C[M] se numeste algebra polinoamelor matricii M. Daca A
este algebra L£(C) si u € L(C), atunci Clu] este algebra polinoamelor endomorfis-
mului .

Vom nota cu aceeasi literd un endomorfism A € £(C) si matricea lui in baza
canonica a spatiului vectorial C™.

Pentru A € M, (C) considerdm aplicatia liniara ps : M, (C) — M, (C),
X — AX — X A. Nucleul acestui morfism se numeste comutantul matricei A §i este
un subspatiu vectorial al lui M,,(C) (este vorba de multimea C(A) = {B € M, (C) |
AB = BA}. Avem, mai mult :
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Propozitia 1. Multimea C(A) este o subalgebra a algebrei M, (C) contindnd
algebra C[A].
Demonstratia este imediata.

Cazul unei matrici diagonalizabile.

Consideram o matrice A € M,,(C) diagonalizabild; notdm Aq, ..., A, valorile
proprii doud cate doud distincte al matriciei A §i v, ..., a, (o > 1) multiplicitatile
lor respective. Avem, atunci :

Teorema 2. Au loc urmatoarele:

a) dim C[A] = p;

P

b) dimC(A) = > a;
=1

¢) Urmatoarele patru aserfiuni sunt echivalente:
i) dimC(A) =n; i) dimC[A] =p; iii) p=mn; iv) C(A) =C[4]
Demonstratie. a) Matricea A fiind diagonalizabild, polinomul minimal
1a(X) al matriciei A (polinomul unitar P de grad minim astfel incat P(A) = 0,
generator al idealului principal {P € C[X] | P(A) = 0}) este, cu notatiile prece-
P

dente, pa(X) = JJ(X = X;). Aplicatia liniara: ¢ : C[A] — C[A], P — P(A),
i=1

este surjectivd gi nucleul siu este Kerf = p4(X)C[X]. Restrictia morfismului 6 la

Cp—1[X] (spatiul vectorial al polinoamelor complexe de grad cel mult p—1) este deci

injectivd si chiar surjectivd cici, dacd P € C[X], avem P(A) = R(A), unde R este

restul lui P modulo 4. In final, dim C[4] = dimC,_;[X] = p c.c.t.d.

b) Fie S1,...,S, subspatiile proprii al endomorfismului A asociate valorilor
proprii Aq,..., A, respectiv. Endomorfismul B comutand cu A, lasd stabil fiecare
subspatiu S; i induce pe subspatiu S; un endomorfism B;. Aplicatia liniarad definita
prin ® : C(A) — L(S1) x ... x L(Sp), B+ (B, ...,Bp), este injectivi (cici dacid B
este nul pe fiecare spatiu S;, atunci B = 0). Ea este gi surjectivd: intr-adevir fiind
dat (Bi,...,By,) € L(S1) x ... x L(S,), endomorfismul B, care coincide cu B; pe
subspatiul S;, apartine comutantului lui A caci B; comutd cu As, = A\1dg;. In final,
C(A) este izomorf cu spatiul produs £(S7) x ... x £(S,) si deci

P
dimC(A) =dim L(S1) x ... x L(S,) = Zaf, c.c.t.d.
i=1

Observatie. Avem

p P
dimC(A) = Za? > Zai =n

i=1 =1

(céci af > «;, pentru orice 7).

¢) Avand C[4] C C(A), avem egalitate dacd aceste spatii vectoriale au aceeasi
dimensiune.

e Presupunand ci dim C(A) = n, inegalitatea din observatia precedenti devine
o egalitate gi deci o = «;, pentru orice i. Deducem imediat ci «o; = 1, oricare ar fi
i, deci p = n si dimC(A) = dim C[A] = n, fie C(A) = C[4] c.c.t.d.
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P
e Presupunand cid dimC(A) = n, i.e. p = n, suma g «; fiind egala cu n,

i=1

deducem ca «; = 1, pentru orice ¢ (a; > 1). Prin urmare avem

P
dimC(A) = Za? = Zl =n = dimC(A4)
i=1

i=1

si in final C[A] = C(A), c.c.t.d.
e In fine, presupunand ci C[A] = C(A), obtinem imediat (din inegalititile
urmatoare

p P
dimC[4]=p<n= Zai < Za? =dimC(A))
i=1 i=1

cd dimC[A] = p =n = dimC(A) (toate inegalitatile fiind egalititi), c.c.t.d.
Vom nota

C?(A) = {C € L(C) |VB € C(A), BC = CB};

centrul algebrei C(A) se numegte bicomutantul endomorfismului A.
Are loc:
Teorema 3. Pentru un endomorfism A € L(C), diagonalizabil, avem

Demonstratie. Cu notatile precedente, matricea A fiind diagonalizabila,
existda P € GL,(C) astfel incat A = Pdiag(Ai/a,,...,A\pls,)P~". Pentru orice
B € C(A), B lasand stabil fiecare subspatiu S;, avem B = Pdiag(B ..., B,) P!,
unde matricea bloc B; € M, (C) (j € {1,...,p}). Fie, atunci, C € C*(A). Deoarece
A € C(A), avem C € C(A), C = Pdiag(C1,...,C,)P~!. Cum CB = BC, pentru
orice B € C(A), rezulta B;C; = C;B; pentru orice B; € Mg, (C). Matricea C;
este deci matricea unei omotetii C; = 01,,. Consideram atunci polinomul interpo-
lator Lagrange m(X) € C[X] astfel incat 7(\;) = o;, pentru j € {1,...,p}. Avem
P71CP = P '7(A)P i, in final, C = m(A) (i.e. C € C(A)). Deducem teorema caci
C(A) CC3(A).

Observatie. Teorema 8 va generaliza aceasta teorema in cazul unei matrici
oarecare.

Endomorfisme ciclice

Fie A € £(C) si, pentru z € C", consideram multimea I, = {P € C[X] |
P(A)(z) = 0}. Spatiul C" fiind de dimensiune finita, I, este un ideal nenul al lui
C[X]. Acest ideal, fiind principal, este generat de un unic polinom unitar p, (poli-
nomul minimal punctual al vectorului x). Notdm £4(X) = det(XI — A) polinomul
caracteristic al endomorfismului A.

Un endomorfism A este ciclic daca exista x € C", astfel incat, s avem

C"™ = Vect {Ak(I)}keN.

Teorema urmaitoare indicd o conditie necesard si suficientd pentru ca un en-
domorfism sa fie ciclic (vezi capitolul VII, §4., paginile 215 - 218, in [1]).
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Teorema 4. Au loc urmatoarele:

a) pa = cmm.m.c. (pz), x € C™.

b) Daca g A pby =1, atunci pipiy = g fly.

c) Ezista x € C™ astfel incat p, = pa.

d) A este ciclic dacd gi numai dacd x4 = pa.

Demonstratie. a) Polinomul minimal ;14 are proprietatea ci, pentru orice
x € C" pa(A)(xr) = 0 (deci p, divide pa). Familia {p,,z € C"} admite un
cmm.m.c. @ si @ divide pu. Invers, pentru orice x € C", Q(A)(x) = 0 si deci pa
divide @, de unde deducem rezultatul.

b) Avem, evident, pgpty € Ipty, deci pgy, divide pyp,. Dacd pg Apy, =1,
atunci Ker[p, (A)p,(A)] = Ker p;(A) & Ker 1y (A) (teorema descompunerii in nu-
clee). Dar ppqy[Ker puy(A)] C Ker pz(A) §i potyKerp, (A)] € Kerp,(A). Prin
urmare, figiy(A)(x) = 0 §i pgqy(A)(y) = 0. Deducem ca pip4, este divizibil cu i,
si cu py, deci cu produsul g p,. Cele trei polinoame i1y, g si py fiind unitare
avem [ig4y = fgfly, C.C.t.d.

r
c) Fie ua = H Qi, unde Q; = P, descompunerea polinomului minimal in
1

factori primi. Notand cu F; = KerQ;(A) si A; = Ap,, avem C" = @ F;. Polinomul
i=1

minimal p14, al endomorfismului 4; € £(F;) divide pe Q; = P™. Daca existd i astfel

-
incat sa avem d°p4, < d°Q;, atunci d° <H na; | <d°upa, ceea ce este absurd caci
1

T
(H ,uAi) (A) = 0; deducem ci pa, = Q;. Ne propunem si demonstram ci exista
1

x € F; astfel incat p, = pa,. Tinand seama de a), avem py, = P = c.m.m.m.c.

(1tz), pentru z € F;. Fie x € F;. Avem p, = Pf(l), unde f(z) < ;. Dacid

6(z) < oy, pentru orice = € Fj;, atunci Pi‘“_l(Ai) = 0, ceea ce este imposibil, caci

Q; = P = pa, este polinomul minimal al lui 4;. Deci existd = € F; astfel incat

pe = P = pa,. Alegem un astfel de vector x; apartinand spatiului F;. Tinand
T

T T
seama de rezultatul b), avem, cu z = in, Ly = H/"LAi = HQl = [A.
1 1 1
p—1
d) Fie pa(X) = XP + Z%Xi- A fiind un endomorfism ciclic, fie x € C"
i=0
astfel incat C™ = Vect{ Ay (z)}ren. Avem imediat p, = pa gi deci C™ este generat
de sistemul liber {z, Az,..., AP~'x}. Deci p = n (i.e. d°ua = d°xa) si, in final,
XA = HA.
Invers, presupunénd cd x4 = pa, avem, tinand seama de c¢), cd existd z € C™
astfel incat p, = pa = xa. Sistemul de vectori {x, Az, ..., A" 'z} este liber, deci
formeaza o baza a spatiului C”, i.e. A este ciclic. Teorema 4 este astfel demonstrata.

Observatie. Fiind dat un endomorfism ciclic A avand polinomul caracteristic

XA(X) = pa(X) = X"+ 1 X" P+ X+ ag,
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existd o bazd B, = {z, Az,..., A" 1z} a spatiului C". Atunci

00 0 —aq
Mat(4,8) = | 1 00 @
0 0 O 1—O£n,1

este matricea asociatd polinomului x4 (X) = pa(X).

Descompunerea ciclica al unui endomorfism

Pentru A € £(C), subspatiul V al spatiului C", este ciclic relativ la A dacad
si numai daca V este stabil pentru endomorfismul A si restrictia Ay este un endo-
morfism ciclic al subspatiului V. Teorema urméitoare este demonstratd in [1] — vezi
teorema 2.7, pagina 209, in [1] si capitolul VII, §4, paginile 215 - 218 in [1]:

Teorema descompunerii ciclice. Pentru orice A € L(C), existd r subspatii
vectoriale nenule ale spatiului C™ ciclice relativ la A, V1,...,V,., astfel incit:

a) Ch =P Vj;
j=1

B) Pentru j € {1,...,7 — 1} polinomul minimal p; al endomorfismului Ay,
divide polinomul j1;41.

Definitie. Polinoamele 1, 2, ..., iy S€e numesc factorii invarianti ai endo-
morfismului A $i pa = -

Cazul unei matrici nediagonalizabile

Presupunand aici cd endomorfismul A nu este diagonalizabil, fie x4(X) =
= det(X I — A) polinomul caracteristic al matricei A. Avem atunci:

Teorema 5. Au loc urmatoarele afirmatii:

a) dim C[4] < n;

b) dimC(A) > n;

c) Cele trei asertiuni ce urmeazd sunt echivalente:

i) C(A) = C[4]; ii) xa(X) = pa(X); iii) A este un endomorfism ciclic.

Demonstratie. a) Dimensiunea spatiului vectorial C[A] este (si aici)
dim C[A] = d°ua. Tindnd seama de teorema lui Cayley-Hamilton aceasta dimensi-
une este inferioard sau egali cu n.

b) Corpul C fiind algebric inchis matricea A este triangularizabild, adicd existd
P € GL,(C) si T matrice triunghiular superioara astfel incat A = PTP~!. Avem
imediat, atunci, C(A) = PC(T)P~*! si deci dimC(A) = dimC(T). Fie S spatiul
vectorial al solutiilor X = (xij)lgi,jgn ale sistemului TX = XT. Acest spatiu S
contine ca subspatiu multimea S’ a matricilor triunghiulare superior X verificand
TX = XT. Ne propunem sd ardtdm ci dim S’ > n. Sistemul liniar TX = XT este

(n+1)
2

. . A n o . .
un sistem de n? ecuatii avand necunoscute (corespunzatoare coeficientilor

lui X situati in partea superioard a matricii X). Ecuatiile corespunzitoare coefi-
cientilor situati dedesubtul diagonalei pricipale sunt triviale, produsul a doud matrici
triunghiulare superior fiind o matrice triunghiulara superior. Ecuatiile corespunza-
toare coeficientilor situati pe diagonala principald sunt gi ele triviale caci avem,
cu nota‘gii evidente, (XT)” = XiiTi'i = TiiXii = (TX)” TII ﬁnal, sistemul liniar
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—1 1
TX = XT este echivalent cu un sistem avand % ecuatii si % necunos-
1 —1
cute. Deducem imediat ci dim S’ > n(n+1) — n(n2 ) = n. Dacd dim S’ > n,

avem cu atat mai mult dim .S > n, c.c.t.d.

c¢) Presupunand ci C(A4) = C[A4], avem atunci (tindnd seama de a) si b))
cd dimC(A) = dimC[4] = n. In particular, dimC[A] = d°us = n. Polinomul
minimal p4 fiind un divizor al polinomului caracteristic x4, avem x4 = pa. Invers,
s presupunem cd x4 = pa. Am demonstrat — teorema 4 d) — ci, in acest caz, A
este un endomorfism ciclic si deci existd = € C™ astfel incat C* = Vect{A*(z)}ren.
Aplicatia liniard C(A) — C", B — Bux, este injectiva cdci dacd avem Bz = 0, atunci
BA*z = A*Bx = 0, pentru orice k € N. Endomorfismul B se anuleazi pe baza
{z,Ax,..., A,_12} aspatiului C", deci B = 0. Deducem ci dimC(A4) < dimC" =n
si, tinand seama de b), dimC(A4) = dimC[A] = d°ua = n. Avand C[A4] C C(A),
deducem egalitatea C(A) = C[A], c.c.t.d.

Observatie. Pentru a demonstra asertiunea c) se poate utiliza si teorema
descompunerii in subspatii ciclice folosind factorii invarianti (u1, g2, ..., @) ai en-
domorfismului A (vezi teorema citata anterior).

Ne propunem si calculdm dimensiunea spatiului C(A) in cazul in care ma-
tricea A nu este diagonalizabila. Corpul C fiind algebric inchis, polinomul carac-

P

teristic al endomorfismului A este scindat adicd yA(X) = H(X — \)%. Exis-
i=1

td o bazd B a spatiului C”, astfel incat Mat(A,B) = diag(S1,S2,...,5p) unde

S; = diag(Jx, (7i1) - . . I, (rix,; ), matricea Jy,(r;;) fiind matricea bloc de forma ur-

mditoare ([1], p. 219)

N1 0 ... 0
I (reg) = 0 x 1 0 ... O 7
QT N
ki
adica matrice patratd 7;; X r4; cu Ty > rig > ... 2> Ty, > 1l Zrij = oy, oy fiind
multiplicitatea algebrica a valorii proprii A;. Pentru i € {1,.. i;i, r;1 este indicele

valorii proprii A;; polinomul minimal al matriciei A este, atunci,

P
pa(X) =TT (X = a9
i=1

Din punct de vedere matricial existd o matrice inversibila P astfel incat
A = PJP~! unde matricea J este de forma J = diag(Jy,Ja ... ), fiecare ma-
trice J; fiind o matrice Jordan.

Notand cu d; = rj0 +2r;3 + ... + (k’l — l)rikia avem:

Teorema 6. Pentru orice endomorfism A € L(C), avem

p
dimC(A) =n+2) d;.

i=1
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Demonstratie. Avem echivalentele urméatoare
YeClA)eYA=AY & XJ=JX,

unde Y = PJP~!. Descompunem matricea X in matrici bloc corespunzand di-
mensiunilor matricilor Jordan J;, i € {1,...,m} si obtinem, cu X = [X;;], pentru
i,je{l,...,m}

XJ=JX & JiXij = Xiij. (1)

Acest sistem conduce la urmitoarele:

1) daca SpJ; # SpJ;, atunci X;; = 0;

2) dacd SpJ; = SpJ; (i.e. J; € My(C) si J; € M,(C) au aceeasi valoare
proprie), atunci toate solutiile X;; ale sistemului (1) sunt de forma:

Z
Xij =Zdacd u =v; Xy = <O>’ dacd u > v si X;; = (Z0) dacd u < v,

unde Z este o matrice pitratd triunghiulara superior de dimensiunea ¢ = min(u, v)
de forma

z1 292 e 2t

0 =z =z Zp_
7 - 1 22 t—1

0 .. Z1

Dimensiunea spatiului vectorial generat de o astfel de matrice este ¢ = min(u, v).
Avem, deci, cu notatiile precedente:

p ki
dimC(A) = Z Z min 7y, 4 )-
=1 u,v=1

Inegalititile ;1 > 142 > ... > iy, > 1 conduc, atunci, pentru ¢ € {1,...,p},
la egalitatea urmaétoare
ki
> min(ri,rio) =i+ 3ri2 + .+ (2ki = Drag, = (rin + iz + - rak,) + 2,

u,v=1

unde am notat cu d; = 12 + 23 + ... + (ki — )ik, -
k

Avand T35 = o, deducem imediat ca
j=1
p p
dimC(A) = > (@i +2d;) =n+2) d;,
i=1 i=1

c.c.t.d.
Observatii. 1) Aceastd teorema conduce la o altd demonstratie a teoremei

P
5. Intr-adevir, avem dimC(A) = n + 2 Z d; > n. Egalitatea are loc daca si numai
i=1

P
daca Zdi =0, i.e. dacd si numai dacid d; = 0, pentru orice i € {1,...,p} (pentru
i=1
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fiecare valoare proprie A;, i € {1,...,p}, existd un singur bloc Jordan de dimensiune

ri1 X 741). In acest caz, pentru i € {1,...,p}, r;1 = «; este indicele valorii proprii
P

A; (i.e. polinomul minimal al endomorfismului A este pa(X) = H(X — )Y =

i=1
=xa(X).)
2) In cazul cand matricea A este diagonalizabila, pentru ¢ € {1,...,p}, avem

(e 77
egalititile r;1 = rio = ... = ryay = 1 i deci Zl min(ri,, rw) = 1+ ...+ 1, deci
u,v= a?

[e 7] P
Z Min (7, 1) = af si dimC(A) = Z o?, rezultat obtinut in teorema 2 b).
u,v=1 i=1

Corolarul 7. Pentru orice endomorfism A € L(C) codimensiunea comutan-
tului C(A) este un numdr par.

Demonstratie. Tinand seama de teorema precedenti, avem

P
codimC(A) = n* — dimC(A) =n* —n — QZdi = 0(mod 2),

j=1

deoarece n? —n = 0 (mod 2) si corolarul este demonstrat.

Utilizand teorema descompunerii ciclice ne propunem si demonstram teorema
3 in cazul unei matrici oarecare. Fie C" = € V; o descompunere a spatiului C"

j=1

in subspatii ciclice pentru A. Aly, fiind ciclic, notam cu e; un vector e; € V; astfel
incat V; = Vect {ej, Ae;j...} si cu p; polinomul minimal al endomorfismului Aly,
(egal cu polinomul siu caracteristic). Pentru orice vector y € C™ existd r polinoame
Q1,...,Q, astfel incat y = Q1(A)er + ... + Q. (A)e,.

Teorema 8. Pentru un endomorfism oarecare A€ L(C), avem C2(A)=C(A).

Demonstratie. Avem imediat, cu notatiile precedente, A(y) = AQ1(A)er +
+...+AQ (A)e, i P;A(y) = AQ,(A)e; = AP;(y), fiindca AV; C V;, i.e. P; € C(A).
Deducem ci oricare ar fi B € C*(A), P;B = BP;. Fiind dat B € C(A), avem, pentru
je{l,...,r}, B(e;) = B[Pj(ej)] = Pj[B(e;)] € V;. Deoarece V; este ciclic pentru
A, existd S; € C[X] verificand B(e;) = Sj(A)(e;). Deducem ca, pentru orice vector
v; = R(A)e; € V;, unde R € C[X], avem

B(v;) = B[R(A)e;] = R(A)B(e;) = R(A)[S;(A)(e;)] = S;i(A)[R(A)(e;)] = S (A)vj.

Ne propunem s demonstram ca, oricare ar fi v; € V;, avem S;(A)v; =S, (4)v;,
pentru orice j € {1,...,r}. Pentru j € {1,...,r}, considerim aplicatia liniard
0; : C* — C™ astfel definita astfel

0 :v; = R(A)e; € Vj — (Rmy)(Aer,

unde m; = uruj_l este un polinom, caci p; divide p, = pa, si v; € V; — v; daca
i .

Vom ardta cd 05 este bine definitd. Dacd v; = R(A)e; = 0, i.e. polinomul
p; divide polinomul R, atunci 6;(vj) = (Rm;)(A)e, = 0, céci polinomul Rm; este
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divizibil cu polinomul .. Se verificd imediat ca pentru j € {1,...,7}, §;A = A6;,
ie. 6; € C(A) si, prin urmare, ;B = B#,.

Pe de altd parte, §;Be; = (S;m;)(A)e, si BOje; = (Sym;)(A)e,; deducem
(m;)(A)[S;(A) — Sr(A)]e, = 0. Polinomul m;(S; — S,) este, deci, divizibil cu po-
linomul g, = mjpu;, i. e. polinomul p; divide polinomul S; — S,.. Avem deci cd
(S; — S,)(A)v; = 0, pentru orice v; € Vj, j € {1,...,r}. In final, rezulta ca oricare
ar fi v; € Vj, Sj(A)v; = Sp(A)v;, 7 € {1,...,r}, adicd, pentru orice v; € Vj,
B(v;) = Sy (A)(vj), 7 € {1,...,7}, fie B = 5,(A) € C[A], de unde rezultd teorema,
avand incluziunea evidentd C(A4) C C2(A).

Bibliografie
[1] I. D. Ion si R. Nicolae, Algebrd, Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, diferite
editii.
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PROBLEME PROPUSE

253. Fie f : (a,b) — R o aplicatie continud si strict pozitiva, iar ¢ : R — (a,b) o
aplicatie derivabila astfel incat

pentru orice xz € R.
Sa se arate cd aplicatia ¢ este inversabila.

Dan Radu
254. Sa se arate cd, pentru orice numere naturale p > ¢ > 1, avem

p—§-12]‘—1 p—j :[(pi)/ﬂ 1 »
; j \¢g—1 = 2k+1\q+2k ’

Jj=1

Marian Tetiva
255. S& se calculeze

1 2k —1
lim — Z .
n—oom £ \/n2 + 8k% — 8k + 4
Gheorghe Szo6ll6sy
256. Si se arate ci, in orice tetraedru, are loc inegalitatea
2R® + 3% > 27 . 31+ ¥ 5

unde notatiile sunt cele uzuale din tetraedru, iar a« € R, a > 1.
Nicugor Minculete
257. Sa se arate cd

Z”:I (H\/W)_HH_ZI <k2k2+lc )

k(k+1)

Mihaly Bencze
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258. Fie .

I, = /(m —2?)"dz, neN.
0

Sa se arate ca sirul (I,), .y este convergent si sa se afle limita sa.
Laurentiu Modan

SOLUTIILE PROBLEMELOR PROPUSE

™
233. Sa se arate cd primitiva functiei f : (0, 5) — R, f(z) =sinPz, cu p € Ry, poate fi
redusd la primitiva unei functii rationale tn sinx dacd $i numai dacd p € N. Mai mult, in acest
caz, primitiva nu poate contine decdt o combinatie liniard de monoame in puteri naturale ale lui
sinx §i cosx, precum §i un termen in x.

Constantin P. Niculescu si Andrei Vernescu

Solutia autorilor. Prin schimbarea de variabild ¢ = sinz (unde functia ¢ : (0, g) —

— (0,1), ¢(x) = sinx este derivabilid) se obtine egalitatea formald

/sinp zdx = / Ldt = /tp(—t2 + 1)71/2dt
V1—1t2 ’

in care ultima primitivd este o primitivd binoma /ta(atﬂ +b)'dt [cua=p, B=2,v=-1/2,

a=—-1gib=1]. In baza unei cunoscute teoreme a lui Cebdsev, aceasta se poate reduce la primitiva
unei functii rationale in ¢ dacd si numai dacd are loc unul din urmétoarele trei cazuri:
(i) v € Z, adicd —1/2 € Z, fals;

1 1
(ii) at € Z, adica%ez, deci p=2k —1 (k € Z), de unde, cum p > 0, p =2k — 1,
cu k € N*;

i) 211 1 €z, adica
p=2k,cukeN.

Agadar, din (ii) si (iii), rezultd p € N. Pentru teorema mentionati, a lui Cebdsev, a se vedea
articolul acad. M. losifescu ,Teorema lui Cebasgev asupra integralelor binome®, Gazeta Matematica
gi Fizica, Seria A, 1959, Nr. 12, pp. 705-718.

Fie acum p € N; cazurile p = 0 gi p = 1 sunt triviale. Notand, pentru p > 2, Fp(z) =

1 1
p—;— —5:2EZ,decip:Qk(kEZ),deunde,cumpZO,

= / sin? zdz, se obtine, printr-o integrare prin parti, relatia de recurenti:

sinP~lzcosz p
- +

p

Fp(z) =

-1
Fp—Q(x)’
P

care, prin iterare, di pe Fp(x) ca o combinatie finitd de puteri naturale ale lui sinx si cosz (vezi I.
M. Rijik, 1. S. Gradstein ,Tabele de integrale, sume, serii i produse®, Editura Tehnicd, Bucuresti,
1955, pagina 107, formulele 2. 412). Aceste formule sunt:

' cosT ! (2n — 1!
. 2n _ s 2n—1 . 2n—2k—1 e
/ sin“™ xdx = — on <sm x + Z ajf sin x) + Wz,
k=1
2n—1)(2n—3)-...- (2n—2k+1
unde ap = (2n )(2n ) (2n + )7(k:1,2,...,n—1)7respectiv:
2k(n—1)(n—2)-...-(n—k)
cosw e
/sm2"Jrl rdr = il (sinQ"z-i- ’;bk sin?n—2k—2 J:) ;
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26 nn—1)(n—-2)-...-(n—k)

(2n—1)(2n—3)....-(2n—2k—1)’(kzl’z"”’"_l)'

unde by =

234. Fie G un grup aditiv abelian, tar f: G — R o aplicatie cu proprietatea cd

flx+y)+ flz—y) <2f(z) +2f(y),

pentru orice x,y € G.
Sa se arate cd, oricare ar fin € N, are loc inegalitatea

f(nz) <n®f(z),

pentru orice x € G.
In plus, daca orice element al lui G are ordin finit, atunci f este o functie pozitivd.
Dan Radu

Solutia autorului. Pentru z = y = 0, rezultd 2f(0) < 4f(0), si deci f(0) > 0. In
inegalitatea din enunt, ficand z = y, obtinem

f(2x) + f(0) < 4f(x)

si, cum f(0) > 0, rezultd
f(22) < 2%f(2), ey
pentru orice x € G.

Vom proceda prin inductie dupd n. Pentru n = 1 este chiar o egalitate. Vom presupune
inegalitatea adeviratd pentru numerele naturale k¥ < n si vom ardta cd este adevdratd si pentru
n+ 1.

Dacd n = 2p, atunci (n + 1)z = (p + 1)z + pz, iar x = (p + 1)z — pzx. Atunci, folosind
inegalitatea din enunt si ipoteza de inductie, avem

f((n+Dz) + f(z) = f((p+ Dz + pz) + f((p+ Dz — pz) < 2f((p+ D) + 2f (pz) <

<200+ 1D f(2) + 207 f(2) = (4p° +4p +2)f(2) = (20 + 1) f(2) + f(x) = (n+ 1)*f(2) + f(2),
de unde rezultd inegalitatea cerutd.
Acum, daci n = 2p + 1, atunci n + 1 = 2(p + 1) si, folosind inegalitatea (1) si ipoteza de
inductie, rezulta

F((n+1z) = f2(p + D) < 4f((p+ Da) <4(p+1)f(2) = (n+1)*f(2).
Fie z € G un element de ordinul n (nz = 0); atunci:
0 < £(0) = f(nz) < n’f(x),

de unde rezultd a doua asertiune.

Nota redactiei. Solutii corecte ale problemei au mai dat Marian Tetiva de la Colegiul
National Gheorghe Rogca-Codreanu din Barlad, Nicusor Minculete de la Universitatea Crestind
Dimitrie Cantemir din Bragov, Georghe B. G. Niculescu, de la Colegiul de Pogta si Telecomunicatii
Gh. Airinei din Bucuresti. Ultimul dintre rezolvitori face gi observatia pertinentd ci ipoteza co-
mutativitatii grupului nu este neapérat necesard. Mentiondm, de asemenea, cd o solutie partiald
a problemel a dat domnul inginer Marius Olteanu de la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti,
sucursala ,,Olt-Superior” din Ramnicu-Valcea.

235. Sa se demonstreze ca:
a) Polinomul minimal al lui cos - peste Q este

1 1 1
=X3-ZX?2_Z-Xx+4>.
! 2 2" T3

2
b) Polinomul minimal al lui cos 777 peste Q este

g:X3+1X2—1X—1.
2 2 8

3
¢) Polinomul minimal al lui cos 771’ coincide cu f.
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d) Ezistd egalitatile:
3 1 ™ 2r 3w

T 27
COS*—COS*-’-COS*Z*; COS — COS — COS — = —.
7 7 7 2 7 7 7

Marcel Tena
Solutia autorului. Ridicinile primitive de ordinul 7 ale unitatii verificd relatia
S+ vt 422+ +1=0 (1)

2 2
si sunt numerele complexe ¢, ¢2, ¢3, ¢4, ¢5, ¢, unde ¢ = cos 77T + isin 77T

X . 1 1 . 1
Impértind in (1) prin 23 si notand = + — =9 rezultd =2 + == y2 -2, 2% + == y® —3y
si atunci (1) devine
v Hy?—2y—1=0. (2)
6 6 1 6
a) Luand =z = ¢3 = cos77T + isin%, rezultd y = ¢3 + @ = 2cos77r = —2cos§ si
introducand in (2) obtinem
—8cos® — 4 4 cos? % +4cos - —1=0,
sau 1 1
cos® — — s2fffcosﬁ+7:0

peste Q.

2 2 1 2
b) Luand z = ¢ = cos T Lisin —Tr, rezultd y = (+— = 2 cos 77r si inlocuind in (2) se obtine

7 7 ¢

2 2 2 2 1 2 1 2 1
8 cos? il +4cos? T o deosZ 1= 0, adica, in definitiv, cos® - + = cos? T sl o= 0.

7 7 7 1 72 7 8
Cu aceleagi argumente ca la a), rezulti ci polinomul g = X3 + §X2 — 5X -3 € Q[X], este tocmai

2
polinomul minimal al lui cos 77r peste Q.
A 4 1 4 3

¢) Luand ¢ = ¢2 = cos — +isin —, rezultd y = ¢2 + — = 2cos — = —2cos — si
) ¢ - - y=C e - - 8

3
procedand exact ca la a), deducem c# polinomul f, este tocmai polinomul minimal al lui cos 2
peste Q.

2 2
d) Observand cid f(—X) = —g(X), rezulta f (—cos 7”) =—g (cos 77r> = 0. Prin urmare

polinomul f are ridicinile 1 = cosg7 Ty = —cCos 77r7 T3 = cos 77r si, din formulele lui Viéte,
obtinem egalititile din enunt.
Solutie datd de Gheorghe B. G. Niculescu, profesor la Colegiul de Pogta si Telecomunicatii
Gh. Airinei din Bucuresti. a) Mai intdi, vom demonstra prima egalitate de la punctul d):
T 2w 3 1
COS — — COS — 4+ Ccos — = —. 1
7 7 + 7 2 )
Notdm membrul stang cu E si transformim produsele in sume:
.om 2T . 3T .7 o 4r . 27 3 .o T 4T 0w
2Fsin — =sin — — [ sin — —sin— | + [ sin — —sin — | = —sin — + sin — + sin — = sin —.
7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
1
Rezultd E = — si relatia (1) este demonstratd.
Conform teoriei aferente polinomului minimal al unui numir algebric, trebuie ca f si fie

g
polinom monic (ceea ce este evident), si fie ireductibil peste Q si si aibi ca ridicind pe cos 7 Mai
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stim ¢ un polinom h € K[X] (K corp comutativ) de grad 2 sau 3, care nu admite rid&cini in K,
este ireductibil peste K.
Pentru polinomul 8f = 8X3 — 4X2 — 4X + 1, singurele ridicini rationale ar putea fi &1,

1
i; i17 ig. Dar se constati rapid (prin schema lui Horner, de pild4) ci niciunul dintre numerele

de mai sus nu anuleazi pe 8f. Adicd 8f nu are rddicini in Q. Atunci nici f nu are rid&cini in Q.
Cum gradf = 3, deducem cd f este ireductibil peste Q.

. o T .
Rimaéane si ardtdm cid f admite ca ridicind pe cos 7 Folosind formulele

cos? a = i(cosi&a—&—SCosa) si cosPa= %(1 + cos 2a).
avem
f(cosi> *COSgE—ECOSQE—lCOSE-‘rl:
7 7T 2 T2 7 8
= 1 (coss—7r +3cosz> — } <1+cos2—ﬂ-) — lcosEJrl =
4 7 7 4 7 2 7 8

1 T 1 2r 1 3
—COS— — —COS — + —COos — —
4 7 4 7 4 7

1 ™ 2 3m 1
:7<cosf—cos—+cos——7> =0
7 7

1
8
Am tinut cont de relatia (1). Deci f( cos 7) = 0, de unde concluzia ci f este polinomul

minimal al lui cosg peste Q.

b) Polinomul g este monic. Pentru polinomul 8g = 8 X34+4X?2—4X —1 ,candidatii rationali“
sunt +1, :I:E, iZ’ :t%. Dar niciunul dintre ei nu convine. Astfel ci 8¢ nu are ridacini rationale.
Implicit g nu are rddécini in Q, dar gradg = 3 si deducem c¢d g este ireductibil peste Q.

. 2T .
S& probam cd g are ca radicind pe cos - Intr-adevar

7 7
1 67r+3 27 +1 14 4 1 2 1 1 67r+
= —|cos — cos — | +— Cos — | ——cos — —— = — cos —
4 7 7 )71 )2 7

1 7r+1 21 1 37r+1 1 T 27rJr 3 1 0
= ——COSs — — COS — — — COS — - = == COS — — COS — COoOS — — — =
4 7 4 7 4 7 ’

2
conform relatiei (1). Conchidem cd polinomul minimal al lui cos 7” peste Q este g.
¢) Luand in considerare cele de la punctul a), trebuie dovedit cd f admite ca radicing si pe

3
cos 77r Avem

3T 33m 1 53w 1 3m 1
flcos— | =cos® — — —cos® — — —cos — + —
7 7 2 7 2 7 8
1 o 1 67 1 3n 1 1 9 1 3 1 6w 1
= - Cos—JrSCos— ——|(1+4+cos— |—=cos—+—-=—-cos —-+—CoS———COS — —— =
4 4 7 2 7T 8 4 7 4 7T 4 7 8
1 2 n 1 T n 1 T 1 1 s 2 n 3= 1 0
=——-cos—+—-cos—+ —-cos—-——=—|cos— —cos— +cos— — = | =0.
4 7 4 7 4 78 4 7 7 7 2
37
Deci f (cos 7) = 0 si cerinta din enunt, este stabiliti.
d) La inceputul rezolvidrii am demonstrat prima egalitate. Ne ocupdm de a doua:
™ 2 3 2 4 2
8cos — cos — cos — = 4cos — | cos — +cos — | =
7 7 7 7 7 7
4 2T 4L7r+4 5 2T 9 671'+ 2T +o(1+ 4
=4 cos — cos — cos® — = cos — + cos — cos — | =
7 7 7 7 7 7
9 7r_"_2 27r+2 9 3 9 ™ 27r+ 3 1 f1=1
= —2cos — cos — —2cos — = —2(cos - —cos — +cos — — = =1,
7 7 7 7 7 7 2
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unde am tinut seama incd o datd de relatia (1).

Agadar

™ 2 3 1
COS — COS — COS — = —
7 7 7 8
gi problema este complet rezolvata.

Nota redactiei. Solutii corecte ale problemei au mai dat Marian Tetiva — profesor la
Colegiul National Gheorghe Rogca-Codreanu din Barlad, Ioan Ghitd — profesor la Colegiul National
I. M. Clain din Blaj i Marius Olteanu — inginer la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresgti, sucursala
,»Olt-Superior” din Ramnicu-Vilcea.

236. Fie A un inel cu unitate in care pentru orice doud elemente x §i y egalitatea bino-
miald: n n n n
e = (s (ot o (i
0 1 n—1 n
este adevaratd pentru trei valori consecutive ale numdrului natural nenul n (nu neapdrat acelasi
pentry orice © iy din A). Sd se arate cd A este comutativ.
Ramdéne concluzia adevdratd dacd A nu are element unitate?

Marian Tetiva

Solutia autorului. Scriem egalitatea din enunt gi in forma

@t =3 (1)ar iy

=0

Fie p, p+ 1 si p + 2 cele trei valori pentru care egalitatea din enunt este valabild pentru
elementele z,y € A. Deoarece avem

(z +y)P* —Zf (pf1>:cp+1*~"yj — | (@+y)P - i (?)xp’jyj y=
=0 J =07

_ p p1 N~ (P p pH1—j, i _

=@+y)P+y—y) —= 7; ( i )7(],71) x Yy =

P
=@+yra—a|> (e Iy | = @+y)Pe —al@+y),
=0 7
rezultd (z + y)Pz — z(z + y)? = 0 si apoi (deoarece p poate fi inlocuit cu p + 1, conform ipotezei)
(x + y)Pte — z(z + y)PT! = 0. Asadar, pentru orice x,y € A, existd un numir natural nenul p
astfel incat
(z+y)Pe—a(@+y)P = (@+y)PHe—a(@z+y)PH =0
pentru y si x — y in loc de z §i y, obtinem ca oricare ar fi z,y € A, existid p € N*, astfel incat

aPy — yaP = aPHly — yaP Tl = 0.
La randul lor, aceste inegalitdti implicd

aP (zy — yx) = 2P Ty — yaP Tl — (aPy — yaP)z =0,

deci, in cele din urm&, am obtinut cd, pentru orice = gi y din A, existd p € N*, astfel incat
2P (zy — yz) = 0. De aici mai departe mergem pe o cale bititorita.

Anume, fiind date xz,y € A (arbitrare, dar pentru moment fixate), considerim numerele
naturale p gi g, pentru care avem

zP (zy — yx) =0,
respectiv
(+1D)(@+Dy—ylz+1)) =0 (z+1)%(zy —yz) =0

(1 fiind elementul unitate al inelului). Inmultim la stanga cu zP~! in ultima egalitate pentru a
obtine

($Q+p*1 + (il)xqﬂ)*? + ..+ <q z l)xp +xp71) (zy —yx) =0
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si tinand seama de zP(zy — yz) = 0 = x°(zy — yz) = 0, pentru orice s > p, deducem ci
2P~ (xy — yx) = 0. Repetdm acest procedeu de p ori pentru a ajunge in final la xy — yx = 0, ceea
ce se intAmpld pentru orice = gi y din A gi solutia se incheie aici.

Raspunsul la a doua intrebare este nu. Concluzia referitoare la comutativitate nu ramane
adeviratd in absenta elementului unitate. Avem la dispozitie exemplul (bine cunoscut) al inelului
matricelor de forma

0 a b
0 0 ¢
0 0 O
cu a, b, ¢ numere reale (sau intregi, sau complexe etc). Cum produsul oricdror trei matrici de acest

tip este matricea nuld, este clar cd egalitatea din enunt, este valabild pentru orice doud matrici din
acest inel gi orice n > 3. Bineinteles, acest inel nu este comutativ (si nu are, categoric, nici un
element unitate).

237. In tetraedrul ortocentric [ABCD] se noteazd cu ha §i ma lungimea indl{imii, respec-
tiv a medianei tetraedrului duse din varful A pe fata BCD (si analoagele), iar cu v §i R razele
sferelor inscrisd, respectiv circumscrisa tetraedrului.

Sd se arate cd au loc urmdtoarele rafindri ale inegalitatii lui Durrande in tetraedru
(R > 3r):

a)1<1+1+1+1<1 R*.

42 = h%  h%L  hEL  RE T 324 6 \
9 1 1 1 1 1 R

b) =< —5+—5+—F+—F5< 7 —.
)4R2 “m4 m% m% m% 324 16

Marius Olteanu

Solutia autorului. b) Demonstrim partea stangi a inegalitiitii. In orice tetraedru avem
relatia
N S B R N
r T ha kg he hp (
Aplicand inegalitatea dintre media aritmeticd gi media pitraticd, avem

1 1+1+1+1 >1(1+1+1+1>@1
4\ny hL KL kL) T 4\hs hy hc hp ar’

de unde

in continuare, vom demonstra partea dreaptd a inegalit&tii.
Vom folosi urmitoarele notatii: « = BC, |l = AD, b= AC, m = BD, ¢c= AB sin = CD,
Sx- aria opusi varfului X € {4, B,C, D}, S— aria totali, V— volumul tetraedrului. Avem

1 1 1 1 4 1
Sttt =- = (SR +5%+5%+5%). (2)
Ry h%L  hE R, 9 V2
Cum tetraedrul [ABC D] este ortocentric, avem egalitatea
1
S +5%+S2+ 5% = 1 (a®1? + b®m? + *n?) (3)

([3], pagina 37, ex. 156 sau [1], pagina 41, ex. 11), precum si relatiile a® +12 = b2 + m2 = ¢ + n2.
Fiard a se afecta generalitatea problemei, putem considera ci, intre laturile triunghiului
ABC (baza ABC) existd relatia de ordine

a>b>c. (4)
Atunci, din (4) si (3), rezultd ca
I<m<n. (5)

in baza relatiilor (4) si (5), se poate aplica inegalitatea lui Cebdsev si obtinem

1
a?l? +02m? + n? < 3 (a2 + 6%+ 02) (2 +m? + n2) . (6)
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insy 42y < (z + y)2, pentru orice x,y > 0, deci
42402 +2) (P+m? +n2) < (a2 + b2+ 2 +12+m2+n?)°. (7)
Dar
a2+ 4+ +124+m?+n? <16R2, (8)
conform problemei 79, pagina 23 din [3].
Agadar, din (6), (7) si (8), rezultd

64
a?l? +02m? + Pn? < §R4. 9)
Totodatd
S > 24+/3r2,
conform aplicatiei 5.1, pag 499 din [2].
Cum
3V =rS,
rezultd imediat cd
rS > 24+/3r3,
ceea ce este echivalent cu
3v > 24v/3R?,
adicd cu
1 < 1 1 (10)
VvV~ 8/3 13’
in fine, din relatiile (2), (3), (9) si (10), rezultd ci
1 N 1 N 1 n 1 _ 1 R4
ottt Sam e
hy " hE T hL T hL T 324 1S
cu egalitate daci gi numai daci [ABCD] este regulat.
1 1
b) Deoarece m 4 > ha (si analoagele), rezultd o < e (s1 analoagele), deci
A A
1+1+1+1<1+1+1+1<1 R4
m%  m%  mZL  m% ~ k4 h%L R hY T 324 r6’
conform punctului a).
Mai departe, din inegalitatea mediilor, avem
1 1 1 1 16
— 5t +—5 > . 11
T T T T R T o
Dar
2 2 2 2 4.9 12, 2 2 2 2 4 o _ 64
mA+mB+mC+mD=§(a +b0"+c 1" +m +n)§§-16R :ER; (12)

(am tinut seama de (8)).
Din (11) si (12) rezulta
1 1 1 1 9
R R T
Egalititile au loc dacd si numai dacid [ABCD] este tetraedru regulat.
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october 2004.

[3] M. Olteanu, Inegalitati in tetraedru — culegere de probleme, Editura Conspress, Bucuresti,
2003.
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Solutie datd de Nicugor Minculete de la Universitatea Crestind Dimitrie Cantemir din
Bragov. Pe langd notatiile din enuntul problemei mai introducem notatiile |BC| = a, |[AC| = b,
|AB| =¢, |AD| =1, |BD| = m, |CD| = n; V— volumul tetraedrului, S4— aria fetei BC'D (analog
SB, Sc, Sp, S— aria totald a tetraedrului. Avem

Ly S D54 s 1

il = = — =, (1)
ha Saha k1% 3V r
Prin utilizarea inegalititii lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz, obtinem

1 1\2 1

45— > ) ==

Z h,24 = (Z hA) r2

(din (1)), agadar
1 1

— > —. 2
Z h% T Ar? @)

Datoritd faptului c¢i tetraedrul [ABC D] este ortocentric, din lucrarea [1], avem egalitidtile

1
52 4 5% + 5S4 4+5%2 +54 = 1 (a®1? + b?m? + *n?)

1
’ a2 +12 =02 +m?=c2+n (3)
Prin urmare
ZL:LZSI%: 1 (a2l2+b2m2+02 2)_ (4)
Ry 9V2 3612

Fard a micsora generalitatea, presupunem cd a > b > ¢, ceea ce inseamnd cd [ < m < n,
deci, prin aplicarea inegalititii lui Cebdsev, avem

(a2 + b2 + 2 + 12 + m? +n?2)?

3 (a2l2 +b2m? + 02n2) < (a2 +b% + c2) (l2 +m?+ nz) < 1

(5)
in inegalitatea lui Leibniz, Z MA? > a? + b2 + 2 + 12 + m? + n2, pentru orice punct M

din spatiu, luim M = O, centrul sferei circumscrise tetraedrului [ABC D], si obtinem
16R%2 > a? + 02 + 2 + 12 + m? 4+ n?. (6)

Din inegalititile (5) si (6), deducem inegalitatea

64
a2 + v2m? + n? < §R4. (7)
Tot in [1] regasim inegalitatea
V > 8V3r3,
de unde
1 < 1 )
VT8V
Din inegalitatile (7), (8) si egalitatea (4), obtinem
1 R*
Z hT < 32476 ° (9)
A T
Cumuland inegalitatile (2) si (9) se observd cd inegalititile de la punctul a) au fost demon-
strate. ) 1
Se observa ugor cd ma > ha, mp > hp, mg > ho si mp > hp, deci Z — < Z s
m ha
iar prin utilizarea inegalit&tii (9) se deduce inegalitatea
1 R*
PO (0)
m2 T 324r6
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De asemenea, se deduce ugor ci:

m%:l[3(b2+c2+l2)—a2—m2—n2],

9
deci 1
Zmi‘ =9 (a2+b2+02+l2+m2+n2} .
Utilizand inegalitatea (6), obtinem urmatoarea inegalitate
6412
> mi < 5 (11)
Acum, prin intrebuintarea inegalitatii Cauchy-Buniakovski-Schwarz, avem
1
2
mi - — > 16. 12
IR PP a2)
Din inegalititile (11) si (12), deducem inegalitatea
64 R? 1 X
o Xz 216
A
adicd

1 9
Z 2 z 4R2°
A
Prin urmare, din inegalititile (10) si (13), punctul b) este demonstrat.

Bibliografie
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Nota redactiei. O solutie aseminitoare cu cea de mai sus a dat loan Ghitd, profesor la
Colegiul National I. M. Clain din Blaj.

ISTORIA MATEMATICII

Kurt Godel (1906-1978)

de RALF SCHINDLER

Kurt Gddel este, cu sigurants, cel mai insemnat logician al primei jumitdti a secolului
XX. In decadele 1920 si 1930, perioadd in care logica si teoria multimilor se aflau inci intr-un
stadiu incipient, Gddel a obtinut rezultate deschizdtoare de noi orizonturi in aceste domenii gi a
cdror influentd s-a resimtit cu multd intensitate pentru o lungd perioadd de timp: Teorema de
Completitudine, Teoremele de Incompletitudine, Teoremele de Consistentd a Axiomei Alegerii si
a Ipotezei Continuului a lui Cantor. El a dezvoltat metode care, desgi intr-o manierd rafinata si
consistent extinsi, sunt si astizi folosite in logicd gi in teoria multgimilor.

Kurt Gddel s-a ndscut acum 100 de ani, pe 28 aprilie 1906, in orasul ceh Brno (situat la 75
de mile in nordul Vienei), pe atunci capitala margrafiatului Moraviei, aflat sub stipanire austro-
ungard. ,,Compromisul Morav¥, facut in acel timp, avea drept tel reducerea tensiunilor dintre cehii
si germanii din Parlamentul Moraviei, ins#, in 1907, Parlamentul Cisleithaniei' devine totalmente
nefunctional din cauza exacerbirii nationalismului, aga ci, incepand cu 1909, se instaleazi, prin
decrete, o guvernare autoritard. Familia lui Gédel, care apartinea minoritatii germane, era instirita.
Tatil lui Kurt era directorul unei fabrici de textile gi primul locuitor al oragului Brno posesor al unui
Crysler. In 1918, dup# prabusirea coruptului regim Habsburgic, s-a intemeiat Republica Cehs, iar
membrii familiei Gddel devin cetdteni cehi. Partidele ,germanilor sudeti“ isi continud activitatea
intr-un mod agresiv si vor gési ulterior un suport neprecupetit din partea national-socialigtilor.
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Dupéd terminarea liceului german din Brno, Kurt Gddel merge la Viena, pentru a studia
fizica, matematica gi filozofia. Din 1926, incepe sd participe la intrunirile de joi seara ale Cercului
de la Viena, organizate de citre Moritz Schlick. Printre participanti se numirau Rudolf Carnap,
Herbert Feigl, Hans Hahn si Otto Neurath. Probabil cd atmosfera Cercului de la Viena a stimulat
interesul lui Gddel pentru problemele privind fundamentele matematicii. Principalele intrebiri
puse in aceea vreme erau exact de tipul celor asupra cirora igi va fixa atentia Gddel si care vor
primi rispunsuri complete in teza sa de doctorat si in al siu Habilitationsschrift2.

in 1928 o intalneste pentru prima dati pe Adele Nimbursky, niscutd Porkert, care lucra
ca dansatoare intr-un club vienez de noapte numit ,Nachtfalter. Se pare ci relatia lor a generat
unele nemul{umiri in familia Gédel. Vor trece zece ani pani cand Adele si Kurt se vor cisitori. In
1929 Gédel primeste cetdtenia austriacd, iar pe 6 iulie 1929 obtine titlul de doctor in matematici cu
teza "Uber die Vollstindigkeit des Logikkalkiils" (i.e. "Asupra completitudinii calculului logic"),
sub conducerea lui Hans Hahn, desi cel care probabil a starnit interesul lui Gédel pentru problema
completitudinii a fost Carnap, un student al lui Frege. O demonstratie a unei propozitii j in
cadrul unui sistem dat de axiome G (i.e. o multime de propozitii) este un sir finit de propozitii
avand pe j ca element final astfel incat orice element al girului este, fie un element al lui G, fie
rezultd din precedentele propozitii din sir, prin aplicarea regulilor unui sistem fixat de calcul logic.
Toate calculele logice standard ale logicii de ordinul intai demonstreazd exact aceleasi propozitii.
Teorema de Completitudine a lui Gddel afirmi cd existd un motiv pentru acest fenomen gi cd
nu existd necesitatea de a extinde astfel de calcule ale logicii: dacd ¢ este adeviratd in toate
modelele lui T, atunci existd o demonstratie a lui ¢ din I'. Deoarece demonstratiile sunt finite,
un corolar imediat este Teorema de Compacitate: dacd I' este un sistem de axiome astfel incat
orice submultime finitd a lui I" are un model, atunci I" insusi are un model. Folosind teorema de
compacitate, este foarte ugor si se construiascd modele non-standard ale Aritmeticii lui Peano, ale
Analizei sau modele numéirabile ale Teoriei Multimilor.

Hilbert si Ackermann au formulat foarte clar problema completitudinii calculului de ordinul
intai. Argumentele lui Skolem (din anii 20) aproape cd au produs o demonstratie pentru Teorema
de Completitudine, dar au ardtat o anumitd lipsd de curaj Platonic §i nu au construit modelul
necesar. (Gédel insusi mentioneazd un manuscris nepublicat al lui Carnap care prezintd o Teoremi
de Completitudine pentru un alt sistem, dar cel care meritd credit pentru demonstratia a ceea ce
numim acum Teorema de Completitudine este chiar Gddel. Gddel a prezentat rezultatul siu la
o intrunire care a avut loc la Konigsberg (acum Kaliningrad) in data de 6 septembrie 1929, insi
semnificatia acestuia nu a fost clard imediat. Demonstratia originald a lui Gédel a fost simplificatd
ulterior, printre altii, de citre Leon Henkin si G. Hasenjiger, care gi-au scris dizertatiile in 1947 si
respectiv in 1950 (la doudzeci de ani dupd descoperirea lui Gdédel).

Teoria modelelor din zilele noastre a rafinat intr-un mod spectaculos metodele constructiei
modelelor apirute initial in cadrul Teoremei de Completitudine. Astfel de instrumente l-au condus
pe E. Hrushovski la o demonstratie a conjecturii geometrice a lui Mordell-Lang.

Tatal lui Godel a murit in 1929. Kurt Gédel va trii acum din mostenirea acestuia. in
1932, igi sustine lucrarea de abilitare i devine Privatdozent la data de 11 martie 1933. Gddel nu
a detinut niciodatd o pozitie superioard acesteia la Universitatea din Viena; el predd si primegte
onorariul plitit de citre studenti pentru frecventarea cursurilor predate de el. Prima (si unica)
pozitie permanentd a lui Gédel va fi cea pe care o va obtine la Institute for Advanced Studies.

David Hilbert a ridicat problema unei demonstratii ,finitiste* a consistentei axiomelor
teoriei numerelor (unde termenul de ,finitist“ nu a fost niciodatd definit in mod formal). Aceastd
temd, i.e. a doua problemd a lui Hilbert, este de asemenea cunoscutid sub denumirea de ,,Programul
lui Hilbert“. Gddel a ardtat in cadrul lucririi sale de abilitare cd o astfel de demonstratie a consis-
tentei este imposibild in principiu: fie I’ un sistem de axiome consistent gi recursiv enumerabil care
este suficient de puternic, in sensul ci el contine un anumit segment al teoriei numerelor (segment
care este mai slab decat sistemul uzual al aritmeticii lui Peano). Prima Teoremi de Incompleti-
tudine a lui Gédel afirmd cd existd o propozitie ¢ astfel incat nici ¢, nici negatia sa —¢ nu sunt
demonstrabile din I'. Cea de a doua teoremi a sa de incompletitudine furnizeazd un exemplu de
astfel de propozitie. Demonstratia face uz de argumentul diagonal pe care Cantor l-a folosit pentru
a ardta cd numerele reale sunt mai multe decat cele intregi. Cu ajutorul a ceea ce azi numim
,GoOdelizare”, i.e. o simpla identificare calculabild a expresiilor limbajului formal cu numere intregi,
Gddel construiegte o propozitie ¢ in limbajul teoriei numerelor, ce exprimd "Nu sunt demonstra-
bild din I'*, care nu poate fi atunci demonstrabild din I, dar care urmeazi ci este adeviratd. De
fapt ¢ ="Nu sunt demonstrabild din I'" nu este demonstrabild din I dacd si numai dacd ¢ este
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adeviratd, dacd si numai dacid I' este consistent. Ca atare consistenta lui I' nu este demonstrabild
din T.

Ca un corolar, demonstratia lui Gddel ne asigurd ca predicatul de adevar nu poate fi definit
in limbaj formal, pentru cd, in caz contrar, putem considera propozitia ,Nu sunt adeviratd®.
Deoarece aceste fapte au devenit cu atat mai ,palpitante cu cat au fost mai putin intelese, Gddel
este omniprezent in literatura matematicid de popularizare, unde realizirile sale nu sunt intotdeauna
prezentate intr-o manierd exacta.

Gddel si-a prezentat rezultatele de incompletitudine la o intrunire a Societdtii Germane de
Matematici, care a avut loc la Bad Elster in septembrie 1931. FErnst Zermelo (pirintele a ceea
ce este astizi axiomatizarea standard a teoriei multimilor), pe care Gddel l-a intalnit acolo pentru
prima data, nu a fost capabil si cuprindi pe deplin continutul noii teoreme a lui Godel. Si altii au
avut probleme de acest tip. Hilbert a aflat despre Teorema de Incompletitudine a lui Gédel in 1931 si
gi-a dat seama imediat de impactul acesteia asupra programului sdu. De fapt, in lumina rezultatelor
lui Gddel, sarcina de a proba consistenta axiomelor teoriei numerelor prin mijloace finitiste devine
total lipsitd de continut. Prima prezentare didactici a Teoremei de Incompletitudine va fi faicutd
de cédtre Hilbert si P. Bernays in 1939.

Teoria modernd a demonstratiei studiaza in detaliu prin ce mijloace putem ardta consistenta
sistemului Teoriei Numerelor sau a Analizei. Folosind rezultatele cruciale ale lui Gentzen din anii 30,
stim ci este suficient si dispunem de inductia transfiniti pan# la eo (si ¢ demonstratia consistentei
nu poate fi asiguratd prin mijloace mai slabe).

Gddel gi-a petrecut anul academic 1933-34 la Institute for Advanced Studies din Princeton,
New Jersey. A trebuit si primeascd tratament psihiatric in toamna anului 1934: a petrecut cel
putin o sdptdmand intr-un spital din Purkersdorf, langs Viena. Nu avea sd fie ultima sa internare.

Un rezultat similar Teoremei de Incompletitudine este teorema lui Church asupra nedecid-
abilitdtii multimii tuturor propozitiilor care pot fi demonstrate intr-un sistem de axiome G, suficient
de tare. Gddel a fost mereu interesat de probleme de calculabilitate. In anii 30, Alan Turing a
inceput cercetirile asupra a ceea ce urmau si devini fundamentele teoretice ale stiintei calcula-
toarelor. Articolul lui Gédel, ,Despre lungimea demonstratiilor”, din 1936, se ocupa cu problema
teoriei complexititii, anticipAnd din nou alte directii de cercetare.

in 1934, guvernul austriac declard ilegale toate partidele politice, cu exceptia Frontului
Patriotic. Dolifuff nazuia la o aliantd cu Italia fascistd impotriva Reichului german. In timpul
puciului reugit al Partidului National-Socialist, din 25 iulie 1934, Dollfuff este ucis. Germania igi
sisteazd sustinerea cand trupele italiene se desfigoard in Brenner.

in timpul acestor vremuri tulburi, Gédel devine interesat de teoria mulgimilor si de prima
problemy a lui Hilbert. In 1934 reugeste si arate consistenta relativii a Axiomei Alegerii cu restul
axiomelor sistemului standard al teoriei multimilor, ZF'. Aceasta demonstreazi cd, in ciuda faptului
cd AC are aparent consecinte paradoxale, precum descompunerea lui Hausdorff a bilei unitate,
addugarea lui AC la ZF nu produce inconsistentd. In timpul noptii de 14 iulie 1937, Gdodel isi
incheie demonstratia conform cireia Ipoteza Continuului generalizati, GCH, este de asemenea
consistentd cu ZDF = ZF + AC. Acest rezultat este publicat, in 1938, in Proceedings of the
National Academy of Sciences, USA.

Ambele rezultate de consistentid sunt obtinute cu ajutorul modelului interior L, al tuturor
multimilor constructibile, pe care l-a introdus in scopul acestor demonstratii. L este inchiderea cla-
sei tuturor numerelor ordinale relativ la o clasd finitd de operatii fundamentale ale teoriei multimilor
(anume generatorii functiilor uzuale). Aceasta implicd faptul ci L este cel mai mic model (tranz-
itiv) al lui ZF care contine toate numerele ordinale. L poate fi stratificat intr-o ierarhie uniform
modelatd, fapt care i-a permis lui Gédel s& demonstreze nu numai axiomele ZF, ci gi AC, in L.
Lema de condensare pentru L conduce in final la o demonstratie elegantd pentru validitatea in L
(chiar a unei versiuni puternice) a Ipotezei Continuului generalizati.

Aga cum teoremele de completitudine si de incompletitudine ale lui Géddel au marcat sfarsi-
tul perioadei naive a logicii, descoperirea lui L, datorata lui Gédel, a transformat teoria multimilor
intr-un subiect cu un grad ridicat de elaborare. in anii 70, Ronald Jensen a inceput munca de per-
fectionare a investigatiilor lui Godel asupra constructibilitatii. Ceea ce a rezultat, anume , Teoria
structurii fine*3 a lui Jensen, demonstreazi cateva teoreme spectaculoase. Aceastd teorie, ca si
»Teoria modelelor interioare“4, ambele fiind domenii active in teoria modern# a multimilor, au
generat importante gi surprinzitoare clarificari asupra structurii locale gi globale a universului
matematic.

intre anii 1935-38, Gédel a vizitat adesea USA. Problemele de fobie devin tot mai grave.
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Dezvolti o puternicdi temere de a nu fi otrivit, mai ales prin intermediul mancérii. Nu se va mai
reface din boala mentald care se va dovedi a-i fi fatala.

in 1938, Schuschnigg il viziteazs pe Hitler in Berchtesgaden, unde ambii cad de acord
asupra instaldrii lui Seyf-Inquard ca nou ministru de interne austriac. La 12 martie 1939 Austria
este anexatd Germaniei, iar pe 2 aprilie 1939 Hitler organizeazd o celebrare pe Heldenplatz, in
Viena. Gddel devine automat german.

Kurt Gédel este naiv din punct de vedere politic. In 1939 este atacat de un grup de tineri
national-socialigti langs Strudlhofstiege in Viena. Conform zvonurilor, Adele reugeste si-1salveze cu
ajutorul umbrelei. In martie 1939 se renuntd la vechiul ,Privatdozent® gi este stabiliti titulatura
,Dozent neuer Ordnung®. Incepe, aparent fir# sperants, un rdzboi al hartiilor, care ar aranja
emigrarea lui Gddel in S.U.A. Adele si Kurt parisesc, in sfarsit, Viena pe data de 18 ianuarie 1940.
Pleacd cu trenul la Vladivostok, via Berlin si Moscova. Pornesc de la Yokohama cu vaporul spre
San Francisco, unde ajung pe data de 4 martie 1940. De aici continud cildtoria spre Princeton,
New Jersey. Kurt Godel nu se va mai intoarce niciodatd in Europa.

Gddel devine cetdtean al USA in 1948. Acum lucreazi la Institute for Advanced Studies, dar
devine profesor plin abia in 1953. Incercirile sale de a demonstra independenta Ipotezei Continuului
in raport cu ZFC dau gres. Devine interesat atat de teoria relativititii generale ( Einstein e colegul
siu la TAS), cat si de filozofie. Ca adept al lui Platon, Gddel nu igi imagina ci Problema Continuului
ar putea fi rezolvatd, dacd s-ar dovedi cd Ipoteza Continuului este independentd de ZFC.

Exact acest lucru este realizat de cdtre Paul Cohen, care lucrase in domeniul analizei
armonice. El inventeazd metoda ,forcing®, conform cédreia numerele reale pot fi adjunctionate unor
modele numéarabile ale ZFC, astfel incit modelele extinse si satisfacd in continuare ZCF, dar
gi negatia Ipotezei Continuului. Existd astfel, in sfarsit, o propozitie semnificativd din punct de
vedere matematic, care reflectd legitura primei teoreme de incompletitudine a lui Gédel cu ZFC.
Teoria modernd a multimilor oferd o varietate surprinzidtoare de asemenea propozitii. Cohen a
primit ,stampila de aprobare® de la Gddel personal. In 1966, Cohen a primit singura medalie
Fields care se acordase pand atunci pentru a onora rezultate din domeniul logicii matematice. Mai
tarziu, Cohen si-a pierdut interesul pentru teoria multimilor. Oricum, realizirile sale gi dezvoltarile
ulterioare ale lui R. Solovay si ale altora au transformat teoria multimilor intr-un domeniu dificil
si activ de cercetare. Teoria multimilor, aga cum se prezintd astdzi, nu are decit 40 de ani!

Godel se agtepta ca, intr-o zi, sd se poatd izola nigte axiome convingatoare, care sd resp-
ingd Ipoteza Continuului. n anii 70, el a speculat pe tema candidatilor pentru aceste axiome in
lucrarea sa privind ,scalele®. ,Axiomele p#tratului“® afirmi, printre altele, ci pentru fiecare intreg
n, cofinalitatea multimii tuturor functiilor de la wy, la wy, modulo filtrul Fréchet, este egald cu
wn+1. Din pédcate, experimentele lui Gddel nu au avut succes. Se pare ci Gddel gi-a pdstrat opinia
(cel putin in anumite perioade), cum ci ar trebui si fie N numere reale.

Problema privind marimea continuului este incd una dintre cele mai puternice, desi uneori
ascunse, forte directoare ale cercetdrii contemporane privind teoria multimilor. ,,Axioma forcingului
absolut“®, care generalizeazi axioma lui Martin si care este foarte folositoare in topologia teoriei
multimilor, implica faptul c& existd No numere reale. Argumentele care stabilesc aceasta implicatie
sunt oarecum similare cu argumentele pe care Gddel a incercat sd le exploateze in lucrarea sa despre
wscale“. W. Hugh Woodin a prezentat de curand un sistem elaborat de rationamente, care incearcd
sd respingd Ipoteza Continuului, bazandu-se pe rezultate ce decurg din proprietatea ,absolutd* a
forcingului si pe argumente profunde din teoria descriptivd a multimilor, care in parte sunt obtinute
prin metode de constructibilitate. Argumentele lui Woodin au fost combatute de M. Foreman si
J. Steel, dar sunt cu sigurantd un stimul pentru cercetarea moderna.

Godel nu a mai reugit si producd rezultate matematice in S.U.A., la acelagi nivel ca in
Viena. A primit o multime de distinctii, de exemplu ,,Medalia nationali pentru stiinta“, dar, in
iunie 1977, Adele Gddel este supusd unei operatii si, fard sotia sa care si-1 hraneascd, Gddel refuzd
s34 mai manance. Moare pe 14 ianuarie 1978 de ,malnutritie gi inanitie cauzate de tulburidri de
personalitate”. Sotia sa moare trei ani mai tarziu.

Oskar Morgenstern scrie in jurnalul siu: ,,El [Gddel] era foarte amuzant datoritd amestecu-
lui sdu de profunzime si de candoare®. Mosgtenirea remarcabild a lui Gddel este omniprezentd in
teoria mulgimilor i in logicd. Lucrarile sale complete au apdrut sub titlul:

Godel, Kurt, Collected works, 5 volume, S. Feferman et al, eds, Oxford University Press,
1986fF.

Traducerea in limba romdnd de Radu Miculescu
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Note

1. Acest articol a apdrut pentru prima datd n limba germand, tn DMV-Mitteilungen 14-1
(2006), pp. 42-45. El a fost tradus in englezd de cdtre autor. Autorul © mulfumeste lui Gunter
Fuchs pentru comentariile sale. (N. R. N.)

II. Versiunea in limba romand a fost realizatd dupd cea englezd apdrutd in Newsletter, No.
62, decembrie 2006, pp 29-31. Muliumim, pe aceastd cale, celor doud redactis — ca g1 autorului —
pentru permisiunea de a publica textul in limba romdand.

111. Ralf Schindler [rds@math.uni-muenster.de] a studiat filozofia, logica si filozofia stiintei
la Minchen. A obtinut titlul de doctor, tn 1996, la Universitatea din Bonn $i abilitarea la Uni-
versitatea Humbold din Berlin, in 2001. A lucrat succesiv, ca asistent la Bonn, ca cercetdtor la
UC Berkley, ca asistent universitar si ca profesor universitar la Viena. Din 2003 este profesor
la Institut fiir mathematische Logik und Grundlagenforschung, Universitatea din Minster. (N. R.
N.)

Urmdtoarele note apartin redactier G. M. - A:
1. Cisleithania — parte a Imperiului Austro-Ungar care, conform sistemului dualist,
era supusa direct Austriei
Habilitationsschrift — lucrare de abilitare (in german, in original)
"Fine Structure Theory” in original
"Theory of Inner Models" in original
"Square azioms" in original
. "Proper Forcing Aziom" in original
Redactia multumeste, de asemenea, domnilor George Georgescu §i Mihai losif, care au
contribuit la imbun#titirea traducerii acestui articol. (N. R. G. M. - A).

O UL W N

MANIFESTARI STIINTIFICE

A IX-a Conferintd Nationalid de Matematici si Aplicatii (CAMA’07)
Iasi, 26-27 octombrie 2007

A IX-a Conferintd nationald de analizd matematici si aplicatii a fost organizati de catre
Facultatea de Matematicd a Universitdtii Al. 1. Cuza din Iasgi, cu prilejul aniversirii a 100 de ani
de la nasterea profesorului Ilie Popa. Ea a beneficiat de sprijinul financiar al Autoritatii Nationale
a Cercet#rii Stiintifice, prin contractul nr. 235M/4.09.2007.

Programul stiintific a fost extrem de bogat, fiind prezentate peste cincizeci de conferinte
si comuniciri stintifice, care au atins cele mai variate aspecte ale cercetiirii in domeniul analizei
matematice. Amintim aici conferintele i autorii lor (in ordinea prezentdrii):

e Cabiria Andreian Cazacu: Contributii roménesti la teoria suprafetelor Riemann neori-
entabile;

e Mihail Megan, Adina Luminita Sasu, Bogdan Sasu: Dichotomie si admisibilitate pentru
familii de evolutie pe semiazd;

e Radu Miculescu: Generalizdri ale sistemelor iterative de functii;

e Nicolae Suciu, Laurian Suciu: Ordonare Harnack pentru perechi de contractii comutative;

e Marcelina Mocanu: Aplicatii ale teoremei lui Stepanov in spatii metrice cu mdasurd;

e Constantin Buse: O teoremd a lui Rolewicz tn spatic Hilbert cu aplicatii la EDP;

e Constantin Niculescu: Proprietatea de absolut continuitate in analiza reald;

e Petru Jebelean: Solutii periodice pentru ecuatii singulare cu p-Laplacian;

e Apreutesei Narcisa: Proprietdti topologice ale unor operatori cu diferente infinit dimen-
stonale;

e Rodica Luca-Tudorache: Probleme neliniare pentru operatorii cu diferente finite de or-
dinul dot;

e Lucian Beznea: Operatori de subordonare pentru rezolvante - omagiu lui Gabriel Moko-
bodzki (1937-2007)
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Comitetul de organizare (format din profesorii Owvidiu Cérja, Liviu Florescu, Eugen Popa,
Constantin Zdlinescu, Catalin Lefter, lectorul Marius Durea si asistentul universitar Marius Ape-
trei) a asigurat o atmosfers deosebit de primitoare, care a contribuit substantial la succesul stiintific
al conferintei. Discutiile pe marginea lucrarilor prezentate, prelungite si la Casa Pogor, au apropiat
participantii, care astfel s-au bucurat de doud zile dedicate eminamente matematicii si problemelor
sale. Indubitabil, Universitatea Al. I. Cuza este, in acest moment, centrul analizei matematice din
Romania, iar realizdrile grupului de matematicieni de la aceastd universitate au reusit sd transmita
un sentiment de optimism in viitorul matematicii romanegti.

Constantin P. Niculescu

DIN VIATA SOCIETATII

A XXXIV-a Sesiune de comunicari metodico-stiintifice
a Filialelor din judetul Prahova ale S.S.M.R.

Sambitd 27 octombrie 2007 s-a desfigurat, la Sinaia, a XXXIV-a Sesiune de comunicari
metodico-stiintifice a Filialei Prahova a S.S.M.R. Drept gazdi primitoare a lucridrilor sesiunii a
servit, ca de numeroase ori in anii precedenti, Colegiul Mihai Cantacuzino din localitate.

Lucrérile au debutat prin Cuvantul de deschidere rostit de domnul profesor Nicolae Ange-
lescu — inspector general adjunct al I. §. J. Prahova — presedintele Filialei Prahova a S. S. M. R.
gi unul dintre principalii organizatori ai manifestarii. in continuare, domnul prof. univ. dr. Dorin
Popescu — pregedintele de atunci al S.S.M.R. — a adresat un Mesaj de salut din partea conducerii
Societdtii. De asemenea, din partea staff-ului S.S.M.R. au mai participat, la lucrdri, domnul Mircea
Trifu — secretar general — gi semnatarul acestor randuri.

in cadrul lucrarilor plenului au fost prezentate urmitoarele comunicri:

1. prof. univ. dr. Miron Oprea (Universitatea Petrol gi Gaze din Ploiesti): ,Centenarul
nagterii profesorului Ion Grigore;

2. conf. univ. dr. Cristinel Mortici (Universitatea Valahia din Targovigte): ,,Asupra unei
configuratii de puncte din plan®;

3. prof. univ. dr. Horea Banea (Universitatea Transilvania din Bragov): ,Asupra unei
probleme a lui Adrian P. Ghioca®;

4. conf. univ. dr. Andrei Vernescu (Universitatea Valahia din Targoviste): ,,O caracteri-
zare a polinoamelor lui Legendre®.

5. prof. Alezandru Popescu-Zorica (Bucuregti): ,,Curbe algebrice®.

in continuare, din cauza numirului mare, lucririle s-au desfigurat pe trei sectiuni, dup#
cum urmeaza:

Sectiunea A (moderatori prof. univ. dr. Stere Ianus de la Universitatea din Bucuresti gi
prof. Felicia Georgescu de la 1.§.J. Prahova):

1. prof. univ. dr. Constantin Popovici (Universitatea din Bucuregti): ,Probleme decida-
bile. Probleme nedecidabile®;

2. prof. univ. dr. Miron Oprea (Universitatea Petrol si Gaze din Ploiesti): ,Radicina
criticd si teologia aritmeticii®;

3. prof. univ. dr. Miron Oprea (Universitatea Petrol gi Gaze din Ploiegti): ,,Expozitia
francezd < Matematica 2000>> in Romania‘;

4. prof. Ion Nedelcu (Colegiul National Mihai Viteazul din Ploiegti): ,Asupra inegalit#tii
lui Schur*;

5. prof. Dumitru Popa (Colegiul National Nicolae Iorga din Vilenii de Munte): ,Teorema
rearanjarii si aplicatii®;

6. prof. Mihai Gavriluf (Roman): ,,Observatii asupra unor inegalititi din Gazeta Matema-
ticd

7. prof. Stefan Savu (Grupul Scolar Maneciu): ,,Un moment interesant si o problemd
interesantd‘;

8. prof. Adelina Apostol (Scoala cu clasele I-VIII Nicolae Iorga din Ploiesti): ,,Probleme
care au condus la aparitia unor teorii gi discipline matematice®;

9. prof. Stelian Banu (Scoala Centrald din Campina): ,,Asupra unor sume de fractii®

10. prof. Catalina Anca Isofache (Liceul teoretic Alexandru Ioan Cuza din Ploiegti):
»,Prezentarea unui curs optional integrat de biomatematica*“.
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11. prof. Rozana Licid (Grupul Scolar energetic din Ploiegti): ,,Aspecte metodice privind
predarea capitolului Matematici financiare.

Sectiunea B (moderatori conf. univ. dr. Cristinel Mortici de la Universitatea Valahia din
Targovigte si prof. Nicolae Angelescu de la 1.§.J. Prahova):

1. prof. univ. dr. Constantin Udriste, asist. Ariana Pitea (Universitatea Politehnica din
Bucuresti): ,Probleme de optimizari cu restrictii EDP sau IDP¥;

2. lect. univ. Nicugor Minculete (Universitatea Cregtind Dimitrie Cantemir din Bragov):
,O demonstratie a teoremei Erd6s-Mordell*;

3. prof. Anghel Dafina (Colegiul National Nicolae Iorga din Vilenii de Munte): ,Infisuri-
toarea cercului, respectiv a sferei, ca locuri geometrice;

4. prof. Liliana Criciun, prof. Ioana Totolici (Liceul teoretic Nichita Stinescu din
Ploiegti): ,Demonstrarea unor inegalitidti cu ajutorul generalizdrii inegalititii lui Cauchy la ma-
trici®

5. prof. Gabriela Leu (Colegiul Mihai Cantacuzino din Sinaia): ,Sir cu recurentd de
termeni consecutivi numere prime*;

6. prof. Marioara Costachescu, prof. Cristina Diana Constandache (Liceul cu program
sportiv din Roman): ,,Contributii ale lui Leonhard Euler la elaborarea simbolurilor matematice®;

7. prof. Adrian Stroe (Liceul Mihai Viteazul din Caracal): ,,O completare a teoremei de
medie a lui Lagrange®;

8. prof. Mihaela Doinaru (Colegiul Mihai Cantacuzino din Sinaia): ,Formula generalizatd
a lui Leibniz de integrare;

Sectiunea C (moderatori conf. univ. dr. Andrei Vernescu de la Universitatea Valahia din
Targovigte si prof. Petre Nachild de la Colegiul National I. L. Caragiale din Ploiesti):

1. prof. Romelia Sciov (Liceul teoretic Alexandru Ioan Cuza din Ploiegti): ,,O generalizare
a unei probleme datd la examenul de la Bacalaureat din 2007%

2. prof. Lidia Tatiana Pand, prof. Lidia Mihaela Ionescu (Scoala cu clasele I-VIIT Sf.
Vasile din Ploiesti), prof. Magdalena Georgescu (Scoala cu clasele I-VIII Sf. Vineri din Ploiegti):
LLectii practice si atractive inspirate de N.A.S.A.%;

3. prof. Maria Frusinoiu (Grupul Scolar pentru constructii de magini din Campina):
»Mijloacele de invatimant in proiectarea didacticd®;

4. prof. Maria Stoica (Liceul Nichita Stidnescu din Ploiegti), prof. Ioana Totolici (Liceul
teoretic Nichita Stinescu din Ploiegti): ,,Aspecte metodice privind rezolvarea subiectelor de mate-
maticd la examenul de definitivat de la Universitatea Petrol gi Gaze din Ploiegti, 2007¢;

5. ing. Alezandru Dumitru (Ploiesti): ,Educatie prin matematicd — jocuri didactice pentru
copii®;

6. prof. FEmilian Deaconescu (Scoala cu clasele I-VIII din Ceptura, jud. Prahova):
,Contributia istoriei matematicii la atractivitatea lectiilor din ciclul primar gi din gimnaziu®;

7. prof. Georgeta Filipescu (Liceul de artd din Ploiesti): ,Rolul programei gcolare in
matematica din gimnaziu“;

8. prof. Cristina Marin, prof. Ilie Lazdr (Scoala cu clasele I-VIIT Sf. Vineri din Ploiesti):
,Parteneriat educational < Matematica la superlativ>*;

9. prof. Carmen Luminita Brucdir (Scoala inv. Athanase Jean Stoicescu din Aricesti-Zele-
tin, jud. Prahova): ,,Aplicatii ale teoremei lui Pitagora‘;

10. prof Constantin Schean (Colegiul National Mihai Viteazul din Ploiegti): ,,Cateva iden-
titagi

11. prof. Rozana Soare (Liceul Nichita Stinescu din Ploiesti): ,Aplicatii ale congruentei
modulo n‘.

Lucrérile sesiunii s-au bucurat de un larg succes, comunicirile prezentate starnind vii dis-
cutii si intrunind aprecieri din partea celor peste o sutd de participanti.

Organizatorii sesiunii au fost, ca de obicei, Inspectoratul Scolar Judetean Prahova si Filialele
S. S. M. R. Prahova.

in fine, un ultim cuvant de multumire trebuie si adresim profesorului Constantin Bucur,
directorul Colegiului Mihail Cantacuzino din Sinaia, precum si doamnei profesoare Mihaela Doinaru
— de la acelasi liceu — care s-au dovedit gazde deosebit de amabile gi primitoare, rdspunzand cu
solicitudine tuturor dorintelor organizatorilor sau participantilor.

Dan Radu

75



Profesorul Constantin Corduneanu — O viati dedicatd matematicii')

De la Dimitrie Cantemir la Ton Creangd si Mihai Eminescu, de la Ciprian Porumbescu la
George Enescu, de la Gheorghe Asachi la Spiru Haret, Moldova a dat tdrii personalititi sclipitoare,
ce au marcat istoria culturald si gtiintifici a natiei roméane.

Avem deosebita plicere, sd prezentim in preajma frumoasei varste de 80 de ani, pe unul
dintre marii matematicieni ai tuturor timpurilor, respectiv pe prof. univ. emerit Constantin
Corduneanu, fiu al mirificelor plaiuri moldave. S-a ndscut in a 26-a zi a lunii lui Cuptor, in anul
1928, la Iasi, fiind fiul cel mare al invitdtorilor Costache si Aglaia. Ca si in cazul marelui narator
ITon Creangd, copiliria matematicianului de mai tarziu, s-a petrecut in lumea de basm a satului
moldav dintre cele doud rdzboaie mondiale, in Potangeni, comuna Movileni, judetul Iagi, acolo unde
se afla gi casa bunicilor dinspre tatd, de care se leagi sotiile si aminitirile jocurilor in compania
celorlalti doi frati mai mici dar si a numerosi veri si verigoare.

Scoala primard gi cea gimnaziald au fost absolvite tot in satul copildriei. Adolescentul C.
Corduneanu a urmat cursurile Liceului Militar la Iasi, intre 1941-1945 si la Predeal, intre 1945-1947,
unde, dupi rizboi, s-a mutat aceastd institutie de adeviratd formare culturald a tinerilor.

incepand cu 1945, elevul C. Corduneanu se apropie de Gazeta Matematici unde devine
rezolvitor. Activitatea sa se intensifici in 1946 si 1947 cand este premiat, obtinand chiar premiul
I, in 1947, anul in care gi-a trecut bacalaureatul. Profesorul de acum, mirturiseste cu nostalgie ci,
in liceul militar, alaturi de alti colegi silitori ce s-au impus mai tarziu ca personalititi puternice ale
societ#itii, a deprins tehnica studiului aprofundat si a cercetirii asidue.

intre 1947-1951, tanirul C. Corduneanu a urmat, in ,dulcele targ al legilor*, Facultatea de
Matematici a prim infiintatei universitdti roménesti, la 1860, in timpul domniei lui Cuza Vodai,
martor la eveniment fiind si S. Haret, primul doctor roman in Matematicd (Sorbona 1878), dar
si ,marele Ministru“ din viziunea gazdelor epocii care, in calitatea de ocupant pe cea mai lungd
perioadd cunoscutd la noi a portofoliului Educatiei si Invitdmantului, l-a structurat, l-a reformat
st l-a agezat pe baze moderne (v.[1]). In perioada studentiei, la 23 iulie 1949, C. Corduneanu
se casdtoreste cu Alice Olga, colega sa din Sibiu, viitoarea profesoari de Matematici a Liceului
National din Tasi. Dupd 56 de ani petrecuti impreund, cu zile frumoase, presirate cu bucurii si
fmpliniri, la sfargitul prim&verii lui 2005, cu durere in suflet, profesorul a trebuit si se desparti
pentru totdeauna, de distinsa-i sotie, plecatd in lumea linigtii fard sfarsit.

Talentul deosebit pentru matematicd al tandrului C. Corduneanu, i-a determinat pe pro-
fesorii sii si-i ofere, incd student fiind, un post de preparator universitar, intre 1949-1950. In
februarie 1951 gi-a trecut licenta in Matematicd, iar intre 1950-1955 a functionat la Facultatea
iegeand, ca asistent universitar. C. Corduneanu a urmat studiile doctorale tot la Universitatea Al.
1. Cuza , in perioada 1953-1956. Si-a trecut doctoratul in 1956, cu teza intitulatd ,, Teoria calitativd
a ecuatiilor diferentiale de ordinul intai gi doi“, sub conducerea profesorului Ilie Popa.

isi va continua cariera la Universitatea din Iasi, ca lector universitar intre 1955 gi 1962. Va
ocupa pozitia de conferentiar universitar din 1962 pani in 1968. Devine profesor universitar pentru
Ecuatii Diferentiale, in 1968. De amintit cd intre 1967-1968, C. Corduneanu a fost visiting profesor
la Universitatea Rhode Island din S.U.A., unde in aceeagi calitate, s-a intors gi in prim#vara lui
1978. Invitatiile din partea mediului matematic american sunt firesti, dacd avem in vedere renumele
de cercetator al prof. C. Corduneanu, care gi-a slefuit talentul in institutii remarcabile, precum
Institutul de Matematici al Academiei Poloneze din Vargovia gi Cracovia (mai-iunie 1962) sau
Institutul de Matematicd Ulisse Dini al Universitdtii din Florenta (aprilie-mai 1965). Tot in Italia,
a revenit ca visiting profesor, la Scoala Normald Superioari din Pisa, in august gi septembrie 1973.

Dacd in perioada deceniilor 6 gi 7, scoala matematicd roméneascd era in topul mondial,
dupi cele din fosta Uniune Sovieticd si Polonia, debutul deceniului 8 a marcat inceputul unui de-
clin permanent, continuat in ritm sustinut, pand in prezent. Este gi motivul pentru care, intuind
fenomenul, cercetdtorul C. Corduneanu, dupd perioada petrecuti la Universitatea Rhode Island, ca
visiting profesor in primé&vara lui 1976, a continuat tot ca visiting profesor, pand in 1979 la Univer-
sitatea Tennesse. Apoi. s-a decis si se expatrieze pentru binele viitorului sdu stiintific, rimanand
definitiv in S.U.A. unde a functionat ca profesor titular al Universitdtii Texas din Arlington, intre
1979-1996. Din 1996 pand in prezent, domnia sa este emeritus profesor al acestei universitati.

Deseori, matematicianul C. Corduneanu a diruit din timpul siu si multor activitati admi-
nistrative universitare. Astfel, in vremea cand a activat in paralel i la Institutul Pedagogic Suceava,

1) Lucrare prezentatd in sectiunea History and Philosophy of Mathematics in cadrul celui de al
VI-lea Congres al Matematicienilor roméni, 24.06— 4.07/2007, Bucuregti. (N.A.)

76



profesorul a fost intre 1964-1967, sef al catedrei de Matematic3, iar intre 1967-1968, rector al acestei
institutii universitare. Din 1968 si pand in 1972, C. Corduneanu a condus ca decan, destinele
Facultédti de Matematicid a Universitatii din lagi, céreia i-a devenit apoi prorector cu cercetarea
stiintificd si doctoratele intre 1972-1977.

Vom incerca, sd evidentiem, in continuare, activitatea deosebitd a lui C. Corduneanu ca
distins cercetdtor in Matematicd. Domeniile predilecte ale profesorului sunt: Fcuatiile diferentiale
st integro-diferentiale, Ecuatiile Functionale, Teoria calitativd o ecuatiilor diferentiale, liniare gi
neliniare, Teoria stabilitdtii sistemelor automate, Teoria oscilatiilor si a undelor aproape periodice.
Vom mentiona cd tandr fiind, dupd ce a primit (in 1963), premiul Academiei Roméne pentru
lucrarea ,, Teoria calitativd a sistemelor de control automat; C. Corduneanu a fost numit, la 35 de
ani, seful Sectorului de Ecuatii Diferentiale, de la Institutul iegean al aceleiagi Academii, functie
pe care a ocupat-o intre 1963-1968. Din aceastd perioadd dateazd intensificarea la universitatea
moldavi, a activitdtii seminarului stiintific de ,, Teoria calitativd a ecuatiilor diferentiale®, infiintat in
1957 de profesor si sub conducerea ciruia a avut o viagd lungs, de 39 ani, pani in 1996, cu observatia
cd incepand din prim#vara lui 1978, a fost transferat peste oceanul Atlantic! Prin acest seminar,
au fost puse bazele unei adevirate gcoli de cercetare. Aici, sub indrumarea atenti a profesorului,
igi vor trece doctoratul: N. Gheorghiu, George Bantas, Viorel Barbu, N. Luca, Pavel Tolpalaru,
Sergiu Aizicovici, Marica Lewin, la lagi, C. P. Tsokos, A. N. V. Rao, W. Layton, la Rhode Island si
Tennessee, dar si R. Aftabizadeh, H. Poorkarimi, M. Moadab, A. Ansari, M. Mohdavi, Yizeng Li,
Z. Okonkwo si altii, la Arlington. Tot in cadrul seminarului, si-au adancit specializarea postoctorald
S. Travis i D. Phising in vremea functionirii la Rhode Island si Tennessee.

Pani la stabilirea definitivid in S.U.A., neobositul cercetitor conferentia despre Oscilafii
Neliniare, despre Teoria calitativd a ecuatiilor diferentiale neliniare si despre Ecuatii Integrale, la
Berlin, in 1964, la Milano i Perugia, in 1965, la Madison din Wisconsin, in 1968, la Roma in 1970
la Washington D.C si Warwick (Marea Britanie), in 1971, la Brno in 1972, la Durhamm si Sussex
(Marea Britanie), in 1973, precum si la Rolla din Missouri, in 1978. Mai mentiondm aici c# in
1974, cu 4 ani inainte de plecarea definitivd din tara natald, omului de stiintd C. Corduneanu i
s-au recunoscut meritele de incontestabil cercetdtor, prin alegerea sa, ca membru corespondent al
Academiei Roméane. Este trist insi ci, acum, la peste 18 ani de la zbuciumatul decembrie 1989,
in degringolada sustinutd de diverse interese, in pestrita lume academicd romanescd, situatia pro-
fesorului emerit C. Corduneanu, intemeietor de scoald in Teoria calitativi a ecuatiilor diferentiale,
in Stabilitatea sistemelor automate si in Teoria oscilatiilor gi undelor aproape periodice, nu a fost
nici clarificati, nici corect trangati. Existd insd multumirea certd ci S. U. A., in perioada lor de
maximd deschidere spre stiinta, i-au oferit foarte cunoscutului matematician roméan emigrant, C.
Corduneanu, aflat in 1978 in plind putere creatoare , sansa de a-si dezvolta la maximum oportu-
nitatile intelectuale de cercetare, in domeniul sdu de interes. Cu trecerea anilor, lucrarile sale devin
tot mai bine cunoscute gi sunt foare des citate si ca urmare a prezentdrii lor ca invitates lectures
la conferintele si congresele din lumea intreagd, printre care amintim: Beaumont din Texas, in
1982, Edinburg din Texas, in 1984, Trento din Italia, in 1984 si 1987, Rhode Island din S.U.A., in
1988, Walis din Marea Britanie, in 1989, Neapole si Torino din Italia dar si Kyoto din Japonia, in
1990, Dundee din Scotia, in 1993, Stratliclyde din Marea Britanie, in 1994, Szeged din Ungaria si
Atena (Al doilea Congres de Analizd Neliniard), in 1996, Waterloo din Canada, in 1999, Catania
(Al treilea Congres de Analizi Neliniara din Italia), in 2000. In 2006, matematicianul C. Cor-
duneanu conferentiazd la Baden-Baden in Germania, la Congresul de Cibernetica gi Sisteme, dar gi
la Aveiro, in Portugalia, iar in 2007 tine o conferinti la Sankt Petersburg. Domnia sa este printre
foarte putinii roméani ce au conferentiat in repetate randuri, in 34 universitati ale S.U.A., printre
care si renumita Cornell. De nenumirate ori, profesorul a fost solicitat si tind atat studentilor
cat gi specialigtilor, diverse prelegeri din sfera sa de interes stiintific. Dintre acestea, 4 au avut
loc tot pe continentul nord-american, dar in Canada, la Montreal, la Universitea de Montreal, in
1973, in 1987 la Mc. Gill University, cea mai veche institutie academicd a acestui continent, in
PEcole Polytechnique de Montreal in 1989, dar si la Victoria University din Columbia Britanics, in
1983. Alte prelegeri s-au desfiagurat la Louvain din Belgia, in 1970 si 1976, in fosta Cehoslovacie,
la Academia acesteia, in 1962, la Universitatea Carol din Praga, in 1966, la Brno si Bratislava, in
1971, apoi in 1994 gi 1995 la Marrakech din Maroc.

Ultima mare prelegere, tinutd sub formi de curs a avut loc la Universitatea Central Euro-
peand din Budapesta, pe tema Oscilatitlor si undelor aproape periodice, bazatid pe cartea cu acelasi
nume, pregititd pentru tipar intre 2005-2007 i care urmeazi si apard in curand, ca reflecand pre-
ocupdrile mai vechi sau mai noi ale distinsului cercetdtor. Vom remarca faptul cd numarul lucrérilor

7



expuse ca prelegeri sau conferinte intre care doud expuneri plenare de cdtre marele profesor, de-
paseste 125, fiind sustinute in 18 tari, respectiv in Belgia, Bulgaria, Canada, Cehoslovacia, Franta,
Germania, Grecia, [talia, Japonia, Maroc, Olanda, Polonia, Portugalia, Roméania, Rusia, S.U.A,
Ungaria, Marea Britanie.

Profesorul cercetitor C. Corduneanu, in cei 47 de ani de activitate efervescenti petrecuti
pand la pensionarea din 1996, a scris peste 150 de articole in domeniul siu de interes stiintific si 4
cdrti, apdrute in 10 editii, iar de atunci incoace, a mai publicat incd doud carti gi alte peste 40 de
articole. Este uimitor sd constatdm ci prima sa carte Ecuatii integrale gi stabilitatea sistemelor feed-
back este citatd de peste 850 de ori. Cateva sute bune de citdri se gésesc si pentru volumul Func{ii
aproape periodice apdrut in 3 editii. Iar lucririle sale sunt citate in bibliografia reprezentantilor
domeniului sdu de cercetare de peste 5300 ori! Este dovada unei munci serioase, intreprinse cu
talent gi asiduitate care, la schimbarea angajatorului roméan cu cel american gi fir existenta nici a
celei mai mici intreruperi a activititii, a permis un fapt aproape incredibil: niciodatd, universitatile
din S. U. A., la care a lucrat profesorul C. Corduneanu, nu i-au cerut acestuia, actele sale de studii!
Este in fond marea pretuire pe care societatea americand s-a straduit sd i-o acorde cercetdtorului
de exceptie, care i s-a aldturat in plind putere creatoare, pretuire pe care patria mami nu s-a
ardtat dispusd sd i-o ofere, chiar dacd profesorul este unic prin ceea ce a facut pentru comunitatea
matematicienilor roméani. $Si aceasta, pentru ci desi foarte departe de tara bantuitd de cea mai
crudi perioadd a epocii sale comuniste, in 1981, la Arlington, in Texas, editeazi revista ,Libertas
Mathematica®, cu un nume absolut semnificativ ales, dand posibilitatea unor colegi ramagi acasa
si aib# sansa de a mai publica si in strifinditate. In cei 27 de ani de aparitie neintrerupts, in
paginile acestui jurnal matematic, printre altii au publicat: Corneliu Constantinescu, Ciprian
Fouvas, Vasile Popov, Irinel Dragan, Nicolae Tipei, N. Georgescu-Roegen, Paul Samuelson, laureat
al premiului Nobel pentru economie. Desi prin eforturi uriase uneori, profesorul C. Corduneanu s-a
straduit sd mentind continuitatea revistei si a vegheat tot timpul, la calitatea continutului ei, uneori,
sfertodoctii circotagi, care apartin totusi lumii matematice roméanegti de pretitundeni incearci si
o blameze, invidiind probabil longevitatea si vizibilitarea in lume a acesteia, in comparatie cu alte
publicatii, actualmente minuscule, degi sunt sustinute din banii publici ai societ&tii.

Meritele incontestabile, de cercetdtor de talie mondiald, i-au fost recunoscute profesorului C.
Corduneanu prin premiul ,Distinguished Records of Publications* pe care Universitatea Arligton
din Texas, i l-a acordat in 1991. Mai amintim aici cd, matematicianului roman extraordinar citat
in domeniul siu, i-a fost oferit titlul de doctor honoris causa de cidtre urmitoarele universititi:
Ovidius din Constanta, in 1994, Al. 1. Cuza din lagi, in 1994, Transilvania din Bragov, in 1999,
respectiv Stefan cel Mare din Suceava, in 2003. Regretdm ci nici astdzi, Academia Roméanid de
dupd decembrie 1989, nu a vrut sd corecteze grava impietate pe care Academia Romana a ,epocii
de aur* a ficut-o in 1978, prin excluderea profesorului C. Corduneanu, ce a ales si triiascd si si
gandeascd liber in S.U.A.

Notorietatea de care se bucurd cercetdtorul C. Corduneanu in domeniul siu a ficut ca el
sd fie numit incd din 1967 in comitetul de redactie sau sa fie editor asociat a numeroase jurnale
matematice din Coreea, Israel, Roménia si S.U.A., intre care amintim: Communications on Applied
Nonlinear Analysis, Nonlinear Functional Analysis and Applications, Journal of Integral Equations
and Applications, Differential and Integral Equations. Girul sdu stiintific a fost pus si pe sutele de
recenzii, ficute in timp, pentru A.M.S si Zbl.

Actualmente, profesorul este membru in asociatiile profesionale AMS, STAM, MAA (Math.
Am. Asso.), este membru al asociatiei stiintifice ,,Phi, beta, delta® (International Scholar), precum
si al Academiei Roméano-Americane de Artd gi Stiinte. Trebuie sd mai amintim aici cd modestul,
dar marele matematician C. Corduneanu a depus mult suflet in activitatea Academiei Roméano-
Americane de Artd si Stiinte, fiindu-i cancelar intre 1982-1995, apoi presedinte din 1995 pand in
1998, iar din 1998 pand astizi ii este pregedinte de onoare.

Domnia sa a fost mereu cu sufletul aproape de tara natald si printre extrem de putinii
matematicieni romani din diaspord care gi-a ajutat semenii din branga de cate ori a putut. Oricand
dispus sd facd in mod abolut dezinteresat un bine, cuiva, profesorul cu suflet de aur a scris sute de
recomandiri gi a intocmit referata utile, pentru ca numerosi roméni, unii cunoscuti, altii aproape
necunoscuti, s& poatd ocupa posturi academice in S. U. A. lar aceasta se datoreazd, desigur, doar
deschiderii cu care bunul Dumnezeu ii inzestreazi pe alesii sdi deosebiti si intr-adevir cu suflet
mare...

Desi lumea matematicd romaneascd, in urméd cu patru ani, la al 5-lea Congres al ,redeg-
teptdrii“ sale, ar fi trebuit, altfel, si-1 onoreze pe distinsul profesor si cercetdtor C. Corduneanu,
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aproape unicul ce s-a luptat din afard, intre 1978-1989, pentru binele semenilor sii de breasli,
totusi atunci, chiar in preajma celor 75 de trepte ale vietii sale, dar in spiritul bine-cunoscut al
proverbialei dezbiniri a natiei romane, s-a uitat chiar si datoria elementard prin care discipolul
trebuia mdcar sd-si aminteascd de maestrul siu... lar sirbdtorirea profesorului, ce s-ar fi putut
face chiar in mijlocul comunititii matematice a romanilor de pretutindeni, nu a avut loc decat la
Tasi, in cea mai veche universitate a t#rii, acolo unde C. Corduneanu s-a format si a lucrat cu
onestitate, ddruindu-i lacasului de culturd, 31 de ani din viata sa. O viatd demnd, vegheatd mereu
de datoria muncii implinite prin cercetare si prin educarea tinerilor a zeci de generatii, deveniti
acum specialigti. O muncad uriagd, depusd de-a lungul a 47 de ani de activitate desfasurata in cate
trei locuri ale lumii academice, situate in doud tdri ale unor continente completamente distincte,
dar scildate de apele Atlanticului, tiri ce poartd numele de Roménia si S.U.A. Si cum profesorul
cercetdtor C. Corduneanu a adus jertfa muncii sale pe altarul Matematicii, ca intr-un corolar,
putem conchide cd viata sa este total ddruitd stiintei regine.

Tar acum, in preajma aniversiarii celor 80 de ani frumosi §i impliniti, 1i dorim marelui profesor
multd sdndtate si, desigur, putere de muncé, pentru a-gi desdvarsi proiectele, dar si traditionalul
»La multi anil* aldturi de pace spirituala gi de bucurii, aldturi de cei dragi.

Bibliografie

[1] L. Modan, Spiru Haret, reper al spiritualitatii romanesti. Gazeta Matematica - Seria
A, nr. 2/2001, Bucuresti, pp. 113.

Laurentiu Modan

Conferinta Nationald a Societitii de Stiinte Matematicie din Roméania

Sambata, 26 ianuarie 2008, au avut loc, in sala de festivititi a Colegiului National Gheorghe
Sincai din Bucuresti, lucririle Conferintei Nationale a S.S.M.R. Au participat 131 delegati din cei
171 desemnati la Adundrile generale ale Filialelor Societdtii, precum si numerosi invitati, dintre
care amintim: dr.Vasile Brdnzdnescu, directorul Institutului de Matematici Simion Stoilow al
Academiei Romane, Florin Talpes, directorul general al firmei Softwin, prof. dr. Tudor Zamfirescu,
Universitatea din Dortmund, Germania, prof. Al. Popescu-Zorica, vechi colaborator al Gazetei
Matematice.

Domnul prof. dr. Dorin Popescu, pregsedintele Societitii, a prezentat Raportul privind
activitatea S.S.M.R. in ultimii patru ani, iar domnul conf. univ. dr. Mircea Becheanu, prim
vicepresedinte, a prezentat proiectul Planului de activitdti pe anul 2008 si Proiectul de buget al
S.S.M.R. pe anul 2008. Participantii la Conferintd au ales prin vot secret pe cei 91 de membri
ai Consiliului S.S.M.R. si pe cei 5 membri ai Comisiei de cenzori. In unanimitate, domnul prof.
univ. dr. Joan Tomescu, membru corespondent al Academiei Roméane, a fost ales Pregedinte
de onoare al S.S.M.R. La randul lor, membrii Consiliului au ales pe cei 14 membri ai Biroului
Consiliului S.S.M.R.. Prezentim in continuare listele cu membrii Consiliului, ai Comisiei de cenzori
gi ai Biroului Consiliului S.S.M.R..:

Membrii Consiliului S.S.M.R.
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Alba

1. Ionel Trifon
Arad

2. Gheorghe Halic
Pitegti

3. Paul Radovici-Méarculescu

Curtea de Arges

4. Adrian Gobej
Campulung Muscel

5. Stefan Iliescu
Bacdu

6. Ion Radu

7. Cornel Berceanu
Comaénesti

8. Toma Gloambeg
Bihor

9. Mircea Balaj

10. Mihai Miculita
Bistrita-Nasiud

11. Nicolae Sanda

12. Ion Coman
Botogani

13. Artur Bilduca
Bragov

14. Eugen Péltanea

Briila

15. Dan Negulescu
Buziu

16. Constantin Apostol
Ramnicu Sarat

17. Constantin Rusu
Bucuregti

18. Doru Stefinescu

19. Cristian Alexandrescu

20. Mircea Becheanu

21. Ion Cicu

22. Radu Gologan

23. Stere lanug

24. Toan Maftei

25. Radu Miculescu

26. Laurentiu Modan

27. Laurentiu Panaitopol

28. Dorin Popescu

29. Dan Radu

30. Dan Tiba

31. Ioan Tomescu

32. Mircea Trifu

33. Marcel Tena

34. Andrei Vernescu
Carag-Severin

35. Lucian Dragomir



Cildrasi

36. Gheorghe Stoianovici

37. Ion Chegcd
Cluj

38. Dorel Duca

39. Cristian Pop

40. Vasile Serdean
Constanta

41. Wladimir Boskoff

42. Gheorghe Andrei
Mangalia

43. Vasile Arsinte
Covasna

44. Gheorghe Cotfas
Dambovita

45. Cristinel Mortici

46. Dorinel Anca
Craiova

47. Dumitru Busneag

48. Constantin Niculescu
Calafat

49. Toan Marin
Galati

50. Ton Miricd

51. Laura Marin
Giurgiu

52. Sergiu Marinescu

53. lonel Tudor
Gorj

54. Vasile Lupulescu
Harghita

55. Laszlo Hodgyai
Hunedoara

56. Maria Bodea

57. Dan Marinescu
Talomita

58. Costicd Dumitru

59. Nicolae Papacu
Tasi

60. Dan Branzei

61. Vasile Nechita
Maramureg

62. Vasile Berinde

63. Nicolae Musuroia
Mehedinti

64. Gheorghe Cainiceanu

65. Dan Stretcu

Mureg

66. Adrian Petrescu
Piatra Neamt,

67. Camelia Neta
Roman

68. Mihai Gavrilut
Olt

69. Eduard Buzdugan
Corabia

70. Dorin Méarghidan
Prahova

71. Nicolae Angelescu

72. Petre Nichild
Campina

73. Alexandru Ditei
Vilenii de Munte

74. Anghel Dafina
Satu Mare

75. Alexandru Blaga

76. Ovidiu Pop
Silaj

77. Florin Tuduce
Sibiu

78. Dumitru Acu

79. Nicolae Suciu
Suceava

80. Gheorghe Marchitan
Teleorman

81. Marius Burtea
Timis + Lugoj

82. Mihail Megan

83. Dorel Mihet
Tulcea

84. Nicolae Ivan
Vaslui + Barlad

85. Gianina Busuioc

86. Marcel Rotaru
Valcea

87. Emilian Popescu

88. Constantin Drugan
Dragasani

89. Ilie Buca
Vrancea

90. Cornel Noana
Republica Moldova

91. Valeriu Gutu

Membrii Comisiei de cenzori a S.S.M.R.
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. Alexandru Constantinescu
. Grigore Bénescu

. Doina Cremenescu

. Ilie Tambor

. Silvia Toma
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Membrii Biroului Consiliului S.S.M.R.

Pregedinte: Radu Gologan

Prim vicepregedinte: Doru Stefinescu
Vicepregedinte: Nicolae Sanda
Vicepregedinte: Wladimir Boskoff
Secretar general: Mircea Trifu
Secretar general adjunct: Cristian Alexandrescu
Membru: Dumitru Acu

Membru: Nicolae Angelescu
Membru: Vasile Berinde

Membru: Dumitru Bugneag

Membru: Dorel Duca

Membru: Cristinel Mortici

Membru: Eugen Piltdnea

Membru: Paul Radovici-Mérculescu

Mircea Trifu

REVISTA REVISTELOR

Recreatii matematice

Ca de obicei, revista ,Recreatii Matematice* constituie o adevdratd incantare pentru citi-
torul dedat deliciilor matematicii elementare — sau aproape elementare — , un adevdrat festin spi-
ritual pentru impatimitii rationamentului cristalin si elegant, de multe ori subliniat — dar rezistent
la intemperiile prostului gust si al locului comun care abund& in multe alte publicatii locale ce-gi
au sorgintea in orgolii nesatisfacute, frustrari si mercantilism.

Numirul 2/2007 al publicatiei reunegte o serie de articole gi note extrem de interesante
printre care: , Tipurile subgrupurilor finite GL2(Z)* (G. Dospinescu), ,O problemi cu cifrele unui
numir® (7. Zvonaru), ,O problem# de constructie a unui triunghi“ (7. Bdrsan), ,Un sir strans
legat de sirul lui Wallis* (A. Corduneanu si Gh. Costovici), ,Asupra ridacinilor polinomului
X3 4+ pX +q € Q[X]* (A. Reisner), ,Jensen’s inequality for non convex functions® (H. Stephan)
etc.

De asemenea, vom mai mentiona editorialul ,Al VI-lea Congres International al Matem-
aticienilor Roméani“ semnat de C. Corduneanu de la Universitatea din Texas, Arlington, precum gi
interesantul material dedicat conjecturii lui Poincaré datorat reputatului geometru Vasile Oproiu
de la Universitatea Al. I. Cuza din lasgi.

Dan Radu

Revista de Matematica din Timisoara

La redactie ne-a parvenit, prin bundvointa domnului profesor Ion Damian Bdrchi, directorul
publicatiei — numdarul 4/2007 al prestigioasei si longevivei reviste timigorene.

Mentionand formatul impus deja de multd vreme, revista abund& si acum de numeroase si
variate probleme propuse cititorului , avand ca autori pe cei mai cunoscuti gi reputati profesori de
liceu gi gimnaziu care, de-a-lungul timpului, au devenit adevirati ,,monstri sacri printre propuni-
torii de probleme. ITatd cateva astfel de nume, cu mentiunea ci lista este incompletd gi destul de
subiectivi: A. Dobogan, N. Ivaschescu, C. Mortici, M. Bencze, D. St. Marinescu, V. Cornea, Gh.
Sz6llésy, L. Panaitopol, M. Prajea, D. Mihet, Gh. Eckstein, M. Chirité , D. M. Bdatinetu-Giurgiu
etc.

Dintre notele matematice publicate, vom cita ,Inegalitatea Hadamard-Hermite®“ gi ,,Carac-
terizari ale ortocentrului in triunghiul ascutitunghic“ semnate de D. St. Marinescu si V. Cornea,
precum sgi ,Inegalitatea lui Shapiro®“ datoratd lui Gh. FEckstein — redactorul gef al publicatiei.

Dan Radu

Axioma — supliment matematic

Domnul profesor Gheorghe Craciun — redactorul coordonator al publicatiei — ne-a pus la
dispozitie numerele 22, 24 si 25 din 2007 ale revistei prahovene (nr. 23 a fost deja prezentat
cititorilor nogtri, in G. M. A nr. 4/2007).
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Revista igi pistreazi structura pe care gi-a profilat-o cu multi ani in urmi: ea se vrea
— si este! — un instrument util pentru profesori si elevi in predarea si asimilarea cunostintelor
matematice la clasi; multitudinea si varietatea problemelor propuse dovedeste acest fapt. De fapt,
listele ample de rezolvitori publicate in fiecare numar probeazi ca revista a gisit acea ,nigd* fertila
in randul publicului cititor, ,nigi* la care aspird orice altd revistd de profil.

Dintre materialele cu caracter teoretic inserate in aceste numere vom cita aceste note:
,Asupra ecuatiei 2z = n2“ (M. Oprea), ,Consideratii privind rezolvarea sistemului de ecuatii cu
coeficientii in Z,, n € N** (F. Georgescu), ,Imagini geometrice ale multimii numerelor reale deduse
intr-o problemi de loc geometric” (A. Dafina), ,Riddcina cifricd gi teologia aritmeticii“ (M. Oprea),
»Generalizarea unei probleme de convergentd® (G. Tica), ,Cateva identitéti obginute din dezvoltari
binomiale* (C. Schean), ,Partea intreagd a unui numdir. Ecuatii“ (C. Ndchila).

in fine, nu putem incheia aceastd succint¥ prezentare fird a aminti articolul omagial —
semnat de profesorul Miron Oprea — dedicat implinirii varstei de 65 de citre prof. univ. dr. foan
Tomescu, membru corespondent al Academiei Romane, presedintele de onoare al S. S. M. R. Ne
aldturdm si noi autorului urdndu-i un cilduros ,La multi ani!“

Dan Radu

Revista de matematica a elevilor si profesorilor
din judetul Carasg-Severin

La Resita a apdrut nr. 21 (an VIII — 2007) al revistei editate de filiala S.S.M.R. Carag-
Severin, revistd ce are ca redactor gef pe neobositul gi entuziastul profesor Lucian Dragomir —
presedintele filialei locale.

Vom spicui cateva titluri din acest numar: ,,Aplicatii interesante pentru teorema produsului
de functii care admit primitive* (C. Mortici), ,Contraexemple in matematica elementard® (L.
Dragomir), ,Ecuatii functionale pe R* (M. Teodorescu, O. Bdadescu) etc.

Desi modestd ca pretentii, revista regiteand este o aparitie proaspdta gi utild, mentinand
viu fermentul interesului pentru matematicd printre elevii gi profesorii locului. Faptul c¢i nume
prestigioase — cum ar fi, in acest numir, domnul conf. univ. dr. Cristinel Mortici — apar in
paginile ei, denotd atat preocuparea redactiei in cregterea nivelului calitativ, cat si interesul urzit
de publicatie in randul celor care, dintotdeauna, s-au aplecat cu dragoste si competenta profesionald
asupra matematicii preuniversitare.

Dan Radu

Creative Mathematics and Informatics

La Baia Mare a vdzut lumina tiparului vol. 16 (2007) al periodicului anual editat de
Departamentul de Matematicd si Stiinta Calculatoarelor al Universititii de Nord din localitate.

El reuneste, ca deobicei, lucrdrile Seminarului de creativitate matematicd patronat de Uni-
versitatea din Baia Mare.

Vom selecta cateva titluri din bogatul cuprins al volumului: ,Artin symbol of the Kummer
fields“ (D. Sawin), ,A direct finding of the Supremum of sequences explained by a fixed point
theorem and some new results in asymptotic analysis® (A. Vernescu), ,Some refinements of relative
information inequality“ (J. Rooin, A. Morassaei), ,Minimal surfaces® (J. Veckovd) etc.

Dan Radu
RECENZII

BOGDAN ENESCU, Polinoame, Editura GIL, Zaliu, 2007

Volumul tiparit la Zaldu de vesnic tanérul si entuziastul editor Mircea Lascu, este al cincilea
din seria ,Biblioteca Gil“, serie dedicatd diverselor capitole de matematici elementare si avand drept
autor pe cei mai cunoscuti si prestigiosi publicigti din domeniu.

Prezentul volum il are ca autor pe profesorul Bogdan Enescu, apartindnd unei tinere gene-
ratii, dar deja de multd vreme un mare cunoscut printre degustitorii de matematicd elementars,
profesori sau elevi — atdt pe plan publicistic, cat gi ca unul dintre fermentii activi in organizarea si
desfagurarera olimpiadelor de matematica.
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Dedicat unui capitol destul de sensibil al matematicii de liceu — ,,Polinoame* - volumul
reusesgte ca, intr-un numdir mic de pagini (94), si prezinte cunogtintele teoretice de bazd, precum
sl o serie intreagd de probleme si exercitii atent selectionate pentru a servi scopului. Experienta
autorului igi spune aici, cu bine, cuvantul.

De ce acest capitol? Iati rispunsul pertinent al autorului: ,intotdeauna am considerat
acest capitol ca fiind unul din cele mai importante, avand in vedere numeroasele aplicatii ale
polinoamelor in toate ramurile matematicii de liceu.... Pe de altd parte, la toate concursurile de
matematicd internationale (...... ) sunt frecvent propuse probleme legate de polinoame sau in a
ciror rezolvare folosirea polinoamelor este decisivi.“

Volumul este structurat pe trei sectiuni. Prima parte este dedicatd principalelor rezultate
teoretice ale capitolului: Operatii cu polinoame, Functii polinomiale, Schema lui Horner, Teorema
impartirii cu rest, Divizibilitatea polinoamelor, Radacinile polinoamelor, Relatiile lui Viéte, Clase
de polinoame. Partea a doua contine o serie intreagd de aplicatii, concretizate prin probleme de
concurs, unele rezolvate — altele propuse spre rezolvare. in fine, ultima parte reunegte rezolvirile
problemelor propuse si contine, de asemenea, o succintd prezentare a numerelor complexe

Scrisd Intr-un limbaj simplu si clar, nepretentios dar riguros in mésura posibilitdtilor, volu-
mul poate constitui un model pentru modul cum ar trebui redactat acest capitol in manualele
gimnagziale si de liceu.

Consideram cartea extrem de utild nu numai pentru elevii de gimnaziu si liceu, ci gi pentru
profesorii acestora, atdt in predarea la clasi a capitolului respectiv, cat si in pregitirea diverselor
concursuri de matematicd.

Dan Radu

LILIANA NICULESCU, Metoda reducerii la absurd,
Editura GIL, Zalau, 2006

Distinsa doamna profesor Liliana Niculescu oferd elevilor din gimnaziu si primelor clase
liceale o excelentd lucrare care are drept scop punerea in evidentd a valorii metodei reducerii la
absurd (metodd care, agsa cum precizeazd autorul, se considerd cd nu ridicd probleme deosebite gi
se invatd "din mers", dar care, in ciuda aparentei simplititi, permite solutionarea unor probleme
dificile din domenii variate).

Primul capitol al cirtii, intitulat ,,O privire de ansamblu asupra metodei“, face o prezentare
generald a metodei reducerii la absurd, oferind atat probleme care au drept scop facilitarea intele-
gerii acestei metode de citre cei mai mici elevi, cat si probleme celebre gi probleme dificile de genul
celor care apar la concursurile de matematicd.

Al doilea capitol al lucrarii const¥ in probleme propuse (32 pentru clasele 5-6, 40 pentru
clasele 7-8 gi 36 pentru clasele 9-10) a ciror dificultate creste treptat, iar cel de al treilea prezintd
solutiile acestora.

Cartea reprezintd o bijuterie a matematicii elementare, care trebuie s stea la loc de cinste
in biblioteca oricdrui profesor sau elev pasionat de matematica.

Radu Miculescu

DOREL I. DUCA, EUGENIA DUCA, Exercitii gi probleme de Analiza
matematica, vol. I, Editura CASA CARTII DE STIINTA, Cluj, 2007

O noud lucrare de valoare se face remarcati in literatura gtiintifici de specialitate din dome-
niul Analizei Matematice. Autorii sunt binecunoscute personalititi din invatdméantul universitar
clujean, de la Universitatea ,,Babes-Bolyai“, respectiv Universitatea Tehnicd din Cluj.

Asga cum aratd si titlul, este vorba de o culegere de probleme; ea vine sd completeze cursurile,
prin punerea la dispozitia cititorului a unui set semnificativ de exercitii si probleme, toate fiind
rezolvate integral sau avand raspunsuri. Cititorul dispune astfel de modele de rezolvare.

Toate capitolele, fird exceptie, sunt structurate in doud subdiviziuni : 1. Teorie; 2. Prob-
leme. Cartea, desfiguratd pe 282 de pagini, este divizatd in urméitoarele sapte capitole:

Capitolul 1: Numere reale. Functii reale;

Capitolul 2: Elemente de topologie pe R;

Capitolul 3: Siruri de numere reale;

Capitolul 4: Limite de functii;

Capitolul 5: Functii continue;
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Capitolul 6: Functii derivabile;

Capitolul 7: Studiul functiilor cu ajutorul derivatelor,
la care se adaugd

Capitolul 8: Solutii si raspunsuri.

in total, cartea include 548 de probleme, dar mare parte din acestea contin mai multe
subpuncte, ceea ce maregte, de fapt, numdarul ,itemilor“. Problemele sunt foarte bine alese , in-
teresante, foarte bine gradate. Rezolvirile sunt detaliate, expuse cu toate detaliile necesare si, prin
modul de agezare in pagind, usor de gisit. Bibliografia contine 24 de titluri.

Prin continutul sdu bogat din tematica abordatd, a calculului diferential al functiilor de
o variabild reald, culegerea de probleme pe care o prezentdm aici este utild studentilor din anul I
de la facultitile de matematicd, fizics, chimie, inginerie gi stiinte economice, in legdturd cu cursul
(sau lectiile) de Analizi Matematic, dar poate fi folositd cu maxim beneficiu si de elevii de clasa
a XlI-a, cat gi de profesorii lor.

Agteptand volumul II, dedicat calculului integral, recomandim cu cdlduri prezentul volum.

Andrei Vernescu

MARIA ELENA PANAITOPOL, LAURENTIU PANAITOPOL, Probleme
de geometrie plana, solutii trigonometrice,
Editura GIL, Zalau, 2006

Volumul poartd numérul 6 in cadrul seriei ,,Biblioteca Gil“, serie dedicatd matematicilor
elementare si promovatd de editurd in ultimul an. Autorii sunt doi dintre cei mai cunoscuti promo-
tori ai matematicii de liceu, cu o vastd si indelungatd experintd in domeniu, certificatd atit prin
numeroasele volume publicate, cit gi prin prezenta continud pe parcursul a zeci de ani in revisele
de speciallitate ca si in arena concursurilor de matematici.

De ce acest subiect, aparent retro gi deloc in pas cu moda zilei? Rispunsul nu poate fi decit
unul singur: matematica reprezintd un tot unitar, un organism pentru care fiecare subansamblu are
functionalitatea lui ce contribuie la armonia intregului, la buna evolutie si dezvoltare a acestuia.
in plus, probabil c& intervine si un motiv subiectiv: geometria sintetici gi trigonometria— dragi
generatiilor mai vechi — prea au fost marginalzate in ultimele programe gi manuale; ar fi vremea si
se reconsidere unele puncte de vedere....

Autorii considerd cd metoda trigonometricad — la fel ca metoda vectoriald, analiticid etc.—
constituie unul dintre instrumentele eficiente in abordarea problemelor de geometrie sintetica, o
cale eficace de abordare a lor. De altfel este clar: nu existd in geometrie o cale universald de
abordare a problemelor, cunoasterea si discerndmantul rezolvitorilor urméand si selecteze o metoda
de rezolvare sau alta, in functie de natura problemei si de gradul sdu de dificultate.

Lucrarea este impdartitd in cinci capitole, dupd cum urmeazi:

. Breviar de formule;

. Probleme de antrenament;

. Probleme de concurs;

. Solutii la problemele de antrenament;
. Solutii la problemele de concurs.

In afard de acestea, in volum sunt inserate o Listd de notatii, o Bibliografie (minimald) si
un indice de autori.

Consideram cd aceastd carte este extrem de utild elevilor de liceu — cu precidere acelora ce
se pregitesc pentru diverse concursuri —, precum si profesorilor de liceu care, cum spuneam mai la
inceput, au fost prea mult tentati de modernizarea, de multe ori fortatd, a predarii geometriei in
liceu.

>OU B W N

Dan Radu

BOGDAN ENESCU, Arii, Editura GIL, Zaliau, 2006

Profesorul Bogdan Enescu este un nume binecunoscut in publicistica matematici roméneas-
cd aferentd invatdméantului liceal. Cartea de fatd, parte a unui proiect mai vechi intitulat Arii sé
volume, contine probleme care au stat la baza unor lectii tinute la pregdtirea lotului olimpic al tarii
noastre sau in tabere de matematicd precum Math Olympiad Summer Program 2001, Mathpath
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2002 ori Mathcamp 2006, probleme propuse la olimpiada nationali de matematici, la olimpiade
din diverse tdri, precum si la olimpiada internationald de matematica.
Folosind foarte putine cunostinte tehnice (de exemplu singura formula folosita pentru aria

c . . ahq . . . . PRI
unui triunghi este ——, unde a este lungimea unei laturi, iar h, este lungimea in&ltimii corespun-

zitoare), lucrarea se adreseazd elevilor de gimnaziu pasionati de geometrie, precum si profesorilor
ce organizeazd cercuri de matematica.

Cele 11 capitole ale cartii, intinse pe 50 de pagini sunt urmdtoarele: O proprietate a me-
dianei; O caracterizare a trapezelor; Un loc geometric util; Un produs de arii cu implicatii ... la
Pentagon; O sumé& constantd si ... 12 cameleoni; Cateva rezultate clasice; O inegalitate simpld ...
dar utild; Maxime si minime; Poligoane convexe; Cateva probleme ... de antrenament; O ,bijuterie”
... pentru final. In ultima parte a c#irtii sunt prezentate solutiile problemelor propuse cititorului.

Toate cele spuse mai sus arati c¢i avem de-a face cu o lucrare extrem de interesanti si de
utild, pe care o recomandam calduros.

Radu Miculescu

DUMITRU POPA, Exercitii de Analizd matematica, Biblioteca Societatii de
Stiinte Matematice din Romaéania, Editura MIRA, Bucuresti, 2007

O nou# aparitie in biblioteca S.S.M.R., elaborati de prof. univ. dr. Dumitru Popa de la
Universitatea Ovidius din Constanta si intitulatd ,Exercitii de Analizd matematicd®, are de fapt
ca obiectiv aspecte din analiza asimptoticd a sirurilor gi seriilor de numere reale si a integralelor
Riemann (dupd stabilirea, in prealabil, a convergentei). Desfaguratd pe 256 de pagini, culegerea
de exercitii (si probleme) pe care o prezentdm cuprinde 124 de probleme grupate in cinci capitole,
anume:

1. Limite de giruri si evaludri asimptotice (pp. 5-37, 21 de probleme);

II. Evalu#ri asimptotice pentru giruri definite recurent (pp. 38-50, 11 probleme);

II1. Limite de integrale si evaludri asimptotice (pp. 51-123, 38 de probleme);

IV. Siruri definite implicit si evaluarea asimptotici a convergentei lor (pp. 124-243, 49 de
probleme);

V. Evaludri asimptotice pentru serii gi integrale (pp. 244-255, 5 probleme).

Lucrarea contine enunturi clasice, probleme din Gazeta Matematicd, precum si probleme
originale ale autorului. in scopul de a reliefa cat mai bine ce obiectiv precis are fiecare problemi,
autorul a facut efortul, deloc neglijabil, de a atribui fiecdrei probleme cate un titlu.

Toate problemele sunt complet rezolvate, sectiunile de rezolvari fiind plasate in fiecare capi-
tol, imediat dupéd prezentarea tuturor enunturilor. Asa cum precizeazi autorul, pentru intelegerea
enunturilor gi solutiilor sunt necesare cunostintele de Analizi matematici de clasele a XI-a gi a XII-
a, iar pentru unele probleme sunt necesare cunosgtinte mai avansate, la nivelul cursului universitar
de Analizd matematica.

Lucrarea este foarte utild persoanelor interesate de o analizi mai find a diferitelor procese
de convergentd in domeniul real, adicd de analizd asimptoticd. Acestor persoane le recomandam
lucrarea cu calduri.

Andrei Vernescu

VASILE POP, Geometrie pentru gimnaziu, liceu si concursuri,
Editura MEDIAMIRA, Cluj, 2007

Dintre toate disciplinele predate in gcoals, geometria elementard (sinteticd) are pe departe
cel mai important rol formativ in dezvoltarea capacitatilor intelectuale ale elevului.

Problemele de geometrie elementard necesitd un volum redus de cunogtinte, ceea ce face ca
in fata unei astfel de probleme si fie egali: un elev de gimnaziu, un elev de liceu, un student, un
profesor, un profesor universitar sau chiar un pirinte. Diferenta o poate face, in favoarea oriciruia,
o idee deosebitd, o constructie ingenioasé, o sclipire de moment.

Geometria elementard oferd gi o posibild comparatie a capacititilor creative ale omului in
decursul mileniilor. Multe dintre problemele celebre ne impresioneazd sau chiar ne complexeazi
prin ideile geniale prin care au fost rezolvate.

Pentru multi oameni care au simgit gustul geometriei elementare, ea devine mai mult decat
o profesie, iar problemele ficute din pasiune oferd satisfactii nebanuite.
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Romania a avut intotdeauna geometri de exceptie, iar gcoala roméaneascd de geometrie ele-
mentard a avut foarte multd vreme cele mai bune rezultate pe plan international. Ani la rand echipa
olimpicd a Romaéniei a realizat la O.1.M. punctaj maxim. Din pdcate ,reforma“ invitidmantului din
ultimii ani a distrus cel mai frumos gi cel mai formativ domeniu al matematicii din gimnaziu si
liceu. Consecinta vizibild este cid in prezent pentru lotul olimpic, cele mai dificile probleme sunt
cele de geometrie. Consecinta, ce va deveni vizibild peste cativa ani, este ci absolventii liceelor
vor fi privati de parte din calitdtile la care geometria contribuie esential: intuitie, ingeniozitate,
rigurozitate, logicd, perseverentd, viziune in plan si spatiu.

Aceasta carte se doreste o pledoarie pentru geometria elementard si este o consecintd a
unei munci ficute din pasiune. Toate problemele continute sunt probleme originale ale autorului,
foarte multe fiind date la concursurile gcolare: olimpiade locale, judetene, interjudetene, nationale,
concursul Gazetei Matematice. Multe din ele au fost publicate in reviste roméanesti sau au fost
preluate din reviste din alte tari.

Cartea este structuratd pe sase capitole:

I. Geometrie liniari,

II. Cercul,

III. Geometrie vectoriald,

IV. Geometrie in planul complex,

V. Geometrie in spatiu,

VI. Geometrie combinatorica.

Nivelul de cunostinte necesare intelegerii solutiilor este: clasa a VII-a pentru capitolele I,
1T si VI, clasa a VIII-a pentru capitolele I, I1, V si VI, clasa a XI-a pentru capitolele I, II, III, V gi
VI, clasa a X-a pentru toate capitolele.

Pentru studiul geometriei euclidiene se pot folosi mai multe modele: sintetic, analitic, vec-
torial, complex. Fiecare din aceste modele se dovedeste a fi mai eficient intr-un anumit tip de
probleme. De aceea este util si le cunoagtem pe toate gi si avem posibilitatea de a trece cu
usurintd de la un model la altul, in functie de problemai.

Rezultatele si cunogtintele necesare pentru intelegerea fiecdrui capitol sunt sintetizate la
inceputul lui.

O recomandare deosebitd o facem pentru capitolul VI, Geometrie combinatoric3, care con-
fine probleme neclasice de geometrie, probleme care imbind cunostinte din mai multe ramuri ale
matematicii gi care sunt tot mai des folosite in concursuri.

Mircea Ivan

NICUSOR MINCULETE, Teoreme gi probleme specifice de geometrie,
Editura EUROCARPATICA, Sf. Gheorghe, 2007

Autorul prezentei lucrari este un binecunoscut colaborator al Gazetei Matematice.

Aga cum mentioneazd autorul, aceastd culegere doregte si promoveze geometria sintetica,
in speranta ci aceasta igi va recdpéta locul bine meritat in cadrul programelor scolare.

Capitolele 1-4 (anume: 1. Coliniaritate, concurentd si conciclicitate; 2. Teoreme si proble-
me legate de cerc; 3. Teoreme si probleme duale; 4. Probleme si teoreme diverse) sunt dedicate
unor teoreme remarcabile ale geometriei plane, in timp ce capitolele 5 gi 6 (5. Calcul vectorial si
determinarea unor distante; 6. Aspecte metodice in stabilirea unor relatii metrice) au drept scop
evidentierea importantei calculului vectorial in rezolvarea unor probleme.

Ultimele patru capitole (7. Egalitdti si inegalitdti geometrice in care apar coordonatele
normale ale unui punct; 8. Egalititi si inegalitii geometrice in tetraedru; 9. Inegalitdti geometrice
combinate; 10. Inegalititi geometrice alese) sunt dedicate inegalititilor.

in finalul cirtii se giseste o foarte utili anex#, care cuprinde o listd de 405 inegalititi
remarcabile.

La unele teoreme sunt prezentate mai multe demonstratii, subliniindu-se astfel consistenta
rezultatului, precum gi diverse unghiuri din care poate fi privitd problemi.

Lucrarea este utild pentru organizatorii cercurilor de matematici, celor care se pregdtesc in
vederea participdrii la olimpiadele scolare de matematica, precum si profesorilor care igi pregitesc
lucrarea pentru obtinerea gradului didactic 1.

Recomandam prezenta lucrare cu multd caldurd tuturor pasionatilor de geometrie, menti-
onand in final claritatea expunerii, precum si conditiile editoriale deosebite.

Radu Miculescu
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POSTA REDACTIEI

Nicugor Minculete — Universitatea Crestind Dimitrie Cantemir din Bragov. Am primit
problema propusd; de asemenea si ultima variantd a articolului ,,O noud demonstratie a inegalitatii
lui Erdos - Mordell si extinderea ei“. Colegiul Redactional va decide asupra oportunitdtii publicarii
acestor materiale.

Dan Plaesu — str. Gdrii, nr. 10, bl. L 21, et. IV, ap. 9, Iagi. Materialul dumneavoastrd
intitulat ,,Vindem cérti de specalitate la kilogram* se afla in atentia Colegiului Redactional care va
analiza posibilitatea publicarii lui.

Vasile Tugulea — Barlad. Materialul cu titlul ,,Despre Societatea de Stiinte Matematice
din Roménia*“ va face obiectul analizei Colegiului Redactional care va decide asupra oportunitatii
publicarii lui.

Liliana Craciun, Ioana Totolici — Liceul Teoretic Nichita Stanescu din Ploiesti. Articolul
dumneavoastra intitulat ,Demonstrarea unor inegalitdti cu ajutorul generalizirii inegalitdtii lui
Cauchy la matrici“ se afli in atentia Colegiului Redactional care va hot#ri asupra oportunitatii
publicarii lui.

Gabriel Dospinescu — Ecole Normale Supérieure, Paris, Marian Tetiva — Colegiul
National Gheorghe Rosca Codreanu din Barlad. Nota matematicd cu titlul ,,How many disjoint sub-
sets wits a given sum of elements can {1,...,n} have? va fi supus# atentiei Colegiului Redactional
care va decide in ce misurd materialul este publicabil.

Gheorghe Budianu — Catedra de Matematica II, Universitatea Politehnica din Bucuregti.
Am primit articolul dumneavoastra cu titlul ,,Kronecker type limits“. Colegiul Redactional va hot&ri
asupra oportunitatii publicdrii lui.

Marioara Costachescu — Liceul cu program sportiv din Roman. Materialul cu titlul
»Pagini din istoria matematicii roméanesti se afli in atentia Colegiului Redactional care va decide
in ce masurd este publicabil.

Adrian Reisner — Centrul de calcul E. N. S. T., Paris. Am primit cele dous articole
expediate de dumneavoastra: ,Inele intregi in corpurile numerelor patratice imaginare” si ,,Biliard
eliptic“. Le vom supune atentiei Colegiului Redactional.

Gheorghe Sz61l6sy — str. Avram Iancu, nr. 28 E, Sighetu Marmatiei. Problema expediatd
de dumneavoastrd va fi publicatd intr-unul din numerele viitoare ale revistei.

Neculai Stanciu — Grupul gcolar tehnic Sf. Mucenic Sava, Berca, jud. Buzdu. Am
primit articolul dumneavoastrs: ,Despre sirul lui Fibonacci®. Il vom supune atentiei Colegiului
Redactional.

Mihaly Bencze — Strada Hiarmanului, nr. 6, 505600 Sicele. Colegiul Redactional va
studia oportunitatea publicirii problemei propuse de dumneavoastra. .

Nathaniel Hall, Bogdan Suceava, Kim Uyen Truong — Departament of Mathematics,
California State University, Fullerton, CA 92834 — 6850, U. S. A. Am primit articolul dumneavoastra
intitulat ,Angle Bisectors in a Triangle. A problem solving Approach®. Il vom supune atentiei
Colegiului Redactional.

Dan Radu
ERATA
1. In G.M.-A nr. 4/2007, s-au strecurat urmitoarele erori:
N . N . An+4+1 — Qn .. . An+4+1 — Qn
1) La pag. 268, randul 8 de jos, in loc de lim ———— se va citi lim ——;
n—00 Np41 — bn n—oo bn+1 - bn
2) La pag. 269, randul 4 de jos, in loc de |22 —9" _ B L se va citi
pag. ) JOS, bn_bn 2|bn—b+m|’
An — Qn _ l < E |bn| .
b — by, 2 by, — by’
5 N |bn | PR (24
3) La pag. 270, randul 1 de sus, in loc de ———, se va citi —————;
) La pag bn — b+ m] b — by ]
4) La pag. 271, randul 6 de jos, in loc de M, se va citi M;
bn+1 — bn bn+1 + bn
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5) La pag. 272, randul 3 de jos, in loc de lim Intl = 9n _ g € R, se va citi

n—oo bn+1 - bn

lim ||an+1 — Qn — l(bn+1 — ”)H _ O, le ];(7
n—oo [[brt1 — bal|
~ . N . Qn e 1. Hanflbn”
6) La pag. 272, randul 1 de jos, in loc de lim = l,sevaciti lim W =0;

7) La pag. 272, randul 15 de jos se va citi |[ant1 — an — U(bny1 — bn)|| <
€
< o b = bl

n—1
8) La pag. 275, randurile 7 si 8 de jos, in loc de Z [|bix1 — bsl], se va citi
i=1
n+p—1
> by — bill;
i=1

9) La pag. 275, randul 1 de jos, in loc de [lan — Iby|| - ||bn?]], se va citi
llan — 1bn|| - [bn[];
10) La pag. 277, randul 4 de sus, in loc de ((|[bn|| + [[bn+1]]) - [|brn+1 — bal),, >, se

va citi ((|[bn]| + [[basa]]) - [ (bnss = ba) 1) sy
11) La pag. 283, trebuia cules textul ,va urma®.
2) La pag. 283, randul 3 de jos, in loc de ,,19 € M*, se va citi ,19 ¢ M*.
13) La pag. 287, randul 10 de jos, in loc de 7 # R se va citi ¢ ¢ R.
)

14) La pag. 288, randul 18 de jos, in loc de g = Z bi X" , se va citi g = Z b X"
15) La pag. 288, randul 17 de jos, inloc de f+¢g = f = Z (a; + b; )X , se va citi

F+g=) (ai+b)X'

%

16) La pag. 288, randul 15 de jos, in loc de fg = Z aib X' = Z X, se va

1,5
citi fg =Y a:ib; X =" e X"
i,j

17) La pag. 288, randul 5 de jos, in loc de ,nedeterminat®, se va citi ,nedeterminata‘“.

18) La pag. 288, randul 1 de jos, in loc de f (ao, ai,a2,...,ax,0,0,0,...), se va citi
f = (ao,a1,a2,...,a,,0,0,0,...).

19) La pag. 289, randul 4 de sus, in loc de fg, se va citi fg.

20) La pag. 289, randul 8 de sus, in loc de f (ao, as,az,...,an,0,0,0,...), se va citi
f(ao,al,ag, . .,an,0,0,0,. . )

21) La pag. 289, randul 5 de jos, in loc de ,descrierii“, se va citi ,,scrierii®.

22) In tot textul articolului ,Crosetul Lie al dou% matrici“ (pp. 297-308), in loc de
»Sp*, se va citi ,,5,% (subspatiul generat de ...).

23) La pag. 326, randul 7 de jos, in loc de ,Mihai“, se va citi ,Marian®.

24) La pag. 345, randul 1 de sus, in loc de ,POPA* se va citi ,POP*.

25) La pag. 345, randul 10 de jos, in loc de ,Gh. Militaru“, se va citi ,,Gigel
Militaru“.

26) La pag. 348, randul 1 de sus, in loc de ,,16% se va citi ,,15%

7

Redactia
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