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Abstract

The computation of the roots of a polynomial is one of the oldest problems in
Mathematics and it is basic for many mathematical domains. It is known through
Field Theory that the solution by radicals of polynomial equations is not generally
possible. On the other hand the numerical solution is an valuable computational
approach.

We shall present some results on bounds for the absolute values of univariate
polynomials over the filed C of complex numbers. The knowledge of such bounds
is an important step for the localization of the roots and — implicitely — for their
aproximation with a preestablished precision.
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Introducere

Una dintre principalele probleme care se pun in legdtura cu polinoamele intr—
o variabila (nedeterminata) o constituie gisirea radacinilor lor. Deoarece calcularea
exactd a rad&cinilor unui polinom cu coeficienti reali sau complecsi nu este posibild
decat pentru polinoame particulare este necesar sa avem metode de aproximare a
acestor radicini. In acest context determinarea intervalelor sau domeniilor in care se
gasesc rddacinile unui polinom cu coeficienti reali sau complecgi permite elaborarea
unor metode algoritmice de estimare a acestor radacini. O prima etapd consta in
gisirea unor margini (superioare si inferioare) ale valorilor absolute ale ridacinilor.
Vom descrie cateva astfel de margini superioare si vom compara eficienta rezultatelor.
Prin considerea polinomului reciproc se pot deduce ulterior gi margini inferioare.

Studiile privind rezolvarea numericd a ecuatiilor algebrice au fost initiate de
Newton, Lagrange, Cauchy si alti titani. Galois insusi a scris si el un memoriu despre
rezolvarea numerica a ecuatiilor algebrice.

Calcularea numerica a radacinilor reale, de exemplu, are drept etapa prelimi-
nard izolarea radacinilor, adicd calcularea unui numar finit de intervale astfel incat
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fiecare interval sa contind o ridacini iar fiecare rddacini si fie continuta intr—un
interval.

1. Marginea lui Cauchy

Matematicianul francez Augustin-Louis Cauchy a publicat in anul 1822 un
criteriu simplu care permite estimarea marginilor modulelor radécinilor polinoamelor
cu coeficienti in corpul numerelor complexe.

Teorema 1. Fie p unica radacind pozitiva a polinomului

F(X)=X"—|a1| X" —--- —|a,|, unde ai,...,a, € C.

Atunci toate raddcinile polinomului P(X) = X" + a1 X" '+ +a,_1X + a, se
gasesc in discul {|z| < p}.
Demonstratie. In primul rand si observam cé polinomul

F(X)=X"—|a1|[ X" = —|an_1|X — |an]

are intr-adevar o singura radacina reala pozitiva, avand toti coeficientii reali si o
singurd schimbare de semn (regula lui Descartes a semnelor).
Considerdm z € C, |z| > p. Avem

[P()] = |2I" = (Jaa| - [ 4+ lan—1] - [2] + |anl) = F(l2]) > 0,

agsadar P(z) # 0.

Utilizarea Metodei lui Cauchy

Procedeul lui Cauchy descris in Teorema 1 permite obtinerea unor expre-
sii simple pentru marginea superioara a modulelor riadicinilor in functie de talia
coeficientilor polinomului P. Prezentiam cateva aplicatii ale acestui rezultat la de-
terminarea unor margini ale radacinilor unui polinom cu coeficientii complecsi. O
prim aplicatie este urméatorul rezultat obtinut chiar de A.-L. Cauchy:

Corolarul 2. [Cauchy, 1822]. Numarul 1 + M, unde M = max?_, |a;|, este
o margine superioard a modulelor raddcinilor polinomului P(x) = 2™ + ajz™ ! +
-+ a, € Clx].

Demonstratie. Cu notatiile din Teorema 1 avem

F(1+M)=1+M)"— (Ja|1+M)" "+ +lan]) >

_ 1+M)" -1

S (L4 MY — M (U4 M s ) = (4 STy

> (1+ M) (A+ M)t 1) = (14 M) 1+M—1 >
Prin urmare 1 + M > p, deci 1 + M este o margine superioard a valorilor

absolute ale rddacinilor polinomului P. O

Exemplul 1. S& considerim polinomul P(X) = X5-2X4-2X3- X2+ X -2.
Conform rezultatului precedent se obtine marginea superiord 1 + max{2,1} = 3.

Propozitia 3. Numdrul M = 2 max”_, |as|'/* este o margine superioard
modulelor raddacinilor polinomului P.

Demonstratie. Deoarece |as| < (M/2)® se obtine

Mn

‘ail'Mn_i = 92 7
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asadar
- . 11 1 1
| Mt <MY -+ +-+— ) =M'"1-—].
>l <wr (Gt (1-5)
Cu notatiile din teorema 1 avem

n n
_ 1
F(M) = M™ =Y |aj| - M"™ > M" — M™ (1—2n> = (2> >0,

i=1

prin urmare M este o margine superioard a modulelor radacinilor.

Exemplul 2. Considerand tot polinomul
P(X)=X°-2X*-2Xx3 - X? + X - 2.

se obtine marginea superiorad 2 - max{2,1} =4.
Teorema 4 [Fujiwara]. Fie P(X) = X"+ a1 X" '+ +a, 1 X +a, un

polinom neconstant cu coeficientii numere complexe §i fie A1, ..., A, > 0 astfel incit
! + ! + et ! <1
A1 Ao An '

Atunct numdrul

miax (Aifai])”

este o margine superioard a modulelor radacinilor polinomului P. _
. ; M
Demonstratie. Sa punem M = max™ , (\;|a;)"". Avem |a;| < - bentru
i
toti 4, deci

n » n Afi » n 1
;wwzg; v .ngw;x

Prin urmare

n

F(M)>M”—M”§:;:M"-<1—Z;> > 0,
i=1 7"

i=1 "

ceea ce demonstreaza teorema.
O alta aplicatie a Teoremei 1 este
Prropozitia 5. Fie a > 0, |a;| < a. Atunci

1
;| 7i—1

«

n
o + max
=2

este o margine superioard a modulelor radacinilor.

a; 11/4
, avem

Demonstratie. Considerand M = a + max]" ‘—1
o
la;| < a(M —a)t.
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Prin urmare

- n—i - i— n—i M" & M - '
Zl\ai|M ga;(M—a) M :]\O;_az< Ma) <

= i i=1

aM™ M-« 1
M — « M M-«

Prin urmare

O
Observatie. In particular, dacd a; = 0 atunci numarul o din Propozitia 5
poate fi orice numér real pozitiv.
Exemplul 3. Consideram polinomul

P(X)=X%-2X®+ X0 —4X*+ X 1.

Avem a; = 2, deci putem alege orice numir a > 2. Se obtine

a; |1/ G=1) 1 I\Y2 s\t s\ o\ R 4\
max ‘—Z‘ = max{ —, () , <) ; () ) <) = () .
2<i<9 | a a’ \a a a a a
Agadar alte margini superioare sunt date de

4\ /4
M(a) = a+ <) pentru orice a > 2.
a

Alegand a = 2 se obtine marginea superioara
M(2) = 3.414.

De fapt, adevarata margine superioara a modulelor radacinilor este 1.997 .

2. Marginea R+ p

J.-L. Lagrange a enuntat un alt rezultat privind marginile rddécinilor unui
polinom cu coeficientii reali (v. [4]. T reformulim pentru cazul mai general al
polinoamelor cu coeficientii complecsi i ddm o demonstratie bazata tot pe Teorema
4 a lui Fujiwara.

Teorema 4 [Marginea R + p|. Fie a1, as, ..., a, numere compleze. Dacd
R = |a;|"7 > |a;|* = p > |ag|'* pentru toti k # i, j, atunci numarul R+ p este o
margine superioard a valorilor absolute ale radacinilor polinomului

FX)=X"4+a1 X" '+ Fap 1 X +ay,.

Demonstratie. Dupa Teorema 2 a lui Cauchy este suficient sa aratam ca
unica radacinad reald a polinomului

G(X) = X" —|a1| X" — o —|an_1]|X — |an]
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este mai mica decat R+ p.
Avem R = |a;|'/7 > |a;|'/* = p > |ag|'/* pentru toti k # 4,7 . Cautdm acum

A1, ..y Ay > 0 astfel incat
Melag| < (R+p)F pentrutoti k=1,2,...,n.
Ar fi suficient sa fie satisfacute inegalititile
Mep® < (R+p)F pentru toti &k # j
si
N R < (R+p).
Alegem atunci

] k
A= <M> . A = (R;—p) pentru k#j (1<k<n),

. Se observa ci y > 1 si

R
Considerdm acum y = —
P

R —p  pt _ 1. y -1 1
(R+p)  R(R+p)" y  (y+1)7 yly+1)n
_ )"y D+ )" -1
y(y +1)"

L
7t

Membrul drept al ultimei inegalititi este subunitar daca gi numai daca
9(y) = yly+ 1" =+ 1" —yly/ =Dy +1)"7 +1 > 0.
Avem _
gly) = (y+1)"7 - h(y) +1,
unde h(y) = (y—1)(y +1)7 —y(y’ — 1) . Este suficient sa avem h(y) > 0 pentru toti
y=>1.

Intr-adevir,

0 () () n () )

y—1



deoarece toate parantezele de pe ultima linie sunt pozitive. De aici avem h(y) > 0
pentru toti y > 1.
n
1
Prin urmare Z W < 1. Dupa Teorema 4 numarul R + p este o margine
k
k=1
superioard a modulelor radacinilor lui F'. O

3. Margini Inferioare

Cunoagterea unei margini superioare pentru modulele radacinilor unui poli-
nom permite calcularea imediatd a unor margini inferioare. Aceasta reiese din ur-
matorul rezultat.

Propozitia 7. Fie P(X) = aoX" + a1 X" ' + - + a, € C[X] iar
PY(X)=a, X"+ an_1 X" 1+ +ag polinomul si reciproc. Dacd numdarul K >0
este 0 margine superioard a valorilor absolute ale radacinilor polinomului P*, atunci

numdarul e este o margine inferioard a valorilor absolute ale radacinilor polino-

mului P .
Demonstratie. Este suficient sa observam ca are loc relatia

PHX) = X". P ()1() .
O

Exemplul 4. Fie P(X) = X7 — X% +2X* - 2X3 + X + 1. Polinomul
reciproc este P*(X) = X7 + X® — 2X% 4+ 2X3 — X + 1. Conform Teoremei 6 o
margine superioard a modulelor rad&cinilor este

K=R+p=+2+ V2~ 2449

Prin urmare o margine inferioard a modulelor radacinilor polinomului P este
m = 0.408.

4. Aplicatii

Gasirea unor limite pentru modulele radacinilor polinoamelor cu coeficienti
reali sau complecgi nu rezolvd imediat problema localizarii radacinilor unor astfel
de polinoame. In aplicatii suntem interesati si gisim margini cat mai apropiate de
acealea adevarate. De asemenea, sunt de preferat procedeele care conduc la calcule
ce pot fi duse la capit in timp real — de preferat chiar cu creionul i hartia. Cum
calculatoarele electronice de astazi pot efectua in cateva minute — dacd nu secunde
—un volum uriag de calcule, consideram drept eficiente si acele procedee care permit
obtinerea rezultatelor doar cu ajutorul calculatoarelor.

Exemplul 5. Fie P(X) = X® —2X*+2X% + X — 2 € C[X]. Atunci M =2
si dupd Teorema 2 obtinem marginea superioars 1 4+ M = 3. In schimb, Propozitia
3 5i Teorema 6 ne dau marginea 4.

Exemplul 6. Si considerdam polinomul
P(X) = X° +4X3 +100X +99.
Teorema 2 a lui Cauchy conduce la marginea superioara

M =1+ max{4,100,99} = 1+ 100 = 101.
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Utilizand Propozitia 3 se obtine

My = 2-max{4'/2,100'/4,99'/°} = 2. 3.163 = 6.326.

Exemplul 7. Si consideram polinomul
P(X) = X" —2x"0 4 X% —2Xx® - 8X* + X — 1.
Cu notatiile din Teorema 6 avem
R=2 si p~1.346.
De asemenea
1+ max{|a;];1 <i<11} =1+8=9

Se obtin urmitoarele margini superioare:

9 Teorema 2
4 Propozitia 3
3.346 | Teorema 6

Alte margini superioare pentru valorile absolute ale radacinilor se pot obtine
folosind Propozitia 5. In cazul polinomului P avem a; = 2, deci putem alege orice
numir a > 2. Se obtine

‘azll/(z_l) {1 (2>1/2 <8)1/6 <1>1/9 <1>1/10} (8>1/6
max |— = max{ —, | — = = = = (- .
2<i<11 | o a \a a a a a

Agadar alte margini superioare sunt date de
g\ 1/6
M(a) = a+ <) pentru orice a > 2.
a

Functia g : [0,00) — R, g(z) = 2 + (8/x)"/° fiind crescitoare cea mai buni
margine obtinuta prin Propozitia 5 este

M(2) = 3.259.

Prin urmare, Teorema 6 gi Propozitia 5 dau cele mai bune margini pentru
polinomul P.

Prin utilizarea unui pachet de programe performant, cum este, de exemplu,
gp-pari (v. [8]), se constatd cid modulul maxim al unei radicini este 2.079.

Concluzii

Marginile valorilor absolute ale rddécinilor polinoamelor intr-o nedeterminata
cu coeficientii numere complexe pot fi calculate in functie de grad si coeficienti prin
metode simple. Printre cele mai eficiente sunt marginea R + p a lui Lagrange si
marginile lui Fujiwara. Cunoasterea acestor margini reprezintd un pas important
pentru calcularea radacinilor ecuatiilor algebrice.
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JOCUL CU NUMERE SI AXIOME: SISTEME
PEANO-DEDEKIND

de A. L. Agore si G. Militaru

Abstract

The set of non negative integers is defined by using the Peano axioms and a
detailed proof of the Hilbert recursion theorem is given, giving thus the universality
(and as a consequence the unicity) of the Peano-Dedekind systems.

We consider as new the proof of the converse of Hilbert theorem without using the
axiom of infinity from Zermelo-Frankel system.

Key words: natural numbers, Peano axiom, Hilbert recursion theorem.

M.S.C.: 03E30, 03E75.

Ce este un numir natural? De ce 1 + 1 = 27 Sunt intrebiri pe care gi le pun
probabil unii copii cind iau pentru prima datd contact cu matematica elementara.
Ceva mai tarziu unii dintre acestia, atragi de matematica, probabil c& se vor intreaba
din nou, de data asta mai nuantat: 14+ 1 = 2 este o axioma? Este o teoremid? Se
poate demostra ca 1+ 1 = 27 Vom incerca in acest articol sa elucidam céteva dintre
aceste ,,mistere’* ale mereu fascinantelor numere naturale.

Constructia axiomaticd a numerelor naturale a fost data pentru prima data
riguros de Giuseppe Peano in 1889 in faimoasa lucrare Arithmetices principia, nova
methodo exposita. In aceastd lucrare au fost definite ceea ce mai tarziu s-au numit
sistemele Peano: alti istorici ai matematicii le denumesc sisteme Peano-Dedekind
(asa cum le vom numi gi noi in prezenta lucrare) pentru a marca si contributia lui
Dedekind la aceastd constructie fundamentald a matematicii. In mod neasteptat
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teorema fundamentald a sistemelor Peano-Dedekind (asa numita ,recursion theo-
rem*) a fost demonstratd mult mai tirziu: primii care au demonstrat-o au fost
Hilbert i Bernays in cartea lor ,,Grundlangen der Mathematik” gi independent de
P. Lorenzen in 1938. Este teorema 1 de mai jos, aga cum a fost demonstratd de
Hilbert §i Bernays i pe care o reproducem pentru a o face cunoscutd cat mai mul-
tor elevi gi profesori ce indragesc matematica pentru ci este una dintre cele mai
frumoase demostratii din matematica elementard. O consecinta, printre altele, a
acestei teoreme este unicitatea pand la un izomorfism a sistemelor Peano-Dedekind
dar si existenta gi unicitatea adunarii si inmultirii numerelor naturale. Teorema 2 de
mai jos este o reciprocd a acestei teoreme gi are o demonstratie foarte elementara si
noud fara a folosi axioma infinitului. Aceste doud teoreme impreund permit cea mai
eleganta gi rapida definitie a numerelor naturale: ele sunt obiecte initiale in ,clasa‘
tuturor tripletelor (A, a, \) formate dintr-o multime nevida A, un element a € A si
o functie A : A — A (pentru detalii recomanddm un recent i excelent articol [5]). In
anul 1908 Ernst Zermelo a propus primul set de axiome care fundamenteazi teoria
multimilor: ele au fost completate ulterior de Abraham Fraenkel in 1922: sunt cele
zece celebre axiome numite axiomele Zermelo-Fraenkel care constitutie fundamentul
matematicii. Pot fi gisite, de exemplu in citeB, pag. 103. Una dintre aceste axiome
este aga numita axioma a infinitului: din ea se construiesc ugor numerele naturale
si in fapt toate axiomele Peano se deduc din trei din axiomele Zermelor-Fraenkel.
In final, vom demonstra pe scurt teorema care construieste in mod unic adunarea
numerelor naturale si vom ardta ca 1+ 1 = 2 este de fapt o teoremi, rdspunzand in
felul acesta intrebarii din introducere.

In cele ce urmeazi vom lucra cu notiunea de functie asa cum a fost definita
de Kuratowski in 1914: se numegte functie un triplet (A, B, f), unde A si B sunt
doud multimi f C A x B este o submultime cu proprietatea:

Vaec AJbe B astfel incat  (a,b) € f.

Daci (a,b) € f vom nota acest lucru cu f(a) = b, iar functia (A4, B, f) o vom
nota ca de obicei cu f: A — B.

Sisteme Peano-Dedekind

Vom introduce acum cele trei axiome care definesc sistemele Peano-Dedekind
aga cum au fost date de Peano in 1889.

Definitie. Se numeste sistem Peano-Dedekind un triplet (N,0,s), unde N
este o multime nevida, 0 € N si s : N — N este o functie astfel incdt:

(P1): s(x)#0,YVzeN

(P2): s este o functie injectivi.

(P3): Daca P C N astfel incdt 0 € P si pentru orice x € P avem cd s(x) € P
atunct P = N.

Observatie. Dacid (N, 0, s) este sistem Peano-Dedekind atunci folosind axi-
oma (P3) pentru P := {0} UIm(s) obtinem imediat cd N = {0} UIm(s), deci:

Vye N, y#0, Jlz € N astfel incat y = s(x).

Teorema urmatoare este teorema fundamentala a sistemelor Peano-Dedekind;
ea este cunoscuta sub numele de recursion theorem gi a fost demonstrata de D. Hilbert
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si P. Bernays si independent de P. Lorenzen ([3], [4]). Vom prezenta demonstratia
in detaliu pentru a arata ca toate cele trei axiome ce definesc sistemele Peano-
Dedekind sunt utilizate in cursul demonstratiei: in special conditia (P2) care apare
intr-un singur loc, extrem de bine ascuns. De exemplu in [4] sau in [2] utilizarea
aximei (P2) nu este explicit evidentiata.

Teorema 1. Fie (N,0,s) un triplet Peano-Dedekind. Atunci pentru orice
triplet (A,a,\) format dintr-o multime nevidd A, un elment a € A gi o functie

3y A A— A, existd gi este unicd o functie f : N — A astfel
N A incdt f(0)=a gi fos= Ao f.
l lV)‘ In particular, orice doud sisteme Peano-Dedekind sunt
5 izomorfe: i.e. dacd (N,0,s) gi (N',0',s") sunt sisterne
N—A Peano-Dedekind atunci 3'f : N — N’ o functie bijectiva
= astfel incdt f(0) =0" gi fos=s"of.

Demonstratie. Fie (A,a,A) un triplet, unde A este o multime nevida, a un
element din A gi A : A — A o functie. Fie I' multimea tuturor submultimilor U ale
lui N x A care satisfac simultan urmatoarele doua conditii:

i. (0,a) € U;

ii. dacd (n,b) € U atunci (s(n), A(b)) € U.

I' # (), decarece N x A € T. Fie f:= () UC N x A. Vom ardta mai intai
Uel'
ca f este o functie. Pentru aceasta avem de aratat doua conditii:

a) Vn € N, 3z € A astfel incat (n,x) € f;

b) dacd (n,z) € f i (n,2') € f=>xz=2a'.

Sa ar#tdm mai intdi prima conditie. Vom folosi axioma (P3) pentru:

= {3z € A astfel incat (n,z) € f}. Evident 0 € P cici (0,a) € f. Fie
acum p € P. Atunci 3z € A astfel incat (p,x) € f. Cum f € T obtinem ca
(s(p), AM(z)) € [ sideci s(p) € P. Din (P3) obtinem cid P = N, adica a) are loc.

Sa aratdm acum b). Fie P := {(n,z) € f, (n,2') € f = x = 2’}. Vom
arata cd P verificd (P3) folosind toate cele trei conditii din axiomele Peano. Sa
aratdm ca 0 € P. Cum (0,a) € f este suficient s ardtdm cd: (0,a’) € f = d’ = a.
Presupunem prin absurd ci a # o’ ¢i (0,a’) € f. Fie atunci f' := f\ {(0,a’)} ; I

Vom ardta cd f/ € I'. Avem (0,a) € f' cici (0,a) # (0,a’). Dacd (n,b) €
€ f’gf, cum f € I" obtinem (s(n),A(b)) € f si deci (s(n),A(b)) # (0,a’) cici

s(n) # 0, Vn € N. Deci (s(n),A(b)) € f' adicd f* € T. Atunci f C f’;f,

contradictie. Deci 0 € P. Si aratdm acum cd dacd n € P atunci s(n) € P.
Presupunem prin absurd cd 3n € P astfel incat s(n) ¢ P. Fie z € A astfel incat
(n,x) € f (existenta lui x este asiguratd de punctul a)). Atunci, cum f € T obtinem
(s(n),A(z)) € f. Cum am presupus cd s(n) ¢ P obtinem ci 3z € A astfel incat
(s(n),z) € fsiz# ANx). Fie f/ := f\ {s(n),z};f Vom arata cd f” € I'. Mai
intai (0,a) € f" caci (0,a) € f si s(n) # 0, Vn € N adica (0,a) # (s(n),z). Fie
(m,d) € f”. Vrem s aratam ca (s(m), A\(d)) € f”. Avem doui cazuri:

Cazul 1). Daci m = n avem (n,d) € f” g fsi(n,z) € f,si cumn € p obtinem
d = n, de unde obtinem (s(n), A(d)) = (s(n), A(x)) # (s(n),z) cici z # A(z) si deci
(s(n), A(d)) = (s(n), A(z)) € f".
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# (s(n), z) caci s(m) # s(n), Vm # n (aici este singurul loc unde se foloseste

Cazul 2). Dacd m # n aunci (s(m),\(d)) € f (f € T) si (s(m),A(d)) #
injectivitatea lui s). Deci f” € T adicad f C f’gf, contradictie. Deci P verifici

(P3) si atunci P = N adicd f este functie; f(0) = a este doar o scriere pentru
(0,a) € f.

Pentru (n,b) € f avem (s(n), A(b)) € f adicd dacd b= f(n) = A(b) = f(s(n))
sau echivalent A(f(n)) = f(s(n)), Vn € N.

A ramas de aritat unicitatea functiei f. Fie g : N — A o functie astfel incat
g(0) =agigos=Aogsi P:={g(n) = f(n)}. 0 € P cici g(0) = a = f(0). Fie
x € P. Atunci:

9(s(x)) = Mg(@)) "= A(f (@) = f(s(x)) adic 5(x) € P,

Aplicdm din nou (P3) gi obtinem P = N adicd g = f si deci f este unica.
A ramas de aritat ci orice doud sisteme Peano-Dedekind sunt izomorfe.

ElY;
N — N/ Fie (N, 0, s) si (N’,0', s') doui sisteme Peano-Dedekind.
Tl Aplicand succesiv prima parte a teoremei obtinem:
: /
5 l g l 5 Alf: N — N’ astfel incat f(0)=0"si fos=s"of
N _—N Alg: N’ — N astfel incat g(0') =0gigos’ =sog.
Jlg
Aratdm ci g este inversa lui f:
1d Avem:
N
NN (90 ./)(0) = g(£(0)) = g(0') =0 (%)
A AR ,
Ny (gof)es=gos'af=salgaf)l ()
1d Dar si Id satisface relatiile (x) si (%) gi din unicitate
n

obtinem: go f = Id. In mod analog se obtine si fog = Id.
Vom demostra acum reciproca acestei teoreme:

Teorema 2. Fie un triplet (N,0,s) unde N este o multime nevida, 0 € N,
s: N — N este o functie cu proprietatea ca:
V A multime nevida, Va € A siVA: A — Ao funcfied!lf : N — A (% %)
astfel incit f(0) =a si f(s(n)) =A(f(n)), Vn € N.

Atunci (N, 0, s) este sistem Peano-Dedekind.

Demonstratie. Aratdm pentru inceput ca (N, 0, s) verifica axioma (P3). Fie
P C N astfel incat 0 € N si s(z) € P,V € P. Fiei: P — N incluziunea canonica
i(z) = x. Vom arata ca ¢ este surjectiva si deci P = N.

Jf Consideram tripletul (A,a,\) := (P,0,s/p) care are
N— P sens intrucat s(z) € P, Va € P. Obtinem c¢a 3!f : N — P
s l l s astfel incat f(0) = 0 si fos = spo f adicd f(s(x)) =
1 I = s(f(x)), Va € N.
N P Fie functiaio f : N — N. Ardtam cid io f = Idy; va
af rezulta ci i este surjectiva.

297



Aplicdm din nou (* * *) pentru (4, a, A\) = (N,0, s).

Idy Cum Idy(0) = 0si Idyos = soldy avem cid Idy
N — N este unica functie ce inchide comutativ diagrama. Aratim
R —

ca io f are aceleagi proprietati si deci i o f = Idy.

A Avem (i o £)(0) = i(£(0)) = i(0) = 0 si

L (e Do) = ilr(s(@) = is(f@) = s(f(@) s
- (50 (0 f))(x) = s(i(/(2))) = s(/(x).

1d, Deci i o f = Idy adica i este surjectiva gi deci P = N.

Aratdm acum cd s(x) # 0, Vo € N. Fie zyp € N astfel incat s(zg) = 0 si
ludm in (x*%) (A4, a,A) := (N,z9,A\) unde A: N — N, A\(z) := 0, Yz € N. Obtinem
cd Alf : N — N astfel incat f(0) = zo si fos = Ao f. Deci f(s(xo)) = A f(x0)).
Obtinem deci cd 29 = 0 adicd s(0) =0. Fie P=0C N. Atunci 0 € Pgidacap € P
atunci s(p) € P, cici s(0) = 0 € P. Din ce am ardtat mai sus obtinem cid P = N
adica (NV,0,s) = (0,0, s) indeplinegte conditia (x x x). Fie A := {a,b} cu a # b
(existenta multimii A este asiguratd de axioma perechilor) si tripletul ({a,b},a, A)
cu A:{a,b} — {a,b}, A(a) = A(b) :=b. Obtinem cid 3lg : {0} — {a, b} astfel incat
9(0) = a si g(s(0)) = A(g(0)). Deci g(0) = b # a = g(0), contradictie .

A rdmas de aritat injectivitatea functiei s. Considerdm tripletul (A,0, ) :=
= (N x N,(0,0),\), unde A : N x N — N x N, A(n,m) := (m,s(m)). Din (x * x)
obtinem cd 3!f : N — N x N astfel incat f(0) = (0,0) si f(s(n)) = A(f(n)),Vn € N.

Fieg:=mof, h: =m0 f: N — N unde mi(z,y) := z , ma(x,y) := vy,
m,m2 : N x N — N. Atunci f(n) = (9(n),h(n)) Vn € N. Evident: ¢(0) =
= m(f(0)) = m(0,0) = 0 si h(0) = m2(f(0)) = m2(0,0) = 0. Cum f(s(n)) =
= A(f(n)) obtinem (g(s(n)), h(s(n))) = (h(n),s(h(n))), adica: g(s(n)) = h(n) si
B(s(n)) = s(h(n).

[d_N) In particular, 2(0) = 0 si h(s(n)) = s(h(n)), Vn € N. Fie

N_N (A,a,\) :== (N,0,s). Din (x % *) obtinem cd Id, : N — N

s l h l s este unica functie ce inchide comutativ diagrama. Dar la fel

h face si h. Din unicitate obtinem c& h = Idy. Din relatia

N — N g(s(n)) = h(n) obtinem: g¢(s(n) = n, Yn € N deci s este
Id, injectiva.

Observatie. Vom arita acum cum se construiegte un model de sistem Peano-
Dedekind folosind axioma infinitului. Fie o mul{ime X astfel incat ) € X giVy € X
avem y U {y} € X. Notdm cu I" multimea tuturor submultimilor V" ale lui X care
indeplinesc proprietatile:

i.0eV

ii. Dacaye V=yU{y}eV.

Evident I' este nevidad ciaci X € I'. Fie N:= |J. Avem N €T, ) € N si
vVer
definim s : N — N, s(y) := y U {y} care are sens deoarece N € T.

S aratdm ca (N, 0, s) este un sistem Peano-Dedekind.

In adevar:

o s(y) #0,Vy € N cici y U{y} # 0 ({0} #0)

e s injectiva este evident intrucat din y; U {y1} = y2 U y2 obtinem y; = yo
(am folosit axioma de separare).
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e Fie PC N astfel incat D e Psiye P = s(y) =yUy € P. Atunci P e T
adicd P participa la intersectia care defineste multimea N deci N C P de unde
obtinem P = N.

Conform teoremei 1, un triplet Peano-Dedekind este unic pand la un izomor-
fism. Mai sus am construit efectiv un astfel de model. Fixdm un sistem Peano-
Dedekind oarecare (N, 0, s), a carui multime suport N o vom numi multimea nu-
merelor naturale, iar elementele sale le vom numi numere naturale. Vom nota

1:=5(0), 2 := s(1), 3 := 5(2),...etc.

Printre cele mai importante consecinte ale Teoremei 1 sunt teoreme care de-
mostreaza existenta si unicitatea adundrii si inmultirii numerelor naturale. Pentru
detalii complete recomandim [2]. Pentru comoditatea cititorului vom indica aici
doar cum este construitd adunarea.

Teorema 3. Ezxistd §i este unicd o functie ¢ : N x N — N (o vom nota
p(m,n) =m +n) astfel incdt:

Al) m+0=m, A2) m+ s(n) = s(m + n),
Vm,n € N. Aceastd unica functie p se numegte adunarea numerelor naturale.

Demonstratie. Fie m € N fixat. Consideram tripletul (N, m,s). Conform
Teoremei 1 aplicata tripletului (A4,a,A) = (N,m,s) obtinem ci 3!f,,, : N — N
astfel incat f,,(0) = m i fi, 05 = so f,. Definim ¢ : N X N — N, ¢o(m,n) :=
= fm(n) = m 4+ n. Ardtdm ca ¢ este functia cautatd. Avem m + 0 = f,,,(0) = m
sim+s(n) = @(m, s(n)) = fin(s(n)) = s(fm(n)) = s(m + n) deci ¢ indeplinegte
conditiile A1) gi A2).

S& aratam acum unicitatea functiei ¢: fie functia ¥ : N x N — N astfel incat
U(m,0) = m si ¥(m,s(n)) = s(¥(m,n)), pentru orice Vm,n € N. Considerdm
multimea P := {n € N | p(m,n) = ¥(m,n), Vm € N}. Cum ambele functii
@ si U verificd proprietatea Al) deducem ca 0 € P. Fie acum n € P. Avem
cd: p(m,n) = ¥(m,n), Vm € N: deci s(p(m,n)) = s(¥(m,n)), Vm € N. Deci
w(m, s(n)) = ¥(m,s(n)), Vm € N, adicd s(n) € P. Obtinem cd P = N, deci cele
doua functii coincid.

Observatie. Din Teorema 3 obtinem:

1+1=1+5(0)=5s(14+0) =s(1) =2.

Cu alte cuvinte intrebarea din introducere capata un raspuns matematic ri-
guros: 1+ 1 = 2 este consecinta unei teoreme! Pentru a se ajunge la ea a fost nevoie
de cateva secole de matematica, de inspiratia lui Peano si méana lui Hilbert.
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Teorema de factorizare gi aplicatii

DE COSTEL CHITES

Abstract

Key words:
M.S.C.: .

In acest articol vom prezenta teoreme de factorizarein cadrul multimilor cat
si in categoria Ens si in cel al grupurilor in categoria Gr, prezentind legatura dintre
ele.

In prima parte se studiazi teorema de factorizare in cadrul multimilor ab-
stracte (categoria Ens), legitura cu functiile surjective, injective, bijective si se da
un exemplu care ilustreazi faptele teoretice expuse. In partea a doua se studiazi
teorema de factorizare la grupuri (categoria Gr), care sunt in esentd teoremele de
izomorfism de la grupuri, ficAndu-se legitura cu faptele expuse in prima parte (de
exemplu, a se vedea legatura dintre nucleul unui morfism de grupuri gi ucleul unei
functii oarecare). In fine, partea a treia prezinta ca aplicatii cateva exemple remar-
cabile de grupuri - factor sau de latici de subgrupuri (obtinute pe baza teoremelor de
izomorfism) si se incheie cu o scurtd privire asupra grupurilor rezolubile si criteriului
de rezolubilitate al lui Galois pentru ecuatiile algebrice.

I. Categoria Ens. Vom reaminti citeva rezultate legate de multimi factor.

Definitia 1. Fie f : A — B o functie. O functie r : B — A se numeste
retractd (sau inversd la stdnga) a lui f, dacd ro f =14.

Definitia 2. Fie f : A — B o functie. O funclie s : B — A se numeste
sectiune (sau inversd la dreapta) a lui f dacd fos=1pg.

Propozitia 1. Fie f : A — B o functie cu A # (). Sunt echivalente urmda-
toarele afirmatii:

a) f este injectiva;

b) f admite cel putin o retractd;

c) pentru orice multime X i orice functii g,h: X — A avem fog= foh
implica g = h (simplificare la stanga).

Propozitia 2. Fie f : A — B o functie. Sunt echivalente urmdatoarele
afirmatii:
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a) [ este surjectivd;

b) f admite cel putin o sectiune;

c) pentru orice mulfime Y i orice functii g,h : B —Y avem go f = ho f
implica g = h (simplificare la dreapta)

Definitia 3. Fie f = (A, B, F) o relatie functionald, unde F C A x B este
graficul relatiei. Mulfimea

Kerf = F oF = {(z1,25) € Ax A|[f (21) = f (22)}

se numegte nucleul lui f.
Observatii. 1) Kerf este o relatie de echivalentd pe A.

2) Kif = {}1(y) ly € f(A)}-

3) Daca prerf : A —

Kot f este surjectia canonicd, atunci Kerpge,y = Kerf.
er

Teorema 1. (Factorizarea printr-o surjectie) Fie f : A — B o functie i
g: A — C o functie surjectiva. Exista gi este unica o functie h : C — B astfel incdt
f =hog daca si numai dacd Kerg C Kerf.

Demonstratie. .= Fie (z1,22) € Kerg. Atunci g(z1) = g(x2) =
= h(g(z1)) =h(g(z2)) = f(21) = f (22) = (21, 22) € Kerf.

,» <= Cum g este surjectivi, rezultd ca existd s : C' — A astfel incat gos = 1¢,
Definim functia h = fos; Din gos = 1¢ rezulti goso g = g. Fie x € A, atunci
(gos0g)(x) = glx) san

9((sog)(z)) =g(x) = (fosog) ()= f(z)

sau (hog)(z) = f(z). Decif =hog.

Unicitatea lui h. Dacd existd b/ : C — B astfel incat f = h' o g rezultd
h' o g = ho g gi, simplificand, la dreapta (g este surjectivd) rezultd h = h'. O

Observatii. 1) Dacid Kerg = Kerf atunci h este injectiva.

2) Daca f este surjectivd atunci h este surjectiva.

1) Dacdh (¢1) = h(cq), din g surjectivd, rezultd ci existd aj,as € A astfel
incit ¢; = g (a1), c2 = g(az). Deci:

(hog)(a1) = (hog)(az) = f(a1) = f(a2) = (a1,a2) € Kerf = Kerg =

= g(al) = g(ag) = C1 = C2g,

deci h este injectiva.

2) f = ho g surjectivd implica h surjectivi.

Prin dualitate se enunta

Teorema 2. (Factorizarea unei functii printr-o injectie). Fie f : B — A o
functie si g : C — A o functie injectiva. Ezista gi este unicd o functie h : B — C
astfel incit f = go h dacd gi numai dacd Imf C Img.

Demonstratia se realizeaza ca in cazul teoremei 1 (a se vedea [4]).

Un corolar al teoremei 1 il reprezinta:

Teorema 3. Daci f : A — B este o functie atunci exista o bijectie f :

% — f(A) astfel incit f = io f o pkes unde i : f(A) — B, i(y) = y este
er

aplicatia de incluziune.
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Demonstratie. Cum aplicatia pkers este surjectivd si Kerpiery = Kerf,

aplicand teorema 1, rezultd ca exista gi este unica aplicatia injectiva h : K—f — B
er
astfel incat f = h o pkerf. Cum Imh =

mImf si h injectivd, rezultd ci functia f : %rf — f(4), f(Kerf <z >) =
h(Kerf < z >) este bijectivi si h = i o f, unde i este aplicatia de incluziune.
Decif =i 0 f o pkerf-
Observatie. Teorema 3 ne aratd cd imaginile unei multimi A prin toate
functiile cu domeniul A sunt epuizate, pana la o bijectie, de multimile cat ale lui A.
Exemplu. Se considerd multimile A = {1,2,3,4,5,6}, B = {a,b,c,d} si

functia f : A — B definita prin tabelul fécx) clL z 2 2 2 0 Atunci:
F:{(lva)v( )7(37a)7(47b)7(57b)7(67c)};
F:{(avl)v( )7(0"3)7(b74)7(b75)7(0a6)}3
Kerf ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)
(4,4),(4,5),(5,4),(5,5),(6,6)} ;

7‘](- :{{17233} ) {435} ) {6}}3 Imf = {a7b7 C} .

Intre aceste multimi, evident, existd o bijectie.

II. Categoria (Gr). In cadrul grupurilor intalnim notiunea de nucleu al
unui morfism de grupuri. Dacid (G,-), (H,) sunt grupuri si f : G — H este un
morfism de grupuri, ker f = {x € G | f () = 1} este un subgrup normal al lui G,
numit nucleul lui f.

Morfismul f fiind, in particular, functie, se puneintrebarea ce legiatura ex-
istaintre Kerf de la functii gi ker f de la morfismele de grupuri?

Pentru a raspunde laintrebare vom analiza un morfism de grupuri f : G — H.
Notam N = ker f <G; N induce o relatie de echivalenta (chiar de congruenti) pe G
notata prin

pN;(gjl)ajz)GpNQGxGﬁxl-xz_lEN@f(ml-xz_l):1<:>f(m1):f(x2)<i>

& (21,22) € F1 oF = Kerf unde am notat f = (G, H, F'). Deci multimea G subia-
centd grupului (G, -) se factorizeaza ca in cazul teoriei multimilor unde functioneazi
teoremele 1, 2, 3 prezentatein paragraful (Ens).

Teorema 4. (Teorema factorului) Fie f : G — H un morfism de grupuri,

G
N<G s K=kerf, n:G — N’ 7 (z) = N surjectia canonici. Dacd N C K

atunci existd un unic morfism de grupuri f : % — H astfelincit f = for. Mai
mult, dacd:

a) f este epimorfism dacd §i numai dacd f este epimorfism;

b) f este monomorfism daci si numai dacd K = N;

c) f este izomorfism dacd $i numai dacd K = N si f este epimorfism.
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Demonstratie. Fie aN € % Definim f (aN) = f(a). Dacd aN = bN

atunci a='b € N C K, deci f (a='b) = 1 sau f (a) = f (b). Deci f este bine definita.
Din
f(aN-bN) = f(abN) = f (ab) = f (a) f (b) = f(aN) — f (bN),

rezultd ca f este morfism de grupuri; f = fom.
a) Aratam ca Imf = Imf. Fie y € Imf atunci existd a € G astfel incat
y = f(a) = f(aN), deci y € Imf. Reciproc, daci y € Imf atunci existd

aN € % astfel incat y = f(aN) = f(a) deci y € Imf;

_ K
kerf:{aN|f(a):l}:{aN\aEK}:N.
b) f este monomorfism daca si numai dacd ker f = {1} adica atunci si numai
atunci cAnd K = N.
c) Se aplicd a), b). O
Teorema 5. (Teorema intai de izomorfism). Daca f : G — H este un

G
morfism de grupuri cu K = ker f atunci Ve = Imf.

Demonstratie. Aplicim teorema factorului (T4) pentru N = K si f: G —
Imf, f(x) = f(z), pentru orice x € G.

Lema. Fie (G,-) un grup, H < G §i N <G. Atunci:

a) HN = NH, deci HN < G,

b) N <« HN;

c) HONN<H.

Demonstratie. a) hN = Nh, oricare ar fi h € G, in particular pentru orice

he H;HN = |J hN= |J Nh=NH.
heH heH
Cum H/N <G gi HN = NH rezulta HN < G.

b) Cum gN = Ng, oricare ar fi g € G rezultd gN = Ng, pentru orice g € HN,
deci NaHN. o

c¢) Surjectia canonicd m : G — i restrictionatd la H este 7’ : H —
w'(h) = hN, oricare ar fi h € H.

kern' ={h€e H|hN=N}={he H|he€ N} = HNN. Subgrupul HN N
este nucleul unui morfism deci este normalin H.

Teorema 6. (Teorema a doua de izomorfism) Fie (G,-) un grup , H < G,

HN
N <G atunci & —
< atunci g N

. . G . L .
Demonstratie. Fie 7: G — N epimorfismul canonic gi 7’ = 7|g. Din lema

¢
N,

HN
precedentad avem kern’ = HNN si Imn’ = {hN |h € H} = - Aplicand prima
H HN
teoremd de izomorfism (T5) avem m = T

Observatie.
Pentru a retine ugor enuntul teoremei se considerd un romb ale cirui varfuri
se noteazaintr-o ordine prin: H "N, N, HN, H.
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Teorema 7. (Teorema a treia de izomorfism). Dacd (G,-) este un grup,

NqG,HQGﬂNgHatunci%%

zlg=l

Demonstratie. Fie aN € % i definim f(aN) = aH € % Corespon-

denta astfel definitd este o functie deoarece dacd aN = bN atunci a”'b € N C H

G G
deci aH = bH. Notam functia f : N 5 f(aN) = aH, f este un epimor-

fism; ker f = {aN |aH=H} = {aN |a€ H} = Conform teoremeiintai de

izomorfism rezultd

2|

1%

Tl
2 ziz=lq

Fie (G,:) un grup , N<G, H < G, N < H. Notam cu Ly (G) laticea

subgrupurilor lui G careil contin pe N §i cu L

A~
Z|Q

) laticea subgrupurilor lui N

H H H
Definim functia ¢ : Ly(G) — L f[)’ Y(H) = N Daca Nl = WQ’ atunci pentru

orice hy € Hq, exista hy € Ho, astfel incat AN = ho N
Rezulti h;lhl € N C H, decihy; € Hy. Am demonstrat ca H; C Hy. Analog
se aratdaHs C Hy. Deci H; = H> §i v este injectiva.
G
Fie Q < i sim:G— N surjectia canonicd. 771 (Q) < G, N < 771 (Q) si

771(Q)) = {aN | aN € Q} = Q, deci v este surjectivi.
¥ (7 ( , ]
Fier =91, 7(Q) = 7~ (Q). Bijectia 1 are proprietiti interesante insumate

in:
Teorema 8. (Teorema de corespondentd). Dacd (G,-) este un grup, N <G

G
atunci funcgia ¢ : Ly(G) — L (N) este bijectiva. Mai mult:
a) Hy < Hy daca si numai dacd Wl < WZ st in acest caz

|

&
N

2\5:

|

G
b) H <G dacd §i numai dacd — < N

2=

~

H, H H
c) Hy < Hy daci $i numai dacd Wl N W? siin acest caz Fj =

=| H=| =

H
Demonstratie. a) Daci H; < Hs, fie aN € —1, a € Hi < H,, deci

N
H, H H,
aN € N Invers, fie aN € Wl < ~ rezultd a € Ho, deci H; < Hs.
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H
Avem 7 (aHy) = (aN) (Nl>’ deci aHy = bHy, a™'b € Hy; (a7'N) (bN) =

H H H
a"lbN € Wl si (aN) (NI) = (bN) (]\/'1> Deci 7 este bijectivi.

H 1 aNa™! _H . H
b) Avem (aN) <N> (aN)~t = NN deci N W
G
o ~ G p N : .
Aplicatiile G — N =i sunt epimorfismele canonice. Avem:
NH H H
a € ker(porm) < (aN) <N> :N«baNEN;aN:hN, he Hs ae H.

Deci H = ker(po ) <G.

c) H=H;, G = H, i se utilizeaza teorema a treia de izomorfism (T7).
III. Aplicatii

1) Se considerd morfismul de grupuri:

f:(R,4+)—(C*,), f(z)=cos2mx+1i-sin2mz.
Deci
kerf = {z €R| f(z) =1} = Z. Imf = {z€C*||z|=1} & D. Atundi,
aplicand teorema intai de izomorfism, obtinem ca — = D. Se observa ci |D| =C

2) Se considerd morfismul de grupuri g : (Q,+) — D, g(z) = cos2mz +1-
sin 27z, unde D a fost definit in exercitiul 1.

Atunci kerg = ZIm,, = {z€ C*| In e Na. iz" =1} 2V pumit grupul
radacinilor complexe ale unitatii.

Observam cd |[V| = Xg. Atunci, aplicand teorema intai de izomorfism obtinem

ca >V,

NIO

3) Fie K un corp, n € N* gi morfismul surjectiv det GL,,(K) — K*.

Nucleul se noteazd cu SL,(K) = {A € GLy(K) | det A =1} gi se numeste
grupul liniar special de grad n peste K.

Dar SL,,(K) <« GL,,(K) si aplicand teorema intai de izomorfism obtinem:
GL, (K
SL,(K)

In particular, pentru X un corp finit cu ¢ elemente obtinem:

_[GL(K)|

LK) = =

4) Fie (G,-) un grup si o : G — G un automorfism.

1 G
. - «@ s . . o .
Consideram G — G — T unde 7 este surjectia canonicid. Atunci

ker (moa™')={zeG|r(a'(z)) =1} ={zeGla () e H} =a(H).
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Cum 7o a~ ! este epimorfism, aplicand teoremaintai de izomorfism obtinem
G G
of(H)  H’
5) Pentru n € N, n > 2, si se determine subgrupurile lui Z,,.

ca

2

dZ

Z
Fie H < Z, = —. Conform teoremei de corespondenti (T8), H = 7
n n
unde nZ C dZ, deci d | n, d € N*. Aplicand teorema 3 de izomorfism avem:
Z

nZ ~ L o
@_dZ_Zd'
nz

Z
nZ‘ = [ZLMH] = % deoarece [Z,, : H] =
= |Z4| = d. Grupul H este ciclic si H =< d >, unde d = d + nZ.
6) Sa se determine laticea subgrupurilor grupului Zs.

Conform teoremei lui Lagrange,

dZ
Subgrupurile H ale lui Z;g sunt de forma 182 unde d € {1,2,3,6,9,18}.
Obtinem

97,
0 — —
187
1 1
6L 37
182 187
27 !
sz D

7) Dacd G este un grup ciclic, atunci orice subgrup si orice grup factor al siu
este ciclic. Se utilizeaza exercitiul 6) gi stuctura subgrupurilor lui Z gi a subgrupurilor

factor ale sale.
Se stie ca orice grup ciclic este izomorf fie cu Z, fie cu un Z,.
8) Fie (G,-) un grup si A, B,C < G. Sa se arate ci:
a) Dacd B < A atunci AN (BC)=B-(ANCQC).
. . AnC _ B-(ANnC)
Daci B< A B A ;
b) Daca B< A atunci BNC < ﬂC§1BmC B A,
C) DaCaBQA@ CQG a,tunciB~C<]A~C§i Bic = m

1%

N
Q

Intr-adevir:
a) Evident, avem B - (ANC) C AN (BC). Invers, fie a = bc unde b € B,

ceC.bla=ce ANC. Decia=0b(b"'a) € B-(ANC).
b) Aplicim teorema a doua de izomorfism considerand ci: K = B, G = A,
H=ANC. Obtinem BNC =(ANC)NB<ANC i

ANnC _(AnC)-B B-(AnCQ)

BNC B - B

c¢) Evident cd BC' < AC. Vom arita ci este normal. Fie z = ac € AC, atunci

2(BC) = acBC = acCB = aCB = aBC = BaC = BaCc¢ = BCac = (BC)z.
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Aplicam teorema a doua de izomorfism pentru K = BC, G = AC, H = A.
A-(BC) A
Obti AN (BC)< A si o
tinem AN (BC) <A §t —p7— = 4056
Definitia 4. Un grup G se numeste rezolubil daca In € N gi subgrupurile
1=Gy,Gy,...,G, = G astfelincit G;_1<G; si Gi/GF1 este grup abelianvl < i < n.
9) Fie (G,-) un grup, H, K < G cu K <G. S4 se arate ca:

, deci concluzia. O

G
a) Dacd G este rezolubil, atunci H, X sunt rezolubile.

G
b) Daca K, Ve sunt rezolubile atunci G este rezolubil.

Intr-adevir: o
a) 1 = Gp<G1<..<G, =Gl e
i—1
exercitiul 8) punctul b). G;_1 N H<G; N H si
G;,NH ~ Gz‘,l'(GiﬁH) < G;
Gi-1NH Gi-1 T G

sunt abeliene, 1 < i < n. Aplicim

G;NH
ultimul grup fiind abelian, deci si factorii ———— sunt abeliene.
G,_1NH

Consideram 1 =GoNH<GiNH<...<G, "H = H, deci H este rezolubil.
Aplicdm exercitiul 8) punctul c) si teorema a treia de izomorfism.

. . GiK | Gi
Obtinem: G,_1 K <G; K si Gi1K  Gi-1-(GiNK)’

Dar:
G, K
K ~ GZK
GiflK - Gi_lK.
K
Cum:
Gi
Gi1 ~ G
Gi-1 (GiNK)  Gi_1-(GinK)
Gi1

ultimul grup fiind abelian, deci este abelian.

1—1
GoK 4 Gi K 4.4 GnK_ G rezultd ci ¢ este rezolubil
7 % 9T = o e % ubil.

K; . . .
b) Dacd 1= Ko< K;<...< K, = K g§i —— este abelian, 1 <7 < m. Atunci

Din 1 =

i—1
Gj
Gy G G, G . K G; . .
1:%«#4...4?:?@ Giil %Gjil este abelian, 1 < j < n.

Considerand 1 = K0<1K1<1...<1Km[:( Gy<G14...<G,, = G, rezultad G rezolubil.

Evariste Galois a dat o caracterizare a ecuatiilor rezolvabile prin radicali.

Teorema 9. Daca K este un corp comutativ, f € K[X], grad(f) > 1, atunci
ecuatia f(x) = 0 este rezolvabila prin radicali daca i numai daca grupul Galois al
lui  (peste K) este rezolubil.
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A se vedea demonstratia de exemplu in lucrarea [4].
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Izometrii liniare in R” gi C"?

DE VASILE Pop

Abstract

Key words:
M.S.C.: .

Punctele de plecare ale acestui articol il reprezinta doud probleme deosebite
de algebra liniard, date la Olimpiada Nationald de Matematicd, Pitegti 2007 si
Olimpiada Internationald de Matematica a Studentilor din Sud-Estul Europei, Cipru
2007. Cele doua probleme dau raspuns unei probleme teoretice importante: deter-
minarea sau caracterizarea izometriilor in diferite spatii metrice. Scopul articolului
este de a incadra aceste probleme in contextul teoretic corespunzator si a prezenta
rezultatele care rezolva problema izometriilor in spatii vectoriale normate de dimen-
siuni finite.

1. Introducere

Din punct de vedere teoretic, cunogtintele minime necesare intelegerii lucrarii
se reduc la definitiile notiunilor de metrica, spatiu metric, spatiu vectorial normat si
de izometrii in spatii metrice. Avand ca model geometric planul euclidian definitiile
generale extind in mod natural notiunile de distantd, norma unui vector din plan,
functie care invariaza distantele, pentru care recomandam paragraful de ,,Grupuri
de transformari geometrice din [4].

Definitia 1.1. O functie d : X x X — [0,00) se numeste metrica (distanta)
pe multimea X, dacd sunt verificate axiomele:

(Dl) : d(xvy) = d(y7x)7 z,y € X;

(D2) = d(z,y) +d(y, 2) = d(z,2), z,y,z € X;

(D3): d(z,y) =0z =y.
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Perechea (X, d) se numeste spafiu metric.

Exemplul 1. a) Structura canonici de spatiu metric a axei reale este datd
de metrica: d(z,y) = |z — y|, z,y € R.

b) Structura canonica de spatiu metric a planului euclidian R? este data de
metrica:

d((x1,91), (2, 92)) = V(w1 — 22)2 + (y1 — 12)%,  (x1,91), (T2,2) € R%.

Fie (X, +) un spatiu vectorial peste corpul K = R sau K = C, unde operatia
de inmultire a vectorilor cu scalari este notatd p(a,z) =a-z,a € K, z € X.

Definitia 1.2. O functie | - || : X — [0,00) se numeste normd pe X dacd
verifica aziomele:

(V) la-z] = la] - [lz], e € K, 2 € X

(Vo) Nz +yll <zl + llyll, 2,y € X

(N3) |lz|=0<z=0.
Perechea (X, || - ||) se numesgte spatiu vectorial normat.

Exemplul 2. a) Norma canonici (euclidiani) in C™(R"™) este definita prin:

(21, 22, - 20) | = VIt + [222 + - + [ ?,

care se noteazi cu || - ||2.
b) Pe C™"(R"™) sunt frecvent utilizate normele:

=1n

n
Itz s za)l = S 12kl 1122,y 20) oo = mas [z
k=1

c) In general pentru orice p € [1,00) functia || - ||, : C*(R™) — [0, 00), definita
prin:

n 1/17
(21, 22, .-, z0)llp = (ZM”) :
k=1

este o normi. In cazurile particulare p = 2, p = 1 si p — 0o se obtin normele de la

a) si b).
Este un simplu exercitiu demonstratia urméatorului rezultat:
Teoremi. Daca (X,| - ||) este un spatiu vectorial normat atunci functia

d: X xX — [0,00), d(z,y) = ||z —yll, z,y € X este o metrica pe X, numita
metrica indusa de normd.

Observatie. Orice spatiu vectorial normat este un spatiu metric. In partic-
ular normele din Exemplul 2 induc metricile pe C™*(R"):

dy(x,y) = 35—y |2k — Yl

doo(xay) = man=L7 |xk - yk|a
n

Z ‘fEk - yk|25

k=1

n 1
dy(z,y) = (Sp_y |z — )",

dQ(xay) =
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pentru orice x = (z1,...,Zn), ¥y = (Y1, -, Yn), T,y € C*(R™).

Definitia 1.3. Dacd (X, | - ||) este un spatiu vectorial normat gi f : X — X
este o functie, spunem cd f invariaza norma daca ||z|| = || f(2)|, =z € X.
Este ugor de demonstrat urmaéatorul rezultat:

Teorema. Daci (X,| - ||) este un spatiu vectorial normat $i T : X — X
este o aplicatie liniard care invariazd norma atunci T este o izometrie in raport cu
metrica indusd si reciproc.

Demonstratie. , = “ Avem:

|z =yl = 1T - y)l| = |T(z) - T = d(z,y) = d(T(z), T(y)), =,y € X.
, & ¢ Avem:

d(z,y) = d(T(z), T(y)) = d(x,0) = d(T(x),T(0)) < d(x,0) = d(T(),0) <

& |lzll = 1T ()], = € X.

2. Legatura intre izometrii liniare si matrice

Ne propunem si determindm aplicatiile liniare 7' : C"(R™) — C"(R™) care
sunt izometrii in raport cu metricile di,ds §i doo. Doud argumente simple reduc
problema la determinarea unor matrice din M.,,(C) sau M, (R).

1) Orice aplicatie liniara T : C*(R™) — C™(R") este unic determinatd de o
matrice Mr € M, (C) sau M,,(R) si de alegerea unei baze in C" sau R".

2) Definitia izometriilor liniare nu depinde de alegerea unei baze.

In concluzie o izometrie liniard este definitd de o matrice A € M, (C) sau
M, (R) care verifica relatia:

x1
|A- X = ||X],QX = € C" sau R™.

Tn

Definitia 2.1. Spunem cd matricea A € M, (C) sau M,,(R) este o matrice
de izometrie in raport cu norma || - || daca:

|A-X|| = |IX],QX € C" sau R".

Teorema 2.2. Multimea matricelor de izometrie din M,,(C) sau M, (R)
formeaza un subgrup multiplicativ in GL,,(C) sau GL,(R).

Demonstratie. Aritim cd multimea izometriilor este inclusd in GL, (C)
sau GL, (R). Daca prin absurd A este matrice de izometrie gi A este neinversabili,
atunci det A = 0 gi existd X € C" sau R", X # 0 astfel ca A- X = 0 si atunci
|A- X]|| =0# || X]| (contradictie). Avem:

IX|[ =4 (A7 X)| = A" - X[, QX € C*(R™)

deci si A™! este matrice de izometrie.
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Daca A, B sunt matrici de izometrie, atunci:
JA-B-X|| = |4- (B X)| = |B- X|| = || X|,QX € C" sau R".
3. Structura grupului izometriilor liniare in raport cu | - ||
Teorema 3.1. Matricea A € M, (C) verifici relatia:
[A- Xl = [[X]l,QX € C",

daca gi numai dacd pe fiecare linie gi pe fiecare coloand a matricei A existd un singur
element nenul, de modul 1.
Demonstratie. Fie

1 0 0
E = 0 , By = 1 yeeoy By = 0 ,
coloanele matricei I,,. Din ||AE;| = || Ej|| rezulta:

n

i=1

Daci luam X = Fq + E5 rezulta

n n
Z |ai1 + aiz| = Z lain — aiz| = 2. (2)
i=1 i=1

Avem:
n

2= Z|ai1 +a;| < Z lai1| + |ai2]) =

3

i—1 i—1
deci:
lai1 + aiz| = |ai1| + |aiz| (3)
n n
2= Z lai1 — aia] < Z(|ai1| +]—a]) =2
i=1 i—1
deci:
lai1 — ai] = |ai1| + | — a2 (4)
Din (3) si din (4):
;1 = 0 sau ;0 = 0. (5)

Din (1) rezultd ca pe fiecare coloand avem un element nenul. Din (5) rezultd
ca daca pe coloana 1 avem un singur element nenul si daca a;; # 0, atunci:

Qi = a3 =+ = ain = 0. (6)

Rezulta ca pe fiecare linie si pe fiecare coloana avem un singur element nenul.
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Din (6) si (1) pe fiecare linie si pe fiecare coloand avem un singur element
nenul si modulul lui este |a;;| = 1.

Teorema 3.2. Matricea A € M, (R) verifica relafia:
[A- Xl = [ X[, QX € M(R),

daca gi numai dacd pe fiecare linie gi pe fiecare coloand a matricei A existd un singur
element nenul, egal cu 1 sau —1.

Demonstratie. Demonstratia este aceeagi cu cea din Teorema 3.2, cu con-
tinuarea |a;;| = 1 implica a;; € {—1,1}.

Teorema 3.3. Grupul izometriilor liniare ale spafiului R™ in raport cu norma
| - |l1 este finit, ordinul sau este n!-2™.

Demonstratie. Conform teoremei 3.2, matricile izometriilor au cate un el-
ement egal cu 1 sau —1 pe fiecare linie i fiecare coloand. O astfel de matrice se
obtine printr-o permutare arbitrarad a coloanelor matricii unitate I,,, in n! moduri si
inmultirea ei cu 1 sau —1 in 2" moduri.

Observatia 3.4. Problema data la Olimpiada Nationald de Matematici,
Pitesgti 2007 are urmatorul enunt;

Daca A € M, (R) este o matrice pentru care ||A- X||1 = || X1, X € M,(R)
atunci exista m € N* astfel ca A™ = 1I,,.

Deoarece, conform Teoremei 3.3, grupul matricelor A are ordinul finit 2" - n!
rezultd ci putem lua m = 2" - nl.

4. Structura grupului izometriilor in raport cu norma euclidiana

Teorema 4.1. Grupul izometriilor liniare ale spatiuvlui euclidian C™ in raport
cu norma euclidiand este grupul matricilor unitare:

0,(C)={Ae M,(C)| A - A = A" A=1,)},

unde A* = (A)! este adjuncta (hermitiand) a matricei A.
Demonstratie. Din ||A - Ej||2 = || E}||2 rezulta:

n
D lagl =1 (1)
=1

Din ||A . (EJ + Ek;)”Q = ||E] + Eng rezulta:
n n n n
Z |aij + aik|2 =2 Z |(lij|2 + Z \aik|2 + 22(1”'@77;]@ =2
1=1 i=1 i=1 i=1

=4 Z Qi Qgf = 0. (2)
i=1
Din (1) i (2) rezultd A- A* = I,,, deci A* = A~! gi atunci A*- A = I,,.

Teorema 4.2. Grupul izometriilor liniare ale spatiului euclidian R™ in raport
cu norma euclidiana este grupul:

On(R) = {A € M,(R)| A-A' = At A =1I,}.
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Demonstratie. Este identicid cu demonstratia teoremei 4.1.
Observatia 4.3. Grupurile O, (R) si O, (C) sunt infinite.
In particular, grupul rotatiilor:

R:{Ra:(@sa —sma>|a€R}
sina cosa
este inclus in O(R).

5. Structura izometriilor liniare in raport cu norma | - o

Teorema 5.1. Matricea A € M, (C) verifici relatia
[A - Xloo = [[ X[, QX € C,

daca gt numai daca pe fiecare linie si coloana exista un singur element nenul, de
modul 1.
Demonstratie. Din [|A - Ej|s = ||Ej||oc rezultd m?l|aij| =1,j=1nsi
i=1,n
atunci matricea nu contine elemente de modul mai mare ca 1, deci pe fiecare linie
modulul maxim este cel mult 1 si pe fiecare coloana avem un element de modul 1.

Daci pe coloana j elementul nenul este a;; cu |a;;| = 1 ludm:
— N\t
X=(L;)

(transpusa conjugatd a liniei ¢) gi din ||A - X||co = || X ||oo rezulta:

n n
Dan@r <1 g’ <1e
i=1 k=1

=4 |aij|2 + Z \aik|2 <ls 1+ Z \aik|2 <1,
k£ k£
deci a;x, =0, k # j.

In concluzie, pe fiecare linie existd cel mult un element nenul (de modul 1).
Deoarece, conform Teoremei 2.2, matricea A este inversabild, rezultd cd pe fiecare
linie exista un astfel de element.

Teorema 5.2. Matricea A € M, (R) verifica relatia

[4- X = [IX]loo, QX € R",

daca gi numai dacd pe fiecare linie si pe fiecare coloand existd un singur element
nenul, egal cu 1 sau —1.
Demonstratie. Se face la fel ca la teorema 5.1, |a;;| = 1 < a;; € {—1,1}.

Teorema 5.3. Grupul izometriilor liniare ale spatiului R™ in raport cu norma
Il oo este finit. Ordinul squ este n!-2™.

O consecintad a Teoremei 5.3 este problema data la Olimpiada Internationala
Studenteasca din Cipru 2007.
Corolar 5.4. Dacd matricea A € M, (R) verifica relatia

[4- Xloo = I X]loo, @X € R”
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atunci exista m € N* astfel ca A™ = I,,.

Demonstratie. Se poate lua m = n!- 2™,

Observatia 5.5. Grupul izometriilor liniare ale spatiului vectorial R™ in
raport cu norma || - ||; coincide cu grupul izometriilor liniare in raport cu norma
Il [|oos sunt finite gi au n!- 2™ elemente.
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EXAMENE SI CONCURSURI

Olimpiada Internationald Sudenteascda SEEMOUS — 2008

DE VASILE PopP $1 DORIAN Pop

In perioada 5-10 martie 2008 la Atena s-a desfisurat a doua editie a Olimpiadei
de Matematica a Studentilor din Sud-Estul Europei SEEMOUS-2008, organizati de
Societatea de Matematica din Grecia gi Societatea de Matematica din Sud-Estul Eu-
ropei. La aceasta editie a Olimpiadei au participat 94 de studenti de la 21 de Univer-
sitdti din Bulgaria, Cipru, Columbia, Grecia, Israel, Roméania, Rusia §i Ucraina. Din
partea Romaniei au participat studenti de la Universitatea Politehnica din Bucuresti,
Universitatea Alexandru Ioan Cuza din Iagi, Universitatea Tehnicd din Cluj, Uni-
versitatea Tehnicd Gh. Asachi din Tagi gi Academia Tehnica Militara din Bucuregti.
Studentii roméni au obtinut 2 medalii de aur, 5 medalii de argint si 7 medalii de
bronz. Locul intdi, cu cel mai mare punctaj din concurs, a fost obtinut de citre
studentul Cristian Tdalau de la Universitatea Politehnici din Bucuregti. Concursul
a constat dintr-o singurd proba cuprinzand un set de patru probleme.

Problema 1. Fie f: [1,00) — (0,00) o functie continud.

Sd presupunem cd pentru orice a > 0 ecuatia f(x) = ax are cel putin o solutie
in intervalul [1,00).

a) Demonstrati ca pentru orice a > 0, ecuatia f(x) = ax are o infinitate de
solutii.
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b) Dati un exemplu de functie continud strict monotond cu proprietatea din

enung.
Vladimir Todorov, Bulgaria

Solutia 1. a) Si presupunem ci se pot gisi constantele a > 0 gi b > 1 astfel
ca f(x) # ax pentru orice x € [b,00). Cum f este continui, rezulta ci f(x) — ax are
semn constant pe [b,00). Avem doud cazuri:

1) f(x) > az pentru orice z € [b,00). Definim:

f(x)

c= min —= >0
z€[l,b] T

Atunci pentru orice z € [1, c0) avem:

f(z) = min{a, c}z,

contradictie.
2) f(x) < ax pentru orice x € [b,00). Definim:
¢ = max @) < 0.
z€[1,b] T

Atunci pentru orice z € [1, c0) avem:
f(x) < max{a, c}u,

contradictie.

b) Raspunsul este afirmativ. Alegem un gir 1 =27 < -+ <z < --- astfel ca
sirul (yx)e>1, Y = ok coskmy, s fie de asemenea strict crescitor. Definim f(xy,) =
=y, k > 1 gi prelungim f la o functie liniard pe portiuni f(x) = axx + by pentru
Z € [T, Tr41].- Am obtinut astfel o functie continud f cu proprietateas:

TG R T AC LE) )
n—oo (Ijzn n—oo xanl
Prin urmare functia continui
g(x) = M? =1,
x

ia orice valoare strict pozitivd pe intervalul [1,00).

Solutia 2. b) Exemplul se bazeazi pe imaginea intuitivd a graficului unei
functii care intersecteaza orice dreaptd D : y = ax cu a > 0, construind o linie
poligonala.

1
Consideram dreptele D,, : y = —xz §i D), : y =nz, n > 2 gi pe ele girurile de
n

1
puncte A, (zn,yn) € Dy si AL (2),,y),) € D), precum gi A (1, 2), astfel ca girurile

coordonatelor sa verifice relatiile:

1
1 <@, <zl < Tpii, §<yn<y;<yn+1, Yn > 2.
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Conditiile impuse conduc la:

1 , , 1
- < —Tp<Tp <T,<NnNr, < —T <z .
2 nn n n n n+1 n+1 n+1

Putem lua de exemplu x,, = (n!)? si 2/, = z,, + 1.
Definim functia f avand ca grafic linia poligonald A,..., A,, A!,.... Din
conditiile impuse rezulta ca functia este strict crescitoare.

. 1 . . . .
Ecuatia f(z) = —a are solutie in z,, iar ecuatia f(x) = nx are solutie in

1 .
x),. Rezultd cd pentru orice a € (n,n) ecuatia f(x) = ax are solutie (se aplicd

flz) .

teorema lui Darbouz functiei continue g(x) = ——= pe intervalul [z,,2},]). Deoarece
x

1
U, 52 (m) = (0,00), ecuatia f(z) = ax are solutie pentru orice a € (0, 00).
=2\ n

O solutie aseminatoare a dat in concurs studentul Cristian Talau.

Problema 2. Fie P, P,,...,Py,... un gir de poligoane conveze astfel ca
pentru orice k > 1 vdrfurile poligonului Py41 sa fie mijloacele laturilor poligonului
Py. Sa se arate ca existd un singur punct situat in interiorul tuturor poligoanelor.

Nazar Agakhanov, Rusia

Solutii. Problema a fost propusi de unul dintre cei mai prolifici propunétori
de probleme de cel mai inalt nivel. Ea este, in egald masura, legatd de geometrie,
analizd matematica gi algebra vectoriala:

1. aspectul geometric este evident din enuntul problemei (intersectia unor
figuri geometrice).

2. partea de analizd matematica se incadreaza in teoremele de contractie sau
de siruri descendente de multimi inchise.

JIntr-un spatiu metric complet un gir descendent de multimi inchise, cu sirul
diametrelor tinzand la zero, au un unic punct comun.‘

3. aspectul algebric, cel mai putin evident, este continut in majoritatea soluti-
ilor.

Solutia 1. Vom lucra in planul complex (se poate lucra si vectorial in
R2). Alegem originea planului in centrul de greutate al poligonului P; si notam

cu ag,ag,...,a, afixele varfurilor poligonului P; (aq + as + -+ + a, = 0). Notdm
apoi succesiv cu ag,1,0k,2,. .., 0k, afixele varfurilor poligonului Py, £ > 1. Din
relatiile:
Qg1+ g2 O+ a3 _ Ok a1
k41,1 = -5 k41,2 = fa“wakjtl,n == 5 (%)

rezultd cd toate poligoanele au centrul de greutate in origine, iar pentru poligonul
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P, obtinem afixele varfurilor

n1 = 5oy (a1 +CL_jaz+C%_jaz+ -+ ClFan_1 + an)
n2 = 577 (az+C,11_1a3+C,21_1a4+'~~+02:12&n+a1)
IIRRRRIEAAREEL ISR 27172 ..........
Qp,n = o1 (an—i—Cn 1a1—I—Cn71a2—|—-~-+Cn_1an,2—&—an,l).
Folosind in toate relatiile conditia a; + a2 + - - - + a,, = 0, avem:
1 Y
lan,1] < o1 (Choy =) Jag| + (C2_, = 1) |ag| + -+ (C=F — 1) |an-1])
1 e
lan2| < o1 (Croy=1) Jag| + (C2_; = 1) |aa| + -+ (C 77 — 1) |an])
........... [

lanal < 5o (Chy = 1) Jar| + (C2_y — 1) lag| + -+ + (Cp=F — 1) |an—2]) .

Adunand aceste relatii obtinem:

n

2! —n)S(P)) = (1 - 2n_l) S(Py),

unde am notat cu S(Pj) suma distantelor de la origine (centrul de greutate) la
varfurile poligonului Py, k > 1.
Functia S se comportd ca o contractie (din n—1 in n—1), cu ratia

S(P) < 5

g=1- =T < 1 i atunci S(Ppn-1)+1) < ¢™S(P1), in care dacd trecem la

limitad cu m — oo obtinem:

lim S(Pm(n—l)-i-l) =0,

m— 00
deci:
lim apq = lim ago =---= lim ar, = 0.
k—oo k—oo k—oo
Aceasta deoarece sirul S(Py) este descrescitor, cici:

S(Pry1) = lagy11] + |agsr2| + - +akt1,0]

a1+ ag2
2

a2+ ag.3
2

Qk,n + Qg1
2

+ ot

IA

1
5((\ak,1| + lag,2]) + (lak,2| + laka]) + - + (lakn| + [ak,1])
= lag1| + |ag2| + -+ |arn| = S(Pr).

Punctul comun tuturor poligoanelor este atunci punctul la care converg var-
furile poligoanelor (centrul de greutate comun tuturor).

Remarci.!) Aceastd problemi este de fapt din folclor. Ne referim la (SCHOENBERG,
1.J., Privelisti Matematice, Editura Tehnica, 1989). Fiind dat un poligon (convex)

1) Remarca si Solutia 2 sunt introduse de referent.
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IT in plan, poligonul IT' format de mijloacele laturilor lui IT este cunoscut sub numele
de poligon Kasner asociat lui IT i va fi notat prin II' = KII, deci 1™ = K™I1. I.J.
Schoenberg sugereaza folosirea metodei seriilor Fourier finite citre rezultatul enuntat,
drept care vom face mai intai o scurtd prezentare teoreticd a acestui subiect, dupa
Schoenberg.?)

Sa considersim, pentru 0 < k < n — 1, numerele complexe 2y, si wy, = e2™/7
radacinile complexe de ordin n ale unitatii. Problema este de a determina numerele
complexe «; (coeficientii Fourier) astfel incat

n—1
_ d
2, = g Wi,
j=0

(Deoarece determinantul sistemului este Vandermonde, sistemul are solutie unica,
insad putem obtine o precizie mai mare din relatii de ortogonalitate.)
Dar wy, = w*. Atunci, pentru 0 < £ < n — 1, vom avea:

n—1
zkwé_k = g ozjwk(jff),
7=0

deci:
n—1 n—1ln—1 n—1 n—1
1 1 a1 -~
*E:kak:*E:E sk 2):f§:a,§ W=D = @,
14 J J )
n n - n “
k=0 k=0 j=0 7=0 k=0

asadar coeficientii Fourier existd in mod unic.
Finalmente vom deduce identitatea lui Parseval

n—1 n—1 1 n—1 n—1 n—1
2 _ —_— —k —J _
n lael® =n apog = — Ry Zjw, =
n
/=0 =0 =0 k=0 j=0
1 n—1ln—1n—1 1 n—1ln—1 n—1 n—1
_ —, J—k __ — L(j—k) _ 2
= E E E azwy = 2% Y Wl = E |zk] =
£=0 k=0 j=0 k=0 j=0 (=0 k=0

Solutia 2. In mod evident problema revine la a fi date numerele complexe z;,

2k + Zk+1

indexate in Z, (afixele varfurilor poligonului initial), a defini f(z) = ,

a analiza comportamentul iteratelor f™(zy). Pentru ugurinta calculelor, si alegem
originea in centroidul sistemului de puncte (care nici micar nu trebuie a fi in pozitie

2) Acelagi autor folosegte aceastd metodd pentru a demonstra proprietatea izoperimetricd:

Teoremai (J. Steiner). Dintre toate poligoanele cu n laturi in plan, de acelagi perimetru L,
cel de arie mazima A = L?/(4ntan z) este poligonul regulat.

Mai mult, enunti si demonstreazé?

Teoremai (L. Fejes Toth). Pentru m — oo, o imagine afind convenabild o lui K™II converge
catre un poligon regulat sau stelat regulat.
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n—1

convexa), adica E 2, = 0. Atunci, folosind coeficientii Fourier:

k=0
e+ 2 1 n—1 1 n—1
k k+1 j j i j
fla) = - = 52%’ (Wi"'wiﬂ) = 520@' (1+w’) wi.
§=0 §=0

Aceasta arata ci, coeficientii Fourier pentru f(zx) sunt:

14wl j g
B = 5 % = Q€ cos ot
1 n—1
unde € = €™/ de modul unitate. S& observam ci oy = — E zkw,jk =0, de unde
n
k=0

si Bp = 0. Atunci, pentru 0 < j <n—1
2 9 o Jm 2 oT
i|© = |a;|? cos® — < |a;|“ cos” —
G312 = la [ cos* 25 < o cos?

deci, utilizand identitatea lui Parseval:

n—1 n—1 . n—1 . n—1
ST =0 187 < ncos® - > Ja;[? = cos® - > Izl
7=0 j=0 j=0 j=0

Prin iterare se obtine:

n—1 . n—1

D) S cos®™ Y J2]” — 0 cand m — oo
n

=0 =0

Prin urmare iteratele se contracti citre centroidul sistemului de puncte.

Pentru a reveni totusi cu picioarele pe paméant, gi a nu crede ca avem realmente
nevoie de astfel de metode avansate, iatd o solutie alternativa, total elementard, data
de Marius Tiba, elev pe atunci in clasa a IX-a. Folosind formula medianei intr-un
triunghi ABC' (cu notatiile obignuite):

) b2 4 2 2

@
¢ 2 4

m

obtinem prin insumare:

n

E 2 _
dk+1,i -

=1 7

2
R IR R TR
1 i=1 i=1 i=1
unde ¢ ; sunt lungimile laturilor lui Py, iar dj; sunt distantele de la centroid la

varfuri. Daci, in afarid de centroidul G, ar exista un alt punct X comun interioarelor
tuturor poligoanelor, perimetrele lor ar fi toate mai mari decat GX, deci prin iterarea

relatiei de mai sus:
n n k
2 2 2
i, <Y di— 1 GX?,
i=1 i=1
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absurd pentru k suficient de mare.

Solutia 3. Din relatiile (%), notand cu A matricea:

1 10 0 0
o011 -+ 00
110 01 --- 0 O
0 0 0 1 1
|1 0 0 0 1]
si cu:
ag.1
ak,2
Xk = ’
Ak n
obtinem relatia de recurents
Xk+1 = A . )(k7

din care

Xpi1 = AF - X1,Qk > 1.

Matricea A este o matrice circulard

11
aec(bbo )

cu valorile proprii \; = f(g;), i = 0,n — 1, unde:

1 1
si €0,€1,-..,Epn—1 sunt radicinile de ordin n ale unitatii. Avem:
1 1 . 1+¢; L —
Ao =5+ 5 =104 |)\i|:’ 5| <L i=Tn-1

Orice matrice circularad este diagonalizabila, iar matricea de pasaj este ma-
tricea Vandermonde:
P = V(€0,€1, N ,€n_1),

deci:
D=P ' AP sau A=P-D-P 1,
unde:
1 0 0 0 1 0 0 0
0 A\ O 0 0 X 0 0
D=0 0 X 0 |, pr=|0 0 X 0
0 0 0 An—1 0 0 0 P
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Trecand la limita in relatia A* = P . D* . P~1 obtinem:

1 0 0 0
0 0O 0
lim AF=p.| 0 0 0 0 1.p 1
k—oo . .
0 0O 0
Deoarece 1
Pl = “Vi(e,e1t,...,e0t)
n
obtinem:
1 1 --- 1
111
lim A = = .
k—o00 n :
1 1 1
si deci
11 --- 1 aq b1
1111 1 as ba
lim Xpo =~ . . . |[-| . |= ;
k—o0 no|oor : :
11 --- 1 an bn
unde by = by = --- = b, = Gt et (centrul de greutate al poligonului
n
initial).
Observatie. Din convergenta sirurilor (A§)x>1, (A )rs1,..., (AE_)e>1 re-

zultd convergenta girului de matrice (A¥)x>1, si implicit a sirului varfurilor (Xg)g>1
ale poligoanelor. Din relatia X411 = A X}, obtinem Xg = A- Xy, cu Xg = klim Xk,
deci

(A—11I,) - Xo = 0.

Rezulta ca vectorul limita X, este vector propriu pentru A, corespunzitor
valorii proprii A\g = 1. Prin calcul direct

X() =«
1
este un vector propriu cu toate componentele egale. Acest rationament simplifica
Solutia 3.
Solutia 3 a fost datd (incomplet) doar de doi studenti din concurs, si aces-

tia din Romania (Octavian Ganea de la Universitatea Politehnica din Bucuresti si
Ciprian Opriga de la Universitatea Tehnicd din Cluj).

Problema 3. Sa se determine toate functiile surjective:

f:Mu(R)—{0,1,...,n}
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cu proprietatea f(X -Y) < min{f(X), f(Y)}, pentru orice X,Y € M, (R).
Vasile Pop, Roménia
Solutie. Problema contine o caracterizare a rangului unei matrice printr-o
inecuatie functionald.

Functia f(X) = rang(X) verificd conditia. Vom arita ci ea este unicd. Dacad
X € GL,(R) §i Y € M, (R) atunci:

FXCY)<fY) s f(Y)=f(XT1 (X)) < f(X-Y),

deci f(X -Y) = f(Y) si analog f(Y - X) = f(Y), pentru oriceY € M, (R) si
X € GL,(R).

Se gtie ci orice matrice Y € M,,(R) de rang k poate fi adusa prin transformari
elementare pe linii §i coloane la matricea Ji = [ Iéc 8 ], deci existd matricele X

si Z din GL,,(R) astfel ca Y = X - Ji - Z. Din cele de mai sus rezulta f(Y) = f(Jx).
Este suficient s3 definim functia f pe matricele Ji, k = 0,n. Din Ji - Jyo1 = Ji
rezultd f(Jx) < f(Jg+1) si folosind surjectivitatea functiei f rezultd f(Jy) = 0,
f(h) =1, ..., f(Jn) =n. Deci f(Y) =rang(Y), pentru orice Y € M, (R).

Problema 4. Fien un intreg strict pozitiv gi f : [0,1] — R o functie continud
cu proprietatea:

¥ f(x)dz =1

o—_ _

pentru orice k € {0,1,...,n—1}. Sa se arate ca:

1
/f(x)Qda: > n?
0

Mircea Dan Rus, Roméania

Solutie. Domeniul general al problemei este cel al spatiilor vectoriale dotate

cu produs scalar (V,(-,-)) (spatii de tip prehilbertian sau euclidian). Fiind dati

vectorii liniar independenti vy, vo, ..., v, se cere si se determine vectorul v de norma
minim& care verifica conditiile

<val> = i, <’U,’l}2> =02, ..., <Uavn> = Qp,

unde oy, ao, ..., a, sunt scalari fixati. Cu un rationament general se poate ajunge
la concluzia ca vectorul care realizeaza minimul este unic si se afla in spatiul generat
de vectorii vy,vs,...,v, (Lema 1, cu demonstratie la sfargitul solutiei problemei),
spatiu care in cazul nostru este cel al polinoamelor de grad cel mult n — 1.

Problema s-a dovedit a fi cea mai dificila din concurs si dificultatea consta in
calculul efectiv al normei minime.")

DTotusi faptul ci valoarea normei minime este atinsi nu se cerea in problem. (N.A))
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n—1

Existi!) polinomul unic p(z) =ar1+asx+- - +apx care satisface relatiile:

1
q:kp(:v)da: =1, 0<k<n-1. (1)

0

Prin urmare pentru orice k € {0,1,...,n — 1} avem:

si de aici

Avem atunci

/quwmqu

o O~

1
0

n—1
f@de = 3 an [ o fla)da,
k=0

de unde rezulta:

1
/f(x)2dx2a1+a2+~-~+an.
0

Ardtdm ca a; + as + - -+ + a, = n?. Relatiile (1) pot fi scrise sub forma

a1 a2 (275
=1, 0<k<n-1.
F+l Tkl T e b UEiEn

Rezultd ca functia rationali:

r(z) = + +- 4+ -1

r+1 x+2 r+n

are radédcinile 0,1,...,n — 1.
Avem:
gz) —(z+)(x+2)---(z+n)
(z+1)(x+2) - (z+n)

r(z) = :
unde g este un polinom de gradul n — 1. Coeficientul lui "~ ! in ¢ este egal cu
ay + ag + - -+ + a,. Numaratorul lui r are radacinile 0,1,...,n — 1, de unde rezulta
ca:

a@) = (@ 4+ D)@ +2)- (@ +n) — 2@ = 1) (r — (n— 1)),

DVezi Lema 1, si finalul solutiei. Reludm totusi argumentarea minimalitaii. (N.AL)
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Din ultima expresie a lui ¢ rezultd ci coeficientul Iui 27! in ¢ este:

nn+1) nn-1)
5 + 5 =n”.

Obtinem:
a1+a2+~~+an:n2
si mai mult, egalitate daca si numai daca f = p.
Sa observam ca scrierea in fractii simple a functiei rationale:
zz—1)---(x—(n-1))
(z+1)(@+2)--(x+n)

furnizeaza chiar coeficientii polinomului p, deci aceasta este o altd metodi de a-i
proba existenta.

Demonstratia Lemei 1. Sa notdm cu Vj, subspatiul generat in V' de vectorii
liniar independenti (deci nenuli) vy, v, ..., v, pentru 1 < k < n.

Pentru probarea existentei procedam prin inductie. Pentru n = 1 rezultatul
este trivial; luam v = (ay/||[v1][*)v1. Fie u € V,,_; dat de ipoteza de inductie
pentru n — 1, gi w € V., ortogonal lui V,,_1. Avem (w,v,) # 0, cici altfel w ar fi
ay — (U, vy)

(w, vn)
si v =u+ dw, deci v € V,,. Dar atunci (v,v) = (u,vr) + Mw,vg) = ag, pentru
1<k<n—1,¢ (v,v,) = (u,v,) + Mw,v,) = ay,.

Unicitatea provine din faptul ci pentru un alt v’ € V,,, si cu proprietitile
cerute, am avea v’ — v ortogonal spatiului V,, in care se afli, deci nul, deci v/ = v.

In ce priveste minimalitatea, fie f € V oarecare cu proprietitile cerute, deci
f — v este ortogonal spatiului V,,, in care se afld vectorul v. Atunci:

1P = llo+ (f = 0)I* = (0 + (f =), 0+ (f —v)) =
= [0l +2(v, f —v) + [If =0l = [Jol* + || f = l* > |lo]]%,

cu egalitate numai pentru f —v =0, deci f = v.

In cazul de fats, monoamele 1,z,...,2" ! sunt evident liniar independente,
deci existd un polinom unic p(x) de grad cel mult n — 1, cu proprietatile cerute,
adica:

ortogonal spatiului V,, in care se afld, dar el este nenul. Fie atunci A =

1
(o). o*) = [afplaido =1, 0<h<n-1,
0

1

si de norma ||p(z)||* = / p(z)?dz minima printre toate functiile continue cu propri-

etatea de mai sus. "

Univ. Tehnica din Cluj-Napoca Univ. Tehnica din Cluj-Napoca
Str. C. Daicoviciu 15, Str. C. Daicoviciu 15,
400020, Cluj-Napoca, Roméania 400020, Cluj-Napoca, Roméania
vasile.pop@math.utcluj.ro popa.dorian@math.utcluj.ro
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Subiectele date la Universitatea din Bucuregti,

Facultatea de Matematica si Informatica
Concursul de admitere iulie 2008

Domeniul de licentd — Informatica

I. Algebra. 1. Fie matricea:

A:(é ;)eMQ(R).

a) Sa se arate cd A2 = 3A — 2[5, unde:

1 0
n=(g 1)

b) Sa se arate ca A este inversabild si sa se calculeze A~L.
c) Sa se calculeze A™, n € N*.
d) S& se determine matricile X € Mz (R) astfel incat X2 = A.

2. Pentru orice n € Z consideram functia f, : (2,00) — (2, 00),
fulz) =2+ (z —2)%".

Sa se arate ci:

a) fm © fn = fm+n pentru rice m,n € Z.

b) Multimea G = {f,, | n € Z} impreuna cu operatia de compunere a functjiilor
este grup comutativ.

¢) Grupul (G, o) este izomorf cu grupul aditiv (Z,+) al numerelor intregi.

1
II. Analizi. 1. Se considera functia f: [1,00) — R, f(x) = 2T
x
a) Sa se calculeze f'.
b) Sa se afle maximul functiei f.
c) Sa se studieze monotonia sirului (,),,53, Tn = nt/m.
z € [—1,0]

2. Se considerd fuctia g : [-1,1] = R, g(z) = { :l’nx e (0,1]

a) Sa se studieze continuitatea functiei g.

b) Si se studieze derivabilitatea functiei g.

c) S& se arate cd functia g admite primitive, sa se afle o primitivd a ei i si se
1

calculeze /g(x)dx.

-1

ITI. Geometrie. 1. Fie C(O, R) un cerc fixat de centru O si razi R gi doud
cercuri C(O1, Ry) si C(Og, Ry) tangente exterior intre ele si ambele tangente interior
cercului fixat. Sa se arate ca triunghiul OO102 are perimetru constant.

2. In planul 2Oy, se considers ecuatia z2 + y? — 6z 4+ 4y — 12 = 0.
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a) Sd se arate cd aceastd ecuatie rerezintd un cerc ciruia si i se determine
raza si coordonatele centrului.

b) Sa se arate ca dreapta de ecuatie 122 — 5y + 19 = 0 este tangenta la cerc
si sd se determine coordonatele punctului de tangenta.

c) S& se scrie ecuatiile laturilor padtratului circumscris cercului, in care una
dntre laturi este pe dreapta de la punctul b).

IV. Informatica. 1. Se numeste subsecventad a unui vector V' cu n elemente
intregi un vector cu cel putin un element gi cel mult n elemente care se gisesc pe
porzitii consecutive in vectorul V. S& se scrie un program in Pascal/C/C++ care
citegte de la tastaturad numéarul natural IV si vectorul V avand n elemente intregi si
afiseazi subsecventa lui V' avand suma elementelor maxima.

2. Se citesc de la tastaturd numu arul natural n gi sirul numerelor naturale
ai, ag, ..., ap. Sa se scrie un program in Pascal/C/C++ care afigeaza indicii i si j
care inceplinesc simultan conditiile:

a) 1<i<j<m

b) a; > ax si a; > ay, pentru orice k, i +1 <k <j—1;

c) diferenta j — 1 este maxima, .

3. Si se calculeze complexitatea timp a programelor propuse pentru proble-
mele de mai sus. In cazul in care niciuna dintre solutiile propuse nu are cmplexitate
liniara , sa se scrie un program Pascal/C/C++ de complexitate timp liniard pentru
una din cele douad prob leme de mai sus, la alegere.

Precizari. Pentru toate problemele de mai sus se presupune ca datele sunt
valabile gi 3 < n > 1000. Se vor descrie informal detaliile implementarii oricarui
program: semnificatia variabilelor; a structurilor de date, a blocurilor de program,
a conditiilor.

Timp de lucru: 3 ore.

Concursul Studentesc Traian Lalescu — Traditii si
Modernitati

DE ANDREI HALANAY

Initiat in anii ’70 din secolul trecut, concursul studentesc de matematica
»Iraian Lalescu“ devenise un moment important in viata universitard (de rezul-
tatele obtinute ajungea sd depindd chiar numarul de locuri repartizate universi-
tarilor). Intrerupt o lunga perioads dupd 1990, concursul a fost reluat la nivelul
Universitatii Politehnice din Bucuresti (U.P.B.), iar doi ani mai tarziu faza locala a
fost urmata de una interuniversitard cu participarea la inceput a UPB gi a Academiei
Militare (A.T.M.), acestora aliturandu-li-se, in anii rmatori, Universitatea Tehnici
de Constructii (U.T.C.). Beneficiind de sprijinul financiar al Ministerului Educatiei
gi Cercetarii, in anul 2008 a fost organizatd, din nou, o etapd nationala. Au par-
ticipat studenti de la 12 universitati: U.P.B., Universtatea din Bucuregti, A.T.M.,
U.T.C., Universitatea Babeg-Bolyai din Cluj, Universitatea de Vest din Timigoara,
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Universitatea Al. I. Cuza din Iasgi, Universitatea Tehnicd Gh. Asachi din Iagi, Uni-
versitatea Constantin Brancusi din Tg. Jiu, Academia Navad Mircea cel Batran din
Constanta, Universitatea Maritima din Constanta.

Spre deosebire de etapele anterioare ale concursului national, in spiritul nevoii
de modernizare a invatadmantului superior roménesc, in acest an a fost introdusi in
cadrul concursului si activitatea de cercetare gtiintificad studenteasca. Structurata
pe 3 sectiuni (I: Analizd, Algebrd, Geometrie; IT: Ecuatii diferentiale si Matematici
aplicate si III: Informatica) sesiunea a cuprins peste 30 de comunicari gtiintifice
studentec sti. Dintre acestea s-au remarcat cele ale studentilor Alezandru Tomescu
de la Facultatea de Matematici, Universitatea din Bucuregti: ,,Sortarea bitonica cu
modele naturale de calcul”, coonducétor stiintific conf. dr. R. Ceterchi, Cezar Lupu
de la Facultatea de Matematica, Universitatea din Bucuresti: ,,Remarci asupra unei
inegalititi elementare echivalenta cu ipoteza lui Riemann®, conducitor stiintific prof.
dr. Liviu Ornea, Alin Galatan de la Facultatea de Matematicd, Universitatea din
Bucuregti: ,,Fractali“conducitor gtiintific prof. dr. Radu Gologan, Claudia Zaharia,
Facultatea de Matematicd, Univ. de Vest, Timisoara: ,,Asupra teoremelor lui Aoki
si Rassias de stabilitate a ecuatiior functionale”, conducator stiintific prof. dr. V.
Radu, Alexandru Szoke de la Facultatea de Matematici, Universitatea din Bucuregti:
»Aspecte ale implementarii retelelor de procesoare biologice, conducator gtiintific
prof. dr. V. Mitrana.

Concursul a beneficiat de sponsoriziri din partea Inspectoratului Scolar al
Municipiului Bucuregti gi din partea Societatii de Stiinte Matematice din Roménia.
Fundatia ,, Traian Lalescu“, prin participarea directd a doamnei Smaranda Lalescu,
nepoata marelui matematician, a avut o contributie importantd la reusita mani-
festarii prin acordarea unui premiu de excelenta (castigat de Alezandru Tomescu) si
acordarea de diplome celorlalti premianti, insotite de medalia comemorativa , Traian
Lalescu — 125 de ani de la nagtere’ gi de volumul ,, Traian Lalescu — un nume peste

ani‘.

Succesul acestei manifestari nationale nu ar fi fost posibil fiara participarea
entuziastd gi dezinteresata a numeroase cadre didactice. De mentionat aportul dom-
nilor prof. dr. O. Standasild, membru al juriului la sectiunea I si presedintele juriului
de contestatii, prof. dr. S. Dascalescu, prof. dr. V. Balan, conf. dr. C. Gherghe,
membrii in juriul sectiunii I, prof. dr. I. Rosca, prof. dr. V. Rasvan, conf. dr.
R. Constantin, membrii in juriul sectiunii II, prof. dr. A. Atanasiu, conf. dr. V.
Rasvan, conf. dr. M. Olteanu, conf. dr. R. Stefan, membrii in juriul sectiunii III,
prof. dr.Radu Gologan, prof. dr. V. Prepelitd, lect. dr. A. Toma, conf. dr. V.
Tigoiu implicati in detaliile organizatorice.

Trebuie mentionat, de asemenea, rolul U.P.B., al doamnei rector prof. dr. ing.
Ecaterina Andronescu, fara sprijinul careia acest concurs nu ar fi putut fi organizat.

Festivitatea de acordare a premiilor, beneficiind de prezenta doamnei rector
E. Andronescu, a domnului V. Brdnzanescu, director al Institutului de Matema-
ticd al Academiei Roméane, a domnului C. Udriste, decan al Facultatii de Stiinte
Aplicate din U.P.B., a domnului D. Stefan, decan al Faultatii de Matematica din
Universitatea din Bucuresti, a domnului I. Ciucad, director in Ministerul Educatiei
si Cercetarii, a domnului D. Stefanescu, vicepregedinte al S.S.M.R, s-a constituit
intr-o veritabild pledoarie pentru excelenta in invatdmantul superior roménesc, cu
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precddere in predarea si invatarea matematicii.

Pentru anii urmétori se va urmadrii perfectionarea modului de organizatre,
marirea numarului universitatilor participante gi cregterea calitatii si a numarului
comunicarilor stiintifice prezentate.

Concursul Traian Lalescu — Faza nationalid
Mai 2008

Sesiunea de comuniciri stiintifice ale studentilor
Sectiunea 1: Analizd, Algebra, geometrie

Juriu: Prof. dr. O. Sandasila FSA, UPB
Prof. dr. S. Dascalescu FMI, UB
Conf. dr. C. Gherghe FMI, UB
Prof. dr. V. Balan FSA, UPB.

Premiul I

Cezar Lupu, anul IV, Facultatea de Matematica si Informatici, ,, Remarci
asupra unei inegalitati elementare echivalenta cu ipoteza lui Riemann*
Coordonator: Prof. dr. Liviu Ornea

Premiul II

Cezar Lupu, Cosmin Pohoatd, anul 1V, Facultatea de Matematici gi Infor-
maticd, ,,0 rafinare a inegalitatii HadwigerFisher

Coordonator: Prof. dr. Liviu Ornea
Premiul III

Marius Bucur, Facultatea de Automatica gi Calculatoare, , Teoria grupurilor
in analiza algoritmilor de criptare*

Coordonator: Conf. dr. Radu Constantin
Sectiunea 2: Ecuatii si Matematici Aplicate

Juriu: Prof. dr. I. Rosca FMI, UB
Prof. dr. V. Rasvan Facultatrea de Automatici., Univ. din Craiova
Conf. dr. R. Constantin Facultatea de stiinte aplicate, U.P.B.

Premiul I

Alin Galatan, anul 11, Facultatea de Matematica, Univ. Bucuresti, ,,Fractali®
Coordonator: Prof. dr. Radu Gologan

Premiul IT
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Claudia Zaharia, anul IV, Facultatea de Matematicd, Univ. de Vest, Timi-
goara, ,Asupra teoremelor lui Aoki si Rassias de stabilitate a ecuatiior functionale
Coordonator: Prof. dr. V. Radu

Premiul III

Simona Rozana Costache, Elena Birig, anul III, Facultatea de Stiinte Apli-

cate, UPB,  Metoda Monte Carlo gi aplicatii*
Coordonator: Prof. dr. V. Tdrcolea
Alexandra Podiuc, anul 111, FILS; George Olaru, anul 11, Facultatea de Auto-
maticd, UPB: ;2D continuous-Discrete Laplace Transfomrations and Applications®
Coordonator: Prof. dr. V. Prepelitd; Asist. dr. M. Pdrvan
Razvan Ionescu, anul I1, FILS; Andrei Chirild, anul 11, FILS, UPB: , Stability

of linear sstem — Math. speialized software

Coordonator: Prof. dr. V. Prepelita

Sectiunea 3: Informatica

Juriu: Prof. dr. A. Atanasiu FMI, UB
Conf. dr. V. Rasvan Facultatea de Automatica., U. P. B.
Conf. dr. M. Olteanu Facultatea de gtiinte aplicate, U.P.B.

Premiul I si Marele Premiu al Fundatiei ,,Traian Lalescu‘

Aexandru Tomescu, anul IV, Facultatea de Matematici si Informatica, Univ.
Bucuresti, ,,Sortarea Bitonica cu modele naturale de calcul“
Coordonator: Conf. dr. R. Ceterchi

Premiul II

Alexandru Szoke, anul IV, Facultatea de Matematici, , ,Aspecte ale imple-
mentarii retelelor de procesoare biologice"
Coordonator: Prof. dr. V. Mitrana

Premiul IT1

Daniel Cernat, anul II, Master Catedra Matematici III, UPB, , Tehnici de
watermarking in procesarea imaginilor digitale*
Coordonator: Prof. dr. V. Balan
Alexandra Radoi, anul 11, Facultatea ETTI, UPB: ,Analiza Wavelet. Apli-
catii: Recunoasterea formelor
Coordonatori: Prof. dr. V. Lazarescu; Prof. dr. O. Standsild

Mentiune
Liviu Dragan, Cezara Florescu, anul I, Facultatea ETTI, UPB: ,Aplicatii ale

geometriei fractale in domeniul analizei informatiei video*
Coordonator: Conf. dr. O. Sandru
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Concurs de rezolvat probleme
Sectiunea A: Matematica

Premiul I: Turea Lucian — Univ. Bucuresti; Bogogsel Beniamin — Univ. de
Vest Timisoara;

Premiul II: Viad Emanuel — Univ. Bucuresti; Galatan Alin — Univ. Bu-
curegti; Popa Tiberiu — Univ. Babeg-Bolyai Cluj;

Premiul III: Gavrus Cristian — Univ. Bucuresti; Stratulat Ioan Tudor —
Univ. Tehnicd Gh. Asachi, lasi; Papara Nicolae — Univ. Babes-Bolyai Cluj; Vil-
culescu Adrian Claudiu — Univ. Babes-Bolyai Cluj;

Mentiuni: Bucur Marius — Univ. Politehnica din Bucuresti; Farcas Csaba —
Univ. Babeg-Bolyai Cluj.

Sectiunea B: Profil electric, Anul I

Premiul I: Oprisa Ciprian — Univ. Tehnica Cluj;

Premiul II: Florescu Dorian — Univ. Tehnicad Gh. Asachi, lasi.

Premiul ITII: Nagy Aliz-Eva — Univ. Tehnica Cluj;

Mentiuni: Ferchiu Stefan — Univ. Politehnica din Bucuregti; Apostol Stefan
— Univ. Politehnica din Bucuresti; Ciobotaru-Hriscu Iulian — Acad. Tehnicd Militard
din Bucuresti.

Sectiunea B: Profil electric, Anul II

Premiul I: Bogdea Lavinia — Univ. C. Brancusgi din Tg. Jiu;; Boia Rodica —
Univ. Politehnica din Bucuresti; Carp Andrei — Univ. Tehnicd Gh. Asachi, lagi;

Premiul IT: Alecu Adrian — Univ. Tehnica Gh. Asachi, lagi;Podiuc Alexan-
dra — Univ. Politehnica din Bucuresti;

Premiul III: Popescu Ionut — Univ. C. Brancusi din Tg. Jiu;

Mentiuni: Miu Tudor — Univ. Politehnica din Bucuresti; Staniloiu Roxana
— Univ. C. Brancusi din Tg. Jiu; Daca Adina — Univ. Politehnica din Bucuregti;

Sectiunea C: Profil mecanic, Anul I

Premiul I: Savastre Simona — Univ. Tehnicad de Constructii, Bucuresti;

Premiul II: Acsinia Elena — Univ. Tehnica de Constructii, Bucuregti; Cédrje
Andrei — Univ. Tehnicd de Constructii, Bucuresti;

Premiul ITI: Cojocaru Ruzandra — Univ. Politehnica din Bucuresti;

Mentiuni: Spiridon Vasile Acad. Navald Mircea cel Batran, Constanta.

Sectiunea C: Profil mecanic, Anul II

Premiul I: Frumosu Flavia — Univ. Politehnica din Bucuregti;

Premiul II: Popescu Alezandra — Univ. Politehnica din Bucuresti;

Premiul ITI: Turi-Damian Sorin — Univ. Politehnica din Bucuresti;

Mentiuni: Cazan Costica — Univ. Tehnica Gh. Asachi, lagi; Crasmaru Ionug
— Univ. Tehnica Gh. Asachi, Iagi.
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Concursul de matematica ,,Traian Lalescu*,

Faza nationald 2008, sectiunea Matematicd (A)

1. Fie matricea A € M,,(C). Si se arate ci A este nilpotentd dacd i numai
daca tr(A*F) = 0, oricare ar fi k € N*; (tr(A) este urma matricei A).

2. Fie E o multime nevidi a intervalului (0, 00) care indeplinegte conditiile:

(1) g € E, oricare ar fi x € F.

(ii) /22 + y? € E, oricare ar fi x,y € E.

Se cere:

(a) Sa se dea un exemplu de multime F # (0, 00) care indeplinegte conditiile

(i) si (ii).

(b) Sa se arate ci E = [0,00); (E este inchiderea topologicd a lui E).

3. Fie U C R? o submultime deschis3 care contine discul unitate inchis D si
fie f : U — R o functie de clasa C! cu proprietatea:

of
ox

(Pﬂg1 §i‘§£&ﬁk§L VPeD.

Sa se arate cd dacd { My, Ma, ..., M, } este o multime de puncte din D cu cen-
trul de greutate in O, atunci pentru orice punct P € D este adevarata inegalitatea:

F(P) =SS )
k=1

<2.

4. Fie A multimea pland formatd din punctele interioare si laturile unui
dreptunghi ABCD de laturi AB = a si BC' = b. Se definegte functia f : A — R
prin:

f(P)=PA+ PB+ PC+ PD.

Sa se calculeze multimea valorilor functiei f.
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NOTE MATEMATICE

Legaturi neagteptate

DE MARIAN TETIVA

Abstract

Key words:
M.S.C.: .

1. Fie a, b, ¢ numere reale si si consideram polinomul:
f=X%—(a®+b*+ X + 2abe,

despre care afirmam ca are toate radacinile reale. Dar un polinom de gradul al
treilea cu toate radicinile reale are discriminantul nenegativ, deci (discriminantul
unui polinom de forma X3 + pX + q este —4p> — 27¢?) obtinem:

—4 (= (a®+ b+ 02))3 — 27(2abc)* > 0,
care se transforma imediat in:
(a® + 0%+ 02)3 > 27(2abc)?.

Cu alte cuvinte, am gisit exact inegalitatea mediilor (pentru numerele nene-
gative a2, b?, c?)!

2. Polinomul f de mai sus ne mai rezervi o surprizd. Anume si presupunem
ci a, b, c sunt astfel incat:

a® + b2 + 2 + 2abe = 1.

Aceastd egalitate conduce la f(—1) = 0, deci o rddicind a lui f este —1.
Pentru celelalte doua, fie ele x; si 2, avem atunci:

T1+x0o=1 mi xz129 = 2abc,

deci inegalitatea (z1 + x2)2 > 4xqx9 (care exprimi tot un discriminant > 0, anume
discriminantul polinomului de gradul al doilea care are radicinile z1 §i z2) devine
1 > 8abe. Agadar, am aritat ci pentru orice numere reale a, b si ¢ care indeplinesc

conditia a® + b + ¢ 4+ 2abc = 1 are loc inegalitatea S8abc < 1. Pentru a = sin 3

B
b = sin > ¢ = sin(C2, unde ABC este un triunghi oarecare (se stie ca sinusurile

jumtitilor unghiurilor verifici aceasta relatie) regisim inegalitatea:

)

| =

B
sin 3 sin 5 sin C2 <
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care, cum bine se cunoagte, este echivalentd cu inegalitatea lui Fuler, R > 2r!

3. Rationamentele de mai sus se bazeaza esential pe faptul ca f are radacini
reale, fapt pe care nu vrem sa-1 justificaim utilizand discriminantul, pentru a putea
apoi deduce inegalitatea mediilor. Atunci cum ardtdm ca f are radacini reale? Ei
bine, sa consideram matricea cu elementele numere reale:

A:

Qe O
o O e

b
c
0

Fiind o matrice realé gi simetrica, polinomul ei caracteristic are toate radacinile
reale. Dar, farid nicio problema, se calculeaza polinomul caracteristic al acestei ma-
trici, se gisegte, desigur, tocmai f i astfel se incheie rationamentul nostru.

Ar fi interesant de construit o matrice al cirei polinom caracteristic si aiba dis-
criminantul pozitiv, iar inegalitatea pentru acest discriminant sa ne dea inegalitatea
mediilor (sau poate o altd inegalitate cunoscutd). Din picate incercirile noastre in
acest sens nu au dat niciun fel de roade.

Profesor,
Colegiul National Gheorghe Rogca Codreanu
din Barlad

PROBLEME PROPUSE

269. O pereche de numere naturale consecutive n,n + 1 se numeste adaptatd,

[0+ 1)V3] = [nv3] = 1.

Care este probabilitatea ca doud numere consecutive alese la intamplare, sa
fie adaptate.

daci:

Radu Gologan
270. Fie a, b, ¢ numere pozitive al caror produs este egal cu 1; mai pre-
supunem ca:
¢ = min{a, b, c}.

Sa se arate ca:
a® + b3 + ¢ — 3(ab + ac + be) > c(a —b)? + c(a —c)(b— ¢).

Marian Tetiva

271. S& se arate cd pentru orice G € R are loc inegalitatea:

i cos nd S 7t
1 2 oon-
— (n+1) 20

Roébert Szasz

272. Fie x; € Ry, i = 1,n, astfel incat:
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0<r1 << ...<2xy, i T1+a24...+2, =a.

S& se determine mulgimea {maxw; | i = 1,n} si si se precizeze valorile pentru
care aceste maxime sunt atinse.
Dorin Miarghidanu

273. Daca:
1 x
e(z)<1+> , VreR
x

si a € R%, sé se calculeze:

2 n
lim | lim (%) e(z + ka) — ne(x)
k=1

Dumitru Batinetu-Giurgiu

274. Fie R si p doud numere strict pozitive, iar k£ un numéar natural dat.
Consideram sirul de polinoame ([%,),,- , definit prin:

Fo(X)=X"—REX"F - Y pIx"I,
1<j<n
ik
1. Sa se arate ca fiecare polinom F), are o unica radacina reald pozitiva &,.
2. Sa se arate ca sirul (£,), -, este monoton si convergent.
Doru Stefanescu

SOLUTIILE PROBLEMELOR PROPUSE

Dup4 intrarea la tipar a numdrului 3/2008 al revistei, am mai primit solutiile corecte la
problemele 243, 245, 246 si 247 de la domnul Gheorghe B. G. Niculescu — profesor la Colegiul
de Pogtd si Telecomunicatii Gheorghe Airinei din Bucuresti. Facem prezenta mentiune pentru ca
domnia sa sd poatd fi inclus pe lista rezolvitorilor de probleme din acest an.

De asemenea, domnul ing. dr. Dorel Bditan de la Romtelecom S.A., Bucuresti, ne-a
comunicat o scurtd gi elegantd solutie pentru pct. b) al problemei 242 din nr. 2/2008 al revistei,
solutie pe care o reproducem mai jos.

La solutia oferita de dl. prof. Marian Tetiva in G. M. A. nr. 2/2008, pag. 149, in locul
fegalitatii lui Blundon p < 2R + (3\/ - 4) r, ridicati la pitrat, se poate utiliza o inegalitate mai
puternicd, inegalitatea lui Gerretsen p < 4R? + 4Rr + 3r2.

2

Se demonstreazs c inegalitatea p < 4R2? + 4Rr + 3r2 < [2R+ (3\/ - 4) r] , in care
inegalitatea din dreapta este echivalentd cu inegalitatea lui Euler, R — 2r > 0.

Problema 242 b) se rezolva scriind dubla inegalitate:

2(4R+7r)2(2R —r)
11R — 4r

p2 <4R% + 4Rr +3r%2 <

gi demonstrand inegalitatea din dreapta. Avem:
2(4R+71)?(2R —r) > (4R® + 4Rr + 3r%) (11R — 4r) &

< 64R? — 12Rr? — 2r3 > 44R3 + 28R%*r + 17Rr? — 12r® & (R — 2r) (20R? + 12Rr — 5r%) > 0.
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in baza inegalit#tii lui Euler R — 7 > 0, in membrul stang din ultima inegalitate avem un
produs de doi factori, unul pozitiv, R — 2r, iar celdlalt strict pozitiv,

20R? + 12Rr — 5r2 = 20R% + 12r(R — 2r) + 1972 > 0,

ceea ce incheie demonstratia.

248. Fie C’“(R) spatiul vectorial ol functitlor reale de variabild reald, diferentiabile de k
ori (unde, C(R) - spatiul functiilor indefinit derivabile, iar CO(R) — spatiul functiilor continue)
si L, D : C?(R) — C°(R) operatorii diferentiali definiti prin

Liy)=y"+ay +ry,  D(y) =y, qrekr

a) Sda se arate cd kerL C C*°(R) si ca restrictia lui D la kerL este un endomorfism al lui
kerL.

b) Fie {y1,y2} 0 bazd in kerL; pentru orice y € kerL, existd a,b € R unici, astfel incdt
y = ay1 + by si deci, in felul acesta, se defineste un izomorfism ¢ : kerL — R?. Sd se arate cd
endomorfismul D induce un endomorfism f € Lr(R?) care face urmdtoarea diagramd comutativd:

D
kerL, —— kerL
el Lo

—_
R2 I R2
Sa se determine o condilie necesard si suficientd pentru ca f sd fie un automorfism.
c) Dacd Ay este matricea lui f in raport cu baza canonicd, iar p este polinomul caracteristic
al ecuatiei L(y) = 0, sd se calculeze p(Ay).
d) Alegdnd n kerL o bazd convenabild, sd se scrie forma generald a lui Ay. Cazuri parti-
culare:
(i) g=0,r=-1; (il)g=r=1; (iii) g=2,r=1.
Dan Radu
Solutia autorului. Dau a y € ker L, atunci y"’ = — (¢v’ + ry). Cum y € C?(R), urmeazi
cd —(qy' +7ry) € CY(R), deci y"" € C'(R) si deci y € C3(R). Rationand recursiv, deducem ci
y € C°(R). Pe de alti prte, dacd y € ker L, atunci:

v +ay +ry=v.

Conform celor stabilite anterior, putem deriva inegalitatea de mai sus gi obtinem:
y/// _,’_ qy// _,’_Tyl — 'U,
ceea ce ne aratd cd y’ + D(y) € ker L, adic a faptul cd restrictia lui D la ker L este un endomorfism
al acesteia.

b) S& observidm mai intai, cd izomorfismul ¢ este definit prin egalitatea ¢(y) = (a,b).
Probarea acestui fapt este imediati. Deoarece ¢ este un izomorfism, rezults ci existi o~ 1 : R2 —
— ker L si deci aplicatia f cerutd in enunt va fi f: oo Do p~!. Evident, f este un endomorfism
al lui R? si face comutativi diagrama dati. Pe de alti parte, si observim cd intre matricile
corespunzitoare (scrise respectiv in baza {y1,y2} din ker L si baza canonic din R?) exist# relagia:

Ap = AgApA, 1.

Dar Ay, = A1 = A;l = I (in raport cu bazele considerate) si deci Ay = Ap. Prin
urmare, o conditie necesari gi suficientd pentru ca f si fie automorfism este ca D si fie automorfism.
Avand in vedere ca ker L este finit dimensional, acesta este echivalent cu faptul c& ker D = {0}.
Cum insi ker D = R = Sp(1), rezulti ci f este automorfism daci gi numai dac 1 ¢ ker L.

¢) Din cele stabilite la punctul b), rezultd ca p(Ay) = p(Ap) si deci:

P(Af) = AL +qAp +rl = Ap2y ypyriay., , -
Pe de altd parte, pentru ¢ € {1,2}, avem:
(D? + gD +idker L) (y;) = D? () + ¢D (i) + rys = ¥} +qy} +ryi = v,
aga incat p(Ay) = 0 (matricea nuls).
d) S& consideram ecuatia caracteristicd p(\) = 0 asociatid ecuatiei diferentiale L(y) = 0 si

fie A1, A2 ridicinile sale. Deosebim urmitoarele trei cazuri:

I. A1, A2 € R, A1 # Ao, Atunci putem lua y1 = e *x \it, y2 = etz2t

si deci:
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D(y1) = A1y1, D(y2) = Aa2y2,

A0
== (4 0,

in cazul particular (i), Ay = —1, A2 = 1 si deci:

-1 0
=),

II. A1, A2 € C\ R, A\; = X2 = o + i. Atunci putem alege y; = e®? cos Bt, y2 = et sin Bt si

ceea ce conduce la matricea:

deci:
D(y1) = ay1 — Byz, D(y2) = By1 + aya,
ceea ce ne conduce la matricea:

— A = a B _ ReAr  Im)
Af*AD*( -B a)*( —ImA1  Re) )

in cazul particular (ii), a = —%, 8= ? si deci:
Ap=1 ( -1 V3 ) .
2\ —v3 -1
III. A1 = A2 = o € R. Atunci putem lua y; = e®?, yo = te®? si deci:
D) =ay,  D(y2) =y1 + aya,
ceea ce ne conduce la matricea:
Ap=Ap = ( o i ) .
in cazul particular (iii), « = —1 si deci:

1 -1 1
a=5(7 1)

249. Dacd a si b sunt numere reale pozitive astfel incdt a +b =a" +b", n € N, n > 2,
atunci:
a4 pntl <o

Vasile Cirtoaje
Solutia autorului. Scriem inegalitatea cerutd sub forma omogeni:

a” +b" n+1 an+1+bn+1 n—1
- 7 >(2 "7 .
() = (—=—)

Faréd a pierde din generalitate, vom considera a > b = 1. Inegalitatea devine astfel:

a™ 41\ "+t e+l 41\t
> (2 T-
(o) =)

sau o

a +1 a”mt +1

1 > Dln ——.

e+ 2 it
Problema revine la a ardta cd functia:
™ +1 i |
= N1 —(n-1DN=—T=
f@) =@+~ (=T

satisface conditia f(x) > 0 pentru x > 1. Deoarece f(1) = 0, este suficient si ardtdm cd f'(z) > 0
pentru z > 1. Avem:

1, nz™ 1 1 (n—1)z™ zn~1 1 z" zn—1
- Ol (B ) ey (i - ) -
n+1 zr4+1 x4+1 zntlid " +1 x+1 zntl 41 zrn 41




z—1 [2" 24 ... 4+2+1 (n—1)2"!

41 rz+1 Togntl g

= TG DT D E T ) e T ) @
a2 (2 1) (z — 1)) > 0.

Inegalitatea din enunt devine egalitate dacd si numai dacd a = b = 1.

Solutie datd de Marian Tetiva, profesor la Colegiul National Gheorghe Rosca-Codreanu
din Barlad. De fapt n poate fi orice numéir mai mare ca 1 gi enuntul rdméane valabil. Pentru acest
lucru, sd demonstrdm intai ¢ media generalizatd a doud numere pozitive este logaritmic concava
(0, 00); mai precis este valabild urmitoareas:

Lema. Fie a, b doud numere pozitive gi functia f datd prin:

242\ @
a® + a
@ = (S55)" . vee .o
Atunci f este logaritmic concavd, adicd g definitd prin:

1 T+ b*
g(x):lnf(x)zflni, Vx> 0.

T 2
este concavi pe (0,00).

Demonstratie. Calcule simple aratd cd derivata a doua a functiei g este:
2R (x) — 2zh/ 2
(o) = TR = 2@ 4 20l0) g
x

unde h este functia definitd prin

T T
h(z) = ln%, Va > 0.

La randul ei, functia de la num&rédtorul lui g’ (care se poate defini i in 0) are derivata
x2h(3)(ac) < 0, pentru orice x > 0. Rezultd cd aceastd functie descregte pe [0.00), deci este cel mult
egald cu valoarea sa in orifine, care este 2h(0) = 0. Prin urmare ¢g’'(z) < 0, pentru orice z € (0, 00),
ceea ce trebuia demnstrat.

Nu am justificat faptul c# h are derivata a treia negativi pe (0,00), dar vedem indatd cum
rezultd tot din calcule. Anume avem:

, a”lna+b%Inb
R (z) = T
apoi
W (z) = (Ina —In b)zgzbz
(a® 4 b%)
gi, in fine:
B (2) = (Ina — Ind)3 (* — a®) a®b®

(a® 4+ b=)3
Cum petru z > 0 diferentele Ina — Inb si b2 — a® au semen contrae, se obtine concluzia
anuntatd despre semnul lui h pe intervalul (0,00). (De asemenea, acelagi rationament aratd cd
functia f este logaritmic convexd pe (0, 00).)

Acum putem trece la rezolvarea problemei. Inegalitatea lui Jensen pentru functia concava
f se scrie sub forma:

1

<apw+qy + bperq:u) prtay - <al' + b ) fracpz <ay iy ) :

2 2 2

n 1
pentru orice p,q,x,y > 0cup+q=1. Sd alegem aici x =n+1,y =1, p= —— si ¢ = — pentru
n n

un anume n > 1 (nu neapdrat numir natural, este clar). Obtinem pz + gy = n si inegalitatea
devine (gi dupd ridicarea la puterea n(n + 1)):

an+1+bn+l n—1 a+b n+1 < am 4+ " n+1
2 2 - 2 '

337



evident, cu ipoteza a + b = a™ + b", aceastd inegalitate conduce la a™t! + b t1 < 2. Egalitatea
are loc (deoarece fuctia g din lem3 este, de fapt, strict concavd pentru a # b) doar daci a =b = 1.

250. Fie a, b, ¢ numere rationale astfel incdt a # 0 si dac — b2 este pdtratul unui numdr
rational diferit de zero. Sa se construiasca un eremplu de functie f : R — R cu proprietdtile:

i) f este aditiva, adicd

fl@+y) = f(@)+ f(v),

pentru orice x,y € R;

ii) f werificd relatia

af(f(x)) +bf(z) + cx =0,
pentru orice x € R.
Gabriel Dospinescu gi Marian Tetiva

Solutia autorilor. Si vedem mai intadi cum rezolvim problema intr-un caz particular:

anume, pentru inceput, construim o functie aditivi A : R — R, care s verifice in pus gi relatia:

h(h(z)) = -z, VzeR.

Pentru aceasta sd considerdm o bazd Hamel, adicd o bazd a lui R ca spatiu vectorial peste
Q si o partitie a sa H = aU B in doud multimi de acela si cardinal; cu alte cuvinte, existd o bijectei
¢ : A — B. Mai notdm —X = {—z | z € X} pentru orice multiem X de numere reale si definim
functia g : HU (—H) — H U (—H) prin:

fgarg, T € g
_ —p~(x), wTe€
g(z) = —p(—z), z€—-A

90_1(733)7 z € —B
(este ugor de vizut cd, dacd A si B ealizeazd o partitie a lui H si aceasta este o bazd a lui R peste
Q, atunci A, B, —A, —B partitioneazd pe HU (—H)). Pentru z € A avem atunci g(z) = ¢(z) € B
gi:
9(9(@)) = g (p(@)) — ¢! (p(a) = —z,
pentru z € B avem g(z) = —¢~ ! € —A i
9(9@) =g(~¢7 (@) = —¢ (= (~¢ (@) = ~=,

dacd z € —A, g(z) = —¢(—x) € —B, deci:

9(9(z)) = g (—p(—2)) = ¢~ (= (—p())) = —=
si, in fine, pentru z € —B, g(z) = ¢ !(z) € A si

-1 -1
9(9(@) =g(p™'(2)) =¢ (¢ (-2)) = —=,
in concluzie avem:
g(g(x):—x), VIGHU(fH),
relatie care implicd imediat si:
g(~z) = —g(a), Ve HU(-H).

S& zicem cd elementele bazei Hamel considerate sunt notate e; unde ¢ parcurge o anumita
multime I de idici (de puterea continuumului); mai precis, fie e;, 7 € I, elementele din A si ey,
k € K elementele din B (JUK =1, JNK = 0).

Functia h pe care o ciutim noi reprezintd aga numita prelungire prin liniaritate a functiei
g, adicd este definitd prin:

hx) = aigle:) =Y azg(e;) + Y argler),

iel JjeJ keK
pentru orice:
z= aie; =) ajgle;)+ Y arglex) €R
iel jeJ kEK

(orice z € R are o unicd asemenea scriere, cu a;, ¢ € I numere rationale dat fiind ca H = AU B
este bazd a lui R peste Q). Mai intai remarcdm ci h coincide cu g nu numai pe multimea H (ceea
ce este firesc), dar si pe —H: intr-adevir, avem pentru —e; € —H:

h(—e;) = h((—1)e;) = —g(e;) = g(—e;)
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(datoritd faptului ci g, aga cum am v#zut putin mai sus, este impard). Acum se verificd imediat ci h
este o functie aditivd sau, echivalent, Q-liniard (acesta este rostul prelungirii prin liniaritate) si nici
nu este greu de vizut ci h (h(x)) = —z, pentru orice z € R. Intr-adevir, pentru z ca mai sus, avem,
conform definitiei lui h si tindnd seama de faptul ci e; € A = g(ej) € Bsie, € B= g(ex) € —A,

cd:
h(h(z)) = ajg(g(e;)) + Y (—ar)g(~glex)) =
jeJ keK
=Y ajglgle;) + Y (ar)g(gler) =D aj(—e;)+ > ap(—ep) = —x
jeJ keK Jj€J keEK

(am folosit iar g(—t) = —g(t) si g (g(t)) = —t, pentru orice t € HU (—H).

Acum avem o functie h : R — R aditivi si astfel incat h (h(z)) = —z, pentru orice z € R.
Aditivitatea implicd imediat Q-liniaritatea functiei, adicd mai avem h(rz) = rh(z), oricare ar fi
rzeRsireQ.

Pentru a rezolva problema noastrad, si observim intai ci, in conditiile enuntului, trinomul
de gradul al doilea at? + bt + ¢ are doui ridacini complexe conjuate p+ gi si p — qi, cu p, ¢ numere

rationale, prin urmare avem:

b . c
“2p=— s P4’ =

S|

(conform relatiilor lui Viéte). De aceea, relatia pe care trebuie si oindeplineasca functia f se poate
scrie sub forma:
f(f(@) —2pf(x)+ (P +¢*) =0, Vo R,
Definim pe f prin:
f(@) = qh(z) + pa,
pentru orice z € R. Datoritd Q-liniaritatii functiei h si proprietitii sale h (h(z)) = —z, Vz € R,
avem:
f(f(@)) = gh (ah(z) + pr) + p (gh(z) + pr) = ¢*h (h(x)) + 2pgh(z) + p°x =
= 2pgh(z) + (p2 — q2) z, Vz € R,

ceea ce implicd imediat:
f(f@) = 2pf(z) + (P* +¢°) 2 =0, VR
gi incheie rezolvarea problemei.

251. Sa se arate cd, intr-un simplex, au loc inegalitdtile urmdtoare:

DY o meny

i
i=1 r
n n n
h; n—+1 h; h; n2
b > >(n-1 > :
)Zhifr_nflzz::lhlﬁ»r_( )Z -
T n4+1 & T / - T
1 1 1
C > >(n-—1 _ >
) (n72)ri77"_n71iz::1(n72)n+r_( )izz:l(an)szrr_
>__ ™
= n—2)n-1)
Cu h; si r; se noteazd indltimile si razele sferelor exinscrise simplezului, iar cu r raza
sferei tnscrisa simplezului (i = 1,n, n > 3).

n2
=

Mihai Miculita si Marius Olteanu
Solutia autorilor. Se gtie cd intr-un simplex au loc relatiile (a se vedea D. S. Mitrinovié
. a., Recent Advances in Geometric Inequalities):

Vv Vv Vv -
hi:n 7r:n , TP = n ,undeS:ZSi,ag‘,acé:
" Si S S —285; prt
(4) 1 2":17 1
n—2 T T hi’

unde S este aria totald, S; este aria fetei i, V este volumul.
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a) Tinand seama de inegalitatea:
n—1 n—1 1
<§jxi)<§j)z(n—1)2 ey
i=1 i=1

echivalentd cu:

Rt FPA |
. — > —— Vz; >0, i=1,n, 1/
n—1 lz_:l x; -l ! 9
S >
i=1
avem:
11.2 Ty > n;lr: n—1 . :nfi :(n—j)rj
n — — Ty — T T _ _ o 14+ — Tj T
i Z Ti (n=1) Zr 75
i#g i#£j ?
de aici:
"oy "o
>(n—-1)- .
Mai departe, utilizand inegalitatea mediilor avem:
n 2 2 2 2
T n n n n
n-1)->Y ——>mn-1) 7——=n-1) ——=(n-1) ——— = —
s T ZT’i-‘rT n Zl n+n-—2 2
_— n+r- —
i=1 i=1 "

b) Pentru inceput, vom demonstra urmitoarea inegalitate (ce apartine lui Andrei Chites).

»Dacd x1,22,...,2n >0, x; + 22+ ... +2=1, n > 2, atunci:
n 1 n 1
n—1 >(n+1)- “. 2
(=Y o 2 ()Y @)

=1 i=1
n T; n 1 ~ x; n 1
& 2n Lo >2. Sn o> . *
Zlfﬁ— .217;]52 Zlf‘rz_Zlfz? ()
=1 K3 i=1 K3 i=1 K3 =1 7
n
Deoarece x; > 0 pentru orice i = 1,n si Z z; = 1, rezultd ci x; € (0,1) implicd zZ € (0,1)
i=1
gi deci 1 — xf > 0, pentru orice ¢ = 1,n. Presupunem cid x1 > x2 > ... > xp, atunci 5 =
1—z7
1 1
> 522> . Din inegalitatea lui Cebagev avem, in aceste conditii cé:
1—a3 1—a2
n n n n
i 1 < ) < 1 > 1 1
> = DL DS =2
2 = z 2 2
lzll—zi n = 1:11—% n i:ll—m2
de aici:
n n n
z; 1 1 1
n R S )
2 = 2 2
izllf:vi n i:11+zi 22117:1:1
adicd (x).
. . . o 1 1 1
Egalitatea se obtine numai dacd 1 = z2 = ... = x5 sau 5 = 5 =...= y
1—27 1—2a3 1—z2
1
ceea ce este echivalent cuxy =220 = ... =, = —.
n
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Revenind la roblema enuntatd, pentru prima inegalitate a punctului b) se considerd in

r _
inegalitatea (2) ¢ z; = —, pentru ¢ = 1, n etc.

Fie f:(0,00) — RZ , definitd prin:

f(x)zzfi1i$_(n_1)ﬁ7n237n61\]
Atunci (n+1)(n—2+2)% —2(n — 1)2(1 + 2)3
) =2 (n—1)(1+=z)3(n—2+=x)3 ;

deoarece n > 3 gi z € (0,1), n € N, se aratu a ugor ¢i (n + 1)(n — 2+ )2 — 2(n — 1)2(1 + x)> este
pozitivd; rezultd cu a f”(z) > 0 i deci f(x) este convexd. Aplicand, atunci, inegalitatea Jensen

functiei convexe f, avem, pentru orice z; € (0,1), i =1,n:

F@) + Fo2) oot flo) 2 f (BEEEEI) )

Daci in inegalitatea (3) alegem x; = hi si tinem seama de relatiile (A) precum si de faptul

4+

A .

gl he )= s () =0
n n

7

rezultd in final inegalitatea ceruti.
In fine, aplicand din nou inegalitatea mediilor avem:

n—1)- — > (n—-1)- _ =
( );(”*%*”_( );i(n—%”
i=1 hi
n2 TL2 TLZ
- n-1)— —(p=-1) —— =
e o 1 E i Sl e s Rl
r i = 1,n (se tine seama de egalitdtile (A); se

c) In inegalitatea (2) se alege ; = —————, i
(n—2)r;
obtine astfel prima inegalitate a punctului c¢). Pentru cea de a doua inegalitate se aplici inegalitatea

1
(3) functiei convexe g : (0,1) — R, g(z) = s f(z), unde f este functia considerat la punctul
n—

b); se alege z; = 47 i = 1,n gi se observi, ci:
(n—2)r;
T+
n—2r1 (n—=2)ra  (n—2)r, 1 1 1
n n n—2 n

Rezulta:
T T
B — — | >20&
g((n—2)7“1>+ +g<(n—2)m>_

n
Ti

sty ni (n—-1)-3" >0
. —(n—1)- P
n—1 = =2ri+r et (n—2)2r; +1 —

in sfarsit, a treia inegalitate rezultd tot din inegalitatea mediilor:
2

(-1)-Y — s
— (n—2)%r; +7 2 (n—2)%r 47
—n-1)- n? _ (n— 1)n2 _ n2 '
nn—22+mn-7r) n"-2)(n-12 n0-2)(n-1)
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in toate punctele problemei egalititile au loc atunci gi numai atunci cand simplexul este

este ,echifacial* (adicd S1 = So = ... = Sn).

Pentru n = 3 si n = 4 se obtin frumoase inegalitdti in triunghi si tetraedru.
Problema constituie o generalizare a problemelor PP.5165 gi PP. 5166 din ,,Octogon Math-

ematical Magazine“, pag. 357, octombrie 2004.

Solutie datd de Nicusor Minculete de la Universitatea Cregtinu a Dimitrie Cantemir din
Bragov. Fie (n — 1)-simplexul A1 As ... A,, n > 3, in spatiul euclidian (n — 1)—dimensional, iar
cu h; si r; se noteazd indltimile gi razele hipersferelor exinscrise simplexului, cu r raza hipersferei
inscrisd simplexului, cu V notdm volumul simplexului, cu S; notdm volumul (n — 2)—simplexul

A1A2 e Ai—lAi+1 e An §i in fine:

intr-un (n — 1)—simplex se cunosc urm atoarele egalitati:

-1V
hi = (n ) )
Si
_(n—-1)V
= 3 ,
—1
ry = =DV V.
S —28S;
Ca urmare, putem stabil ugor urmatoarele relatii:
n
r
Yoot
= ha
n
St
= =2
Pentru inceput vom demonstra urmatoarele patru inegalitati:
n n
1 1
DY = >@m-1

n
unde a; = R, pentru orice i = 1,n, A = E a;;

=1

n n
1 1 1
i S >t ,

unde a; = RY, pentru orice i =1, n, Z a; =1;

i=1
1< 1 " 1
RIS R ) D —
n—1~1+a; —~ n—2+4a;
=1 i=1
n
unde a; = RY, pentru orice i = 1,n, a; =1;
i=1
n 2
1 n
iv) (n—1 _ > ,
) ( );n—Z—&-ai*n—l

unde a; = RY, pentru orice ¢ = 1,n, E a; = 1.
i=1

i) Aplicim inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz, astfel:

1 1
(a1+a2+...+ai71+ai+1+...+an)<—+—+...+
a1l a2
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deci:

1 1 1 1 1 _ (n—1)2
—+—+...+ + o= > (11)
a1 a2 a;—1 Q41 an A—a;
Scriind si inegalititile analoage inegalititii (11), prin insumare, ob{inem:
n
n—1) —>(n- 1)2
iar impértind cu n — 1, deducem inegalitatea (7).
ii) Rescriem inegalitatea (8) astfel:
21 2 i 1
Z:ll—ai ”_li:11+al7
adica:
(’fL - 1) Z 2 Z )
o l-aei T imlta
deci:
n 32 + 3 = 2
o l—ei Timltae mloap l-a
Prin urmare inegalitatea (8) este echivalenti cu inegalitatea
“ a -~ 1
SIS 1)
Z_:ll—ai 7M:Il—az
Fard a micsora generalitatea, presupunem cd a; < a2 < ... < ap, de unde rezultd ca
1 1
5 < 5 <...< si, prin aplicarea inegalitatii lui Cebdsev, deducem inegalitatea:
1—- al 1—aj 1 %
N e RO LD D D S
; 1—a? ; 4 —a: — 1 —
i=1 K3 i=1 =1 K3 =1
n
deoarece Z a; = 1,in consecintd demonstrarea inegalitatii (8) se incheie.
i=1
iii) Prelucrdm inegalitatea (9) si se obtine:
n 1 n n n
n+1 >(n-1
( )Zl—l—ai*( )Zn—2+al Z 2+a1 Z —2+a1
=1 =1 =1 1=
ceea ce este echivalent cu:
n + +n _—,
Zl-‘rai Z1—|—az Z —2+al En—Q-‘rai
=1 =1 =1 =1
deci: " N
1 1 -2 1
> (- )2 X (e )
= 14+ a4 n—2+a; = n—2+4a; 1+a1
adica:
27 2nd ¢
1+4a)(n—24a;) Pt (1+a4) n—2+al)

=1

iar, prin impartire cu n —

3, se obtine inegalitatea:

\/

n
Z:: 1+ a4 (n72+a1) -

Fard a micgora generalitatea presupunem cd a1 < a2 < ...

1

n
Z:: 1+ a; (n72+a1)
< an, de unde rezultd ca:

1 1

>
(1+a)(n—2+a1) —

> >
14+ a2)(n—24a2) — T (l4an)(n—2+an)
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si, prin aplicarea inegalitatii lui Cebdgsev, deducem inegalitatea:

n

"y (1+a1)(n—2+a) *Z Z 1+ a) (n—2+al)

i=1

n
dar Z a; = 1, prin urmare deducem inegalitatea (13).
i=1
iv) Utilizand inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz avem:

n n 1
—92 . - >n?
Z(n +al)Zn—2+ai_n
i=1 i=1
deci
—-2)+1 _r 2,
n(n 12 e Zn

in consecinti:

on n—1
Cumuland inegalititile (8), (9) si (10) obtinem girul de inegalititi
n n n
1 1 1 1 2
Y2ty ey 2 (14)
Z,:11—(11- n—lizll—i-ai izln—2+ai n—1

n
unde a; = R%, pentru orice i = 1,n, Z a; = 1.
=1
Revenim la inegalitdtile din enunt.
a) Prin utilizarea egalitétilor (3) si (4), obtinem notatiile:

T _ S T _ S
ri—r 2S5’ ri+r  2(S-S;)’
ceea ce inseamnd cd inegalitatea:
> n—1 : ,

devine:

- 1
E Z n—1) )
— S —8;
)

ceea ce este adevirat, ludnd a; = S; in 1negahtatea (7
Din inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz avem:

zn:<1+n>zn: L.

i=1 i=1 1+ —
T
dar:
& r
Z <1+—> =n+n—-2=2(n-1),
i=1 Ti
agadar:
L n2
-1 >
(n )Z ri+r = 2

veea ce inseamnd cd inegalitdtile de la punctul a) au fost demonstrate.

b) Cum Z — =1, ludm in sirul de inegalititi (14), a; = }:;_, ceea ce implicd sirul de
inegalitdti: = 1
i _ n+1” 1r2("—1)i 1 s n2’
z:llfhfz "_11:11+h7 i:1n*2+hfl n—1

344



adica:

Z h; > n 4+ hi > (n— 1)2 > n_
'L:lhi_r n—llzlhi—l—’r (n—2)h +r " n-1
. . = r . . i r
¢) Datoritd faptului ca Z —————— =1, ludm in sirul de inegalitati (14) a; = ————,
= (n—2)r; (n—2)r;

ceea ce implicd girul de inegalitifi:

n n n
1 n+1 1 1 n?
) T z _12 T >(n=1)3 T zZ—7
i1l 7 i=1 1+ ———— i_n—2+ —0 7
(n—2)r; (n—2)r; (n—2)r;
agadar:
" n+1& r ™ r n?
> -1 >
; n—2)r _n—lgl(n—2)ri+7'_(n );(n—2)2ri+r_(n—2)(n—1)’

astfel, demonstratia este incheiata.

Observatie. girurile de inegalititi de la punctele b) §1 c) se pot 1rnbunata‘g1 prin urmétorul

procedeu: in inegalitatea (14) punem in loc de a; pe — , deoarece — 1 € R7, pentru orice
i=1,n, Z — 11 =1, din Z a; = 1, deci aceasta devine:
i=1 =1
~ 1 ~ =~ 1 n?2
(n—1) — > (n+1) >(n—-1) > , (15
; 72+a1_ ;nfal_ Z n—=2)((n—=1)41—-a; n-—-1 (15)

=1

iar, dacd aplicim din nou acest procedeu pentru inegalitatea (15), obtinem un alt sir de inegalit#ti,
gl anume:

n 1 n
- - >
izl(n—Z)(n—l)-‘,—l—aZ* ;nn—l—l-l—al*
n 2
2 1 n
> (n—1)3 > : 16
2 (-1 ;(n72)(n71)2+n72+a¢7n71 (16)
Dacd inlocuim a; = hi in inegalitatea (15), atunci deducem sirul de inegalitati:
i
= hi - - h; n?
- ————— > (n+1) n—1)>2 d > , (17
(n ; (n—2)h; +r g h—r_ ; 2-3n+3)h;—r  n-—1 (n
iar pentru a; = 4, gisim girul de inegalitdti:
(n—2)r;
n e
-1 — > Mm+D)y —t >
(n );(n72)2h¢+r_(n gnnf2h7r_
n r n2
>(n—-1)7> ‘ > . (18)

—(n?=3n+3)(n—2)ri—r  n-1

Prin continuarea procedeului de mai sus se pot gisi o multime de inegalitdti care pot
ifmbunéatitii sirul de inegalititi din enuntul problemei.

n
252. Dacd x1,%3,...,%n > 0, unden € N, n > 2, k € {1,2,...,n—1}, S = ) a1 i
i=1
o= Z Tiy - Tig * - .. Tiy, SG Se arate ca:
1<i1<ig<...<ip<n

k
\/xil Ty e @y (S =y — @y — o —xgy) < \/Cn_l&f.
1<i1 <ig<...<ip<n
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Gh. Szo6llésy

Solutia autorului. Din inegalitate mediilor rezulta:

n

S—Xij, —Tjp — ... — T
Z Ckaiy - xiy .. @iy, n—k( T ““)<

1<iy <io<...<ix<n

1 k
<= <c§+ - (n—k)—"> = Ck,
2 n— n
deci
Z \/zil-ziz-...-xik(Sfxilf:vbf...fzik)§
1<i1 <ig<...<ip<n
<k [(n=R)Se \/”_kcksa: \/Ck So
= Yn TLC’,,?L n n n—1 )
q.e.d.

Solutie datd de Marian Tetiva, profesor la Colegiul National ,,Gheorghe Rogca-Codreanu®
din Barlad.
Inegalitatea din enunt nu este nimic altceva decat inegalitatea Cauchy-Scwarz in forma:

m

m m
S Vabi< (S a> b
=1 =1 =1

pentru m = 057 numerele a; egale respectiv cu produsele z;, - x4, - ... z;, (dupd toate alegerile
indicilor 1 <41 <42 < ... <14, < n). Avem atunci suma numerelor a; egald cu o, iar:
m
k k—1 k
S b= 3 (S =iy iy ovwiy) = (Ch—ChZ}) S =Ch_y8
i=1 1<y <ia<...<ip<n

gl nu mai este nimic de demonstrat.

ISTORIA MATEMATICII

La 100 de ani de la nasterea academicianului Nicolae Teodorescu in
contextul european al gtiin tei

de EUFROSINA OTLACAN

Academicianul Nicolae Teodorescu (1908-2008) apartine generatiei de aur a matematicii
romanegti. Personalitate marcantd a cercetdrii de specialitate, s—a implicat cu daruire educatiei
stiintifice a tinerei generatii, mentinerii cercetirii matematice din tard in atentia lumii stiintifice
internationale si infiptuirii unor programe nationale de dezvoltare stiintifici, tehnici gi culturald.

1. Studii, functii, discipline universitare predate

Niscut la Bucuresti la 5/18 iulie 1908, Nicolae Teodorescu si-a facut aici toate studiile,
ludndu-si licenta in matematici in anul 1929. Doctoratul in matematici gi-1 trece la Universi-
tatea Sorbona din Paris la 25 aprilie 1931. Subiectul tezei sale de doctorat pornea de la noti-
unea de derivatd areolard introdusd in 1912 de ilustrul matematician roman Dimitrie Pompeiu,
continuandu-i studiul teoretic, gasindu-i aplicatii interesante in Fizica matematicd si indicand lega-
turi cu notiunea de derivatd exterioard a matematicianului francez Elie Cartan. Ca o onoare si
recunoagtere ficutd cercetirii roméanesti, in comisia de doctorat din universitatea pariziani este
invitat si Dimitrie Pompeiu, fapt fird precedent si care, din cate stiu, nu s-a mai repetat nici pand
astdzi.

intors la Bucuresti dup# sustinerea doctoratului, Nicolae Teodorescu detine, pe rand sau
uneori simultan, functii universitare la Facultatea de stiinte a Universititii, la Academia de arhi-
tecturd, la Institutul de statisticd, actuariat si calcul, la Institutul Politehnic, la Institutul de
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Constructii. Din 1953 va fi gef de catedrd la Facultatea de matematicd a Universititii din Bu-
curesti, iar intre anii 1960-1972 decan al acestei facultdti. Si disciplinele matematice pe care le-a
predat sunt multiple: mecanicd, geometrie descriptivd si stereotomie, analizd matematicd, ecuatii
diferentiale, calcul operational, matematici speciale aplicate, ecuatiile fizicii matematice.

Din 1948 a fost vicepresedinte al Societitii de stiinte Matematice din Roméania, iar din 1975
a fost presedintele ei, coordonand toate publicatiile periodice gi ne-periodice ale acestei institutii.
Din 1949, de la infiintarea Institutului de matematicad al Academiei Roméane, Nicolae Teodorescu
a fost gef de sectie pentru Ecuatii diferentiale gi cu derivate partiale.

Despre lucrarile de cercetare matematica

Domeniile pe care Nicolae Teodorescu le ataci in lucririle sale gtiintifice sunt: analiza
matematicd, ecuatiile cu derivate partiale liniare de ordinul intai si de ordin superior, teoria ge-
ometricid a ecuatiilor diferentiale sau a celor cu derivate partiale, calculul vectorial gi tensorial,
calculul numeric. Functiile monogene (a) si functiile olomorfe (), introduse de Nicolae Teodorescu
in lucrdri privind notiunea de derivatd areolard a lui Pompeiu si largirea acestei notiuni sunt in-
scrise in ,,Histoire generale des Sciences®, publicatd sub directia lui René Taton (Partea a III-a, ,La
science contemporaaine” vol. I, Le XXe siécle, Presse Universitaires de France, 1964, p. 43). Nico-
lae Teodorescu dezvoltd, sintetizeazi si gidseste semnificatii fizice pentru idei care apartineau unor
nume mari ale matematicii internationale, precum J. Hadamard, H. Weyl, E. Cartan, O. Veblen.
Extinderea notiunii lui Pompeiu de derivatd areolard l-a condus la conexiuni cu cercetdri ale lui De
la Vallée Poussin si Lebesgue, dar gi cu discipline mecanice, precum elasticitatea si hidrodinamica.
Rezultatele obtinute de Nicolae Teodorescu au fost folosite de matematicieni roméni, numind in
primul rand pe Gr. C. Moisil, dar gi de cercetdtori din afara tarii, printre care A. Tomolo, T.
Vignauz, J. Ridder, F. Polaczek, V. S. Feodotov, I. N. Vequa.

Lucrérile lui Nicolae Teodorescu sunt publicate in reviste de specialitate de prima clasa, pre-
cum ,C. R. Acad. Sc. Paris®, ,Rendiconti dei Lincei®, ,,Annali di Matematica® din Bologna, ,,Annali
de matematica pura ed applicata®, ,Journal de mathématiques pures et appliquées, ,,Commentarii
mathematici helvetici®, ,Mathematica* de la Cluj gi in revistele Academiei Romane. Teza sa de
doctorat, ,La dérivée aréolaire et ses applications & la Physique mathématique® a fost publicati de
Gauthier-Villars.

Nicolae Teodorescu a fost membru corespondent al Academiei Roméane din 1955 si membru
titular din anul 1963.

3. Educator al tinerei generatii

A fost mai intai activitatea de la catedra universitard, de unde multe decenii a transmis
studentilor cunogtinte de tnalti matematici. A pus la dispozitia studentilor lectiile tipérite, precum
un ,,Curs de hidrodinamica plani si aplicatii aerodinamice* (1936), ,,Calcul numeric gi grafic* (1951),
,Calcul vectorial® (1951), ,Metoda vectoriali in fizica matematici* in doud volume, editate de
Editura Tehnicd in 1953 si 1954, distinse cu Premiul de Stat. Mai sunt publicate ,,Curs de ecuatiile
fizicli matematice®, 2 volume, litografiat de Universitatea Bucuresti (1953 - 1954), , Ecuatiile fizicii
matematice®, partea a I1l-a (1959), partea a IV-a (1961), publicate de Editura de Stat Didactici si
Pedagogica.

Academicianul Nicolae Teodorescu a antrenat in cercetare, dar si in redactarea cursurilor
universitare matematicieni mai tineri. In felul acesta in anii 1950-1951 au fost litografiate manualele
universitare: ,,Curs de ecuatii diferentiale gi cu derivate parti ale®, redactat de asistent I. P. Elianu
gi ,Ecuatiile fizicii matematice* redactat de asistent M. Mayer in 1963 si 1965, Editura de stat
Didactica si Pedagogicd publica in doud volume ,,Ecuatiile fizicii matematice”, autori N. Teodorescu
si V. Olaru.

Preocupat de modernizarea invitimantului matematic roméanesc, Nicolae Teodorescu stu-
diazd in 1963, la Londra, aspecte ale organizdrii invitdmantului din Anglia.

Dezvoltarea sistemului de gandire matematic, riguros, a fost o constantd in activitatea lui
Nicolae Teodorescu, materializatd gi prin activitatea sa la Gazeta Matematicd, unde igi incepuse
activitatea creatoare inci din anii copiliriei. In 1980 a infiintat ,Gazeta matematicd metodici si
metodologicd* pentru profesori gi studenti, iar vechii Gazete ii adaugd rubrici noi (Informatica,
Concurs, Recenzii, probleme comentate). Pani in 1980 acad. Nicolae Teodorescu a coordonat
Olimpiadele Nationale de Matematica. Profesorii de matematicd din invatdmantul preuniversitar au
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beneficiat de organizarea consfituirilor organizate de S.S.M.R., initiate de acad. Nicolae Teodorescu
si la care a fost prezent de multe ori, tinand lectii pentru profesori si elevi.

Pentru a trezi interesul tinerilor pentru matematicd, Nicolae Teodorescu a publicat in
Gazeta Matematicd atat articole de prezentare a unor notiuni gi teorii noi, cat si pagini dedi-
cate unor valoroase personalit#ti ale matematicii roméanesti si striine. (Ex: ,Metoda geometrici
in fizica matematicd“ in Gazeta matematicd si fizicad seria A, vol. V, 1953, ,Dimitrie Pompeiu“ in
octombrie 1954, ,Cel de al patrulea Congres al matematicienilor romani* in iulie 1956, ,,Congresul
international al matematicienilor de la Edinbourg®, in noiembrie 1958, ,Personalitatea lui Ianos
Bolyai¥, in 1960 etc.).

4. Reprezentant al matematicii roméanesti in lumea stiintifica europeana

Dupi sustinerea doctoratului la Paris cu teza sa care a trezit interes viu gi de duratd in
lumea matematicienilor, Nicolae Teodorescu continud si se afirme gi si creeze punti de legiturid
cu oameni de stiintd din Europa in calitate de secretar a fost principalul organizator al celui de al
4-lea Congres al matematicienilor roméani, desfigurat intre 27 mai gi 4 iunie 1956 la Bucuresti. La
acest congres s-au prezentat 223 comunicari si conferinte de cdtre 152 matematicieni roméani si 74
strdini. veniti din 18 tiri, cei mai multi din Germania gi Franta. Au fost multe nume risunitoare
in matematica mondial¥, intre care J. Hadamard, care, scria Nicolae Teodorescu ([4]): ,la varsta
de 92 de ani ne-a facut deosebita cinste de a veni in tard“ gi, in acelasi articol, despre congres:
LPregitit cu atentie si cu grijd timp de 10 luni, acest Congres a insemnat o datd memorabild
pentru stiinta romaneascd, bucurandu-se de o participare internationald fird precedent in tara
noastri®. Aprecierile vin gi din partea marelui J. Hadamard, spunand despre Congres cd ,indici,
dupa parerea mea, o datd semnificativd in evolutia culturald a lumii intregi in aceastd epocd. Salut
aceastd datd;‘.

N. Teodorescu a participat ca delegat al tarii noastre, ficand comunicéri, la multe congrese
gi colocvii in striindtate ([ 1], [4]). Intre acestea: Amsterdam (1954), Praga (1955), Moscova si
Viena (1956), Paris (1957), Edinbourg (1958), Roma (1960), Balaton, Bologna si Florenta (1961),
Stockholm (1962). Tine conferinte in Franta (1931, 1957, 1963), in Italia (1936, 1964), in Belgia
(1935, 1938, 1939, 1959), Germania de Est (1955). Dintr-o relatare facutd in Gazeta matematicd
[4, pag. 209-211] deducem c& Nicolae Teodorescu prezenta in conferintele sale din striindtate nu
doar cercetérile gi descoperirile proprii, ci si pe ale colegilor sdi romani: ,,Prin numeroase contributii
ale matematicienilor romani (Gr. Moisil, M. Nicolescu, Gh. Calugdareanu) si straini [ ... | teoria
derivatei areolare gi-a cagtigat un loc sigur in méatematica moderna ca o importantd realizare a
gcoalei matematice romanegti“.

Desigur ca si multitudinea lucrarilor stiintifice, publicate de N. Teodorescu in prestigioase
reviste strdine de specialitate, au constituit o bazd pentru prezenta in lume a cercetdri matematice
din Romania.

5. Implicarea lui Nicolae Teodorescu in programul de informatizare a tarii

in raportul Institutului National de Cercetare - Dezvoltare in Informatici, ICI, [3], se arat#
cd in iunie 1967 a fost elaborat si adoptat primul Program de dotare a economiei nationale cu
echipamente moderne de calcul gi automatizarea prelucrdrii datelor gi s-a declangat activitatea
organizatd la nivel national in domeniul informaticii. ,,Un stimul important pentru elaborarea
acestui program de informatizare 1-a constituit propunerea inaintatd conducerii statului de catre
Mihai Draganescu si Nicolae Teodorescu®.

in articolul ,Mihai Driginescu — cronologia activititilor in domeniul informaticii“ [2], citim
cd in 1966 ,elaboreazi si inainteazd Consiliului National pentru Cercetare Stiintificd [ ... | impre-
unid cu Acad. Nicolae Teodorescu, matematician, o propunere privind introducerea si utilizarea
calculatoarelor electronice in economia si societatea romaneascd, propunere care a contribuit la
lansarea primului program de informatizare in Romania®“.

Octogenar activ, academicianul Nicolae Teodorescu didea rispuns discursurilor de receptie
in Academia Roméani academicianului Romulus Cristescu, actualul pregedinte al sectiei de Matem-
atici si regretatului academician Constantin Drdmbd.

Academicianul Nicolae-Victor Teodorescu, sau mai simplu, profesorul Nicolae Teodorescu,
cum sia semnat cirtile si cum l-am cunoscut noi, cei care i-am fost studenti, a parisit viata aca-
demici si viata realititilor noastre la 28 februarie 2000.

348 Bibliografie



[1] G. St. Andonie, Istoria Matematicii in Romdnia, volumul 2, Editura Stiintificd, Bucuresti,
1966.

[2] M. Driginescu, Cronologia activititilor in domeniul informaticii, Internet.

[3] Raportul Institutului National de Cercetare - Dezvoltare in Informaticd, ICIL, Internet.
[4] Gazeta matematica si Fizicd, seria A, 1956.
[

5] Echipa gazetamatematica.net, 2008.

Comitetul Roméan pentru Istorie si Filozofia Stiintei si Tehnicii,
eufrosinaotl@imar.ro

Spatiile neolonome ale lui Vranceanu
din punctul de vederea al geometriei distantei

de M. BuLiga

Aceastd aniversare a descoperirii spatiilor neolonome de citre Gheorghe Vrdnceanu [12]
(1926), [13] (1928), este o buni ocazie pentru a descrie unele aparitii surprinzitoare, dar naturale,
ale acestor spatii in patru domenii matematice: operatori diferentiali hipoeliptici, geometria sub-
riemanniand, teoria grupurilor Carnot gi teoria geometricd a grupurilor discrete. Cum de apar
spatiile neolonome in astfel de domenii variate? Cheia necesard pentru a intelege este datd de
geometria distantei.

Vranceanu are contributii importante in mai multe domenii ale matematicii, nu doar teoria
spatiilor neolonome. De exemplu, in lucrarea [14] (1950), urmati de o serie de alte articole, s-a
ocupat de grupuri Lie de rang zero, numite si grupuri filiforme, o clasd particulard de grupuri
Carnot. In [15], [16] (1962-1963) si alte lucrari a studiat scufundiri ale unui grup discret in grupuri
lineare. Pot doar sd presupun c& intuitia sa puternicd l-a ghidat spre domenii care dupd un timp
s-au dovedit a fi legate cu spatiile neolonome.

Gh. Vranceanu a fost condus cétre descoperirea spatiilor neolonome de anume preocupaéri,
din fizica teoreticd si din geometria diferentiald, care erau de mare actualitate in epocad. Spatiile
neolonome in mecanica clasicd apar in cinematica sistemelor dinamice cu legdturi liniare. O sursd
initial mai putin mentionata, dar in prezent reconsideratd, se gaseste in lucririle privind termodi-
namica ale lui Gibbs si Carathéodory. Un spatiu neolonom poate fi inzestrat cu o distantd numiti
distantd Carnot-Carathéodory, in acelasi fel in care o varietate diferentiald poate fi dotatd cu o dis-
tantd riemanniana. Astfel, in geometria spatiilor metrice spatiile neolonome sunt cunoscute drept
spatii Carnot-Caratheodory. Aceastd din urmé terminologie s-a impus in subiectele matematice pe
care le voi evoca mai jos.

Geometria sub-riemanniand studiazd spatiile neolonome dotate cu distante Carnot-Cara-
théodory. Pentru a intelege ugor natura acestor distante, s ne inchipuim ca suntem in cabina unui
camion cu remorcd. Dorim si parcim camionul gi remorca sa paralel cu trotuarul. Este evident cd
desi distanta pana la trotuar este, sd zicem, de 2 metri, avem nevoie sd parcurgem o distantd mult
mai mare pentru a parca, datoriti diverselor manevre necesare. Distanta aceasta este o distantid
Carnot-Caratheodory. Intr-adevir, sistemul mecanic format din camion si remorca sa este descris
de un spatiu neolonom, in care se tine cont de diversele legdturi (sau constrangeri) la care este
supus sistemul. Ideal, un bun sofer va parca urmand o geodezicid (drum de lungime minima) in
acest spatiu neolonom, iar distanta necesard pentru a parca reprezintd lungimea acestei geodezice.
Imaginatia matematicianului vede aici un spatiu neolonom ale cirui puncte reprezintd configuratii
(pozitii) posibile ale camionului-remorci, si in care distantele se misoard de-a lungul geodezicelor.
Cum arat# aceste spatii ascunse ochiului? In anii ’20, dupi contributiile lui Cartan, Levi-Civita
gi Weyl la teoria conexiunilor, Vranceanu di o descriere a acestor spatii in termeni de geometrie
diferentiala.

Mult mai tarziu, in 1967, Hormander [7] face o contributie fundamentald in domeniul
ecuatiilor cu derivate partiale, in care studiazi operatorii hipoeliptici (acegtia sunt pentru un spatiu
neolonom ceea ce un operator eliptic, de exemplu operatorul laplacian, este pentru un spatiu
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riemannian). Aceasti contributie a lui Hérmander este o dezvoltare a muncii pentru care primegte
medalia Fields in 1962.

in 1981 M. Gromouv [5] demonstreazi o teoremi reciproci a alternativei lui Tits. Si conside-
ram un grup (discret) G generat de un numadr finit de elemente. Dacd acest grup poate fi scufundat
intr-un grup de transformaéri liniare ale unui spatiu vectorial finit dimensional, atunci cregterea sa
este polinomiald sau exponentiald (aceasta este alternativa lui Tits). Cresterea unui grup discret
este o estimare a functiei care asociazi unui numdr natural n (suficient de mare) numirul de
elemente ale grupului ce pot fi obtinute ca produse de cel mult n generatori. Desi functia crestere
depinde de alegerea generatorilor grupului, comportamentul sdu atunci cand n tinde la infinit este
independent de alegerea generatorilor. Alternativa lui T4ts ne spune ci pentru subgrupuri discrete
(si finit generate) ale grupurilor liniare numirul de elemente ale grupului ce pot fi scrise ca produse
de cel mult n generatori se comportd (pentru n mare) ca un polinom in n sau ca o exponentiald in
n. In particular, dac grupul discret G este virtual nilpotent atunci cresterea sa este polinomials.
Gromov demonstreazi cd dacd grupul G are o crestere polinomiald atunci el este virtual nilpotent
(adicd modulo un grup finit el poate fi scufundat intr-un grup de matrici superior triunghiulare).

Pentru a demonstra aceasta teoremd remarcabild) Gromov face apel la spatiile neolonome!
S& atagdm grupului G o distantd: doud elemente diferite z, y din G sunt la distanta m (numir
natural nenul) dacd putem scrie y = ux cu u element al lui G care poate fi scris numai ca un produs
de cel putin m generatori ai lui G. Grupul G devine astfel un spatiu metric, cu distanta notati
cu d. Gromov aratid cd putem privi de departe acest spatiu metric, in felul urméitor: si notim cu
B(n) multimea elementelor lui G care pot fi exprimate ca produs de cel mult n generatori. Pentru

orice numir natural nenul n avem spatiul metric B(n) cu distanta —. Acest spatiu metric este
n

de diametru cel mult 2 (pentru ci am impértit distanta d la n). Pentru n din ce in ce mai mare
B(n) are din ce in ce mai multe elemente, iar elementele sale sunt din ce in ce mai apropiate.
Obtinem astfel un sir de spatii metrice care tinde (in sensul introdus de Gromowv) spre un spatiu
metric care nu mai este discret, ci continuu, mai precis este un spatiu neolonom de un tip special,
numit grup Carnot (din nou o referire la terminologia imprumutats in termodinamica). Aceasta se
intampla in ipoteza cregterii polinomiale a lui G. Gromov aratd ci acest spatiu asimptotic este un
spatiu Carnot-Carathéodory asociat unui grup nilpotent graduat, de unde deduce ca G este virtual
nilpotent.

Grupurile Carnot, numite si grupuri omogene, vezi Folland, Stein [4], sunt obiecte de interes
in domenii ale analizei matematice si ale ecuatiilor cu derivate partiale, legate de operatorii difer-
entiali hipoeliptici ai lui Hérmander. O clasi interesantd a lor este formatd de grupurile filiforme,
introduse si studiate de Vrinceanu in [14].

Aceste grupuri apar din nou in studiul spatiilor neolonome o dati cu lucrarea lui Mitchell
[10] din 1985. Acesta demonstreazd cd spatiul tangent (in sens metric) la un spatiu neolonom
(regulat) este un grup Carnot, folosind un rationament aseminitor cu cel precedent. In loc si
mergem spre infinitul mare, vom merge spre infinitezimal. S& privim vecindtatea unui punct z
dintr-un spatiu neolonom M din ce in ce mai de aproape. Pentru fiecare numir natural nenul n

1
vom considera spatiul metric B(n) al punctelor y aflate la distanti cel mult — de punctul z, cu
n

distanta nd. Pentru fiecare n spatiul metric B(n) are diametrul cel mult 2, pentru ci am inmultit
distanta Carnot-Caratheodory initiald d cu n. Pentru n din ce in ce mai mare, multimea B(n) este
din ce in ce mai mici, iar distantele dintre punctele din ce in ce mai apropiate de x devin din ce
in ce mai mari, tinzand spre o distantd finitd. La limitd obtinem spatiul tangent in punctul x la
varietatea neolonomd M. Mitchell demonstreazd ci acesta este un grup Carnot (adicd la randul
siu un spatiu neolonom).

Geometria metricd a spatiilor neolonome este studiatd in continuare de Belldiche [1] si
Gromou [6] (1996). Acestia furnizeazi o descriere a spatiilor neolonome intrinseci din punctul de
vedere al geometriei distantei. Intr-un astfel de spatiu notiunile intrinseci de: infinitezimal, derivare,
fibrat tangent, sunt altele decat cele uzuale pentru o varietate diferentiald. Intrim aici intr-un
domeniu fierbinte al matematicii actuale, cel al analizei matematice pe spatii metrice generale.
Spatiile neolonome furnizeazi o clasi foarte interesantd de exemple pe care teoria generali este
aplicatd gi noi idei sunt testate. Domeniul este in dezvoltare, dupd cum aratd contributii recente
ale unor mari matematicieni: Cheeger [3] (1999), Margulis, Mostow [8] (1995) (si rispunsul [9] la
o criticd a lui Deligne).

O parte a interesului pentru spatiile neolonome privite din punctul de vedere al geometriei
distantei vine ca urmare a articolului lui Pansu [11] (1989), in care acesta di o noud demonstratie a
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teoremei de super-rigiditate a lui Margulis (medalie Fields in 1978), privind scufundarea grupurilor
discrete in anume grupuri continue (grupuri Lie). O scufundare quasi-izometricd unui grup discret
intr-un alt spatiu metric (de exemplu un grup continuu cu o distantd invarianti la stanga) este o
scufundare fard a modifica distanta pe grupul discret prea mult: sd notdm cu d distanta pe grupul
discret in raport cu un sistem de generatori, cu d’ distanta pe spatiul metric {intd si cu f functia
care face scufundarea. Functia f este o quasi-izometrie daci exista constante A si B pozitive astfel
incat pentru orice z, y din grupul discret avem:

|Ad' (f(2), f(y)) — d(z,)| < B.

Exista intotdeuna o astfel de scufundare? Cum numarul B poate fi arbitrar de mare, este
vorba de o proprietate metrica la scara mare. Margulis demonstreazi pe o cale foarte lungi faptul
cd doar in cazuri foarte particulare o astfel de scufundare existd, de unde numele de super-rigiditate:
chiar dacd avem voie si deform#m arbitrar de mult (dar in limitele impuse de existenta constantelor
A, B) grupul discret ca si il scufundam in grupul continuu, asta este posibil doar daci cele doud
grupuri sunt apropiate in anume sens.

Pansu demonstreazd ci dacd privim de foarte departe scufundarea f, in stilul lui Gromou,
aceasta devine o aplicatie Lipschitz (aproape ca gi cum B = 0) intre un grup Carnot (spatiu ne-
olonom) si un spatiu riemannian. Apoi demonstreazi ci o teoremd clasici de analiza (teorema
lui Rademacher: orice aplicatie Lipschitz este derivabild aproape peste tot) este adevaratd pentru
situatia datd, intr-un sens generalizat, folosind o notiune de derivare intrinseca spatiilor neolonome.
In concluzie, existi micar un punct (din spatiul metric asimptotic la grupul discret) in care scu-
fundarea este derivabila si derivata sa este o aplicatie liniard (morfism de grupuri). Existenta
acestor aplicatii liniare este o problemi algebrica ugor de trangat, ceea ce ne conduce la rezultatul
de rigiditate al lui Margulis!

De aici, unde sd mergem mai departe in studiul spatiilor neolonome? Domeniul este vast,
posibilititile de extindere sunt mari. Imi permit in continuare si sugerez o directie personald. Spati-
ile neolonome ale lui Vranceanu sunt prezente, dupad cum s-a vdzut, in multe subiecte matematice
legate de proprietitile infinitezimale gi asimptotice (la infinit) ale spatiilor metrice. Aici geometria
si analiza matematici se intalnesc. Spatiile neolonome ne obisnuiesc cu noi notiuni de infinitezimal
si ne indeamni si reconsiderim rezultate matematice clasice dintr-o noud perspectivi. Vrdnceanu
a introdus spatiile neolonome ca o constructie din domeniul geometriei, sub domeniul geometriei
diferentiale, adici folosind concepte clasice de analizd matematicd drept fundament. Ori, rezultate
recente ne aratd cd aceste spatii sunt, din punctul de vedere intrinsec al geometriei distantei, altfel
decat orice am vizut pans acum. In loc de spatii vectoriale gisim grupuri Carnot (un fel de spatii
vectoriale necomutative), iar in loc de varietdti diferentiabile gisim spatii neolonome. Poate cd
este momentul s& descoperim spatiile neolonome ca exemple de spatii pe care triiegte o altd analizd
matematicd decat cea uzuald (cum este sugerat in [2]). Astfel, dacd facem o paraleld cu aparitia
spatiilor ne-euclidiene acum mai mult de un secol, poate vom putea afirma candva ci primele exem-
ple de spatii cu analizd ne-euclidiand (adici la orice scard altfel decat un spatiu euclidian) apartin
geometrului roman Gheorghe Vranceanu.
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MANIFESTARI STIINTIFICE

Simpozion dedicat revistei ,,Recreatii stiintifice*")

(1883-1888)

Academia Romand — filiala din Iasi a gézduit, in ziua de 15 martie a.c., simpozionul ,,125 de
ani de la aparitia revistei Recreatii Stiintifice®. Festivitatea s-a desfigurat sub auspiciile Academiei
Romaéane, Facultitii de Matematicid a Universititii Al. I. Cuza, Catedrei de matematici a Univer-
sitdtii Tehnice Gh. Asachi gi ale Asociatiei ,,Recreatii Matematice®.

Cuvantul de deschidere a apartinut acad. Viorel Barbu, presedintele filialei Iasi a Academiei
Romaéne, care a subliniat faptul ci revista ,Recreatii Stiintifice, este prima publicatie din tari cu
acest profil adresatd tineretului. Aldturi de alte evenimente iegene remarcabile ale anului 1883
— aparitia editiei T. Maiorescu a Poeziilor lui Mihai Eminescu, inaugurarea statuii lui Stefan cel
Mare s.a., aparitia Rereatiilor Stiintifice reprezintd un moment important al culturii gi spiritualitatii
romanesti.

Fondatorii, distingi profesori ai Universititii din Iagi sau ai scolilor iegene, cét si colaboratorii
revistei au asigurat o inaltd tinutd stiintificd acesteia. Revista a circulat in intregul Regat al
Romaéniei de atunci gi se remarcd prin varietatea subiectelor abordate, rigoare, frumoasa limba
romand folositd gi o graficd excelentd pentru acele timpuri.

Acad. V. Barbu mentioneaza ci, in cadrul simpozionului este lansatd colectia integrala
a revistel ,Recreatii Stiintifice®, reeditatd in forma originard, nemodificatd. Realizarea acestui
proiect de reeditare se datoregte sprijinului material entuziast al doamnei Marinela Ghigea, director
al firmei Kepler Systemes d’Information, precum si muncii depuse de dr. Dan Tiba, cercetdtor la

1) Textul este reprodus dupd cel apidrut in revista ,Recreatii Matematice”, an X, nr. 3, 2008,
pp. 99-108. (N. R.)
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Institutul de matematici al Academiei Roméane si de prof. dr. Temistocle Birsan de la Universitatea
Tehnicid Gh. Asachi.

Cuvantirile tinute de acad. Radu Miron, prof. dr. Vasile Oproiu, prof. dr. Dorin
ITesan, m.c. al Academiei, prof. dr. Teodor Precupanu, in aceastd ordine, sunt prezentate mai
jos. Programul simpozionului se incheie cu proiectia unor documente privind revista ,Recreatii
stiintifice” si epoca in care a apdrut aceastd prezentate de prof.dr. Temistocle Birsan.

Recreatii Stiintifice — 125 ani de la aparitia primului numar
Acad. prof. dr. doc. Radu Miron

La 15 ianuarie 2008 s-au implinit 125 de ani de la publicarea num&rului 1 din primul volum
al revistei ,Recreatii Stiintifice“. Menitd a face educatie stiintificd tineretului din Regatul Roméniei,
revista, care a avut o existentd de numai sase ani, a depigit granitele in toate zonele locuite de
romani. Infiintats de zece oameni inviitati din vechea capitals a Moldovei, ea avea s imprime in
congtiinta locuitorilor acestui pdmant primele capitole elevate de istorie a gtiintelor din tard — si
cele intai lectii pentru un invatdmant modern in domeniul gtiintelor exacte. Peste veac s-a vézut
inrdurirea covarsitoare a ideilor vehiculate in cuprinsul acestei reviste, in Scoala de toate gradele si
in cercetare, conducand la integrarea noastrd in randul tirilor care aveau deja traditii seculare.

Datoritad continutului preponderent matematic se poate afirma cu deplin temei cd revista a
deschis prima pagind, a matematicilor romanesti. Aga cum sa remarcat mai tarziu, dacid publicatia
s-ar fi numit ,,Recreatii matematice®, ea ar fi constituit prima publicatie din lume in domeniu, care
se adreseazd tineretului. Este adeviirat ci la sapte ani de la disparitia ,Recreatiilor stiintifice, in
1895 a fost infiintatd ,Gazeta Matematicd“ cu adresd speciald pentru tineretul roman. Dar aceasta
revistd este consideratd a doua din lume ca profil si destinatie.

Evident, aparitia ,Gazetei, asa cum sublinia Gheorghe Titeica, a fost impulsionatd de
»Recreatiile gtiintifice®.

Acum, la 125 de ani de la infiintare a celebrei reviste, se cuvine sd exprimam omagii profunde
memoriei fondatorilor: N. Culianu, C. Climescu, I. Melic de la Universitatea Al. I. Cuza, G. I.
Lucescu, V. Paladi, G.I. Rogiu, I. D. Rallet, G. Zarifopol, I. V. Praja si I. M. Dospinescu din
invatdmantul preuniversitar iesean. Prin competenta, pasiunea si sacrificiile personale ficute cu
generozitate ei au reusit si trezeascd interesul pentru stiint, in general gi si stimuleze gustul pentru
matematici in special.

Sunt emotionante cuvintele scrise intr-un editorial al revistei: Credem cd noi am tras cea
tntdi brazdd care conduce citrd lucrdri originale. Brazda-i micd $i§i ingustd, dar existd!

Personalitatea fondatorilor este bine cunoscuta. Ei sunt prezentati de George St. Andomnie
in volumul 1 din Istoria Matematicii tn Romdnie. Majoritatea lor sunt oameni de sgtiintd cu studii
inalte ficute in Franta, Italia, Olanda §i Germania. Un gand de recunostintd colaboratorilor, nu
mai putin celebri: M. Tzony, V. Costin, P. Tanco, C. Gogu gi rezolvitorilor pasionati, elevi pe
vremea aceea, E. Pangrati si D. Pompeiu.

Nu trebuie sd uitdm pe oamenii de- gtiintd care au sustinut peste timp importanta revistei
gi impactul ei in cultura roméneasci. Citdam doar cativa dintre ei: Alexandru Myller, Octav Mayer,
Ilie Popa, Gheorghe Gheorghiev, Gheorghe Bantas, Gheorghe Titeica, G. St. Andonie, N. N.
Mihdileanu etc.

Conditiile istorice in care a apidrut in 1883 revista ,Recreatii stiintifice“ nu erau dintre
cele mai favorabile. Unirea Principatelor abia se infiptuise, Regatul Roméaniei era abia intemeiat,
Rizboiul de Independenti din 1877 lisase urme adanci in congtiinta roméanilor, alfabetul chirilic
fusese inlocuit cu cel latin, limba roménd literard abia isi definitivase procesul de unificare, romanii
isi afirmau in mod decisiv aspiratia spre o societate moderni. In atari conditii, desi aparusers cu 23
de ani fnainte universitatile din Iasi si Bucuresti, scoala de toate gradele trebuia profund recladita.
Era nevoie imperioasi de regandit programarea curriculara, de pregitit personalul didactic, de scris
manuale bune in limba roméni, de construit scoli etc.

in atari conditii spirituale, materiale si sociale dure, a pune bazele unei reviste de cultura
stiintifici era un act de curaj, de patriotism. El costituia o importantd realizare destinatd poporului
nostru. Soliditatea acestui edificiu este datd de calitatea stiintificd, didacticid si educationald a
subiectelor publicate, de limbajul stiintific adoptat, de grafica de exceptie utilizatd in acea vreme.
Am prezentat aceste aspecte in articolul ,,Centenarul revistei Recreatii Stiintifice”, Probleme de
istoria i filozofia stiintei, vol. X, 1984, Filiala Iagi. Valabilitatea afirmatiilor ficute atunci igi
pastreazd temeiul si astdzi. Din acest motiv reproduc o parte din text:

353



Tonul intregii productii matematice, cuprinzdnd mai bine de 90% din cele 1920 de pagini
cdt tnsumeazd aceastd revistd, a fost dat in primul rdnd de fondatorii ei, care, prin prestigiul
lor, au atras foarte curdnd valorosi colaboratori: Miltiade Tzony — profesor de mecanicd teoreticd
la Universitatea din Iasi, Candide (probabil Victor Costin, pe atunci student la Paris), Iacob
Solomon - inginer, Paul Tanco — profesor de matematicd §i fizicd la Gimnaziul Superior din
Nasdud, Constantin Gogu — profesor de geometrie analiticd la Universitatea din Bucuregti, Vasile
Butureanu — profesor de mineralogie si petrografie la Facultatea de stiinte din lasgi 5. a.

In paginile revister sunt publicate articole, note, probleme si solutii din domenii ca: ar-
itmeticd, algebrd, geometrie elementard, geometrie analiticd si diferentiald, calcul diferential si
integral, mecanicd, astronomie, istoria matematicii, chimie, fizicd, geografie, Apare prima traduc-
ere a cartii ntdi din celebrele , Elemente” ale lui Fuclid. Miltiade Tzony tipdreste in coloanele ei
o remarcabild culegere de probleme de mecanica teoreticd. Geometria proiectivd, domeniu de mare
actualitate in acea vreme, este prezentd prin traducerea primelor opt paragrafe din vestita lucrare
,,Geometria de pozictie* a lui Criristian von Staudt. Intdile elemente din istoria matematicilor in
antichitate sunt transpuse in limba romdnd de Iacob Solomon.

La succesul binemeritat al Recreatiilor stiintifice a contribuit gi prezentarea grafica exce-
lentd. Scrisd intr-o limbd literard elevatd, revista are, cu exceptia unor termeni matematici in
formare, ceva din culoarea si prospetimea revistelor actuale.

Privita global, ca act de cultura stiintificd, revista rivalizeazd cu cele mai bune publicalii
de acest gen tiparite acum pe plan monidial.

Inchei aici relatarea din articolul amintit. Dar ultima frazi trebuie corectati cu ,acum un
secol si un sfert pe plan mondial®.

Subliniez faptul ci in tot cuprinsul celor sase volume ale revistei impresioneazi grija pentru
rigoarea prezentdrii, acurateta exprimdrii in limba roméand, actualizarea expunerilor, informatia
de ultimi or#, profunzimea rationamentelor gi, nu in ultimul rand, atentia acordati contributiilor
personale ale tinerilor rezolvitori sau autori ale problemelor propuse spre publicare.

A fost realizatd astfel in premierd, o revisti romaneascd extrem de importanti pentru
invatdmitnt si cercetare in stiintele exacte, de acelasi nivel cu reviste similare consacrate si vestite
din lume. Dupd sapte ani de la stingerea activititii acestei reviste, ideea de a radspandi in randul
tineretului pasiunea pentru matematicd va fi preluata de ,,Gazeta Matematica®.

La 125 de ani de la aparitia revistei ,Recreatii stiintifice®, generatiile de astdzi omagiaza
acest eveniment ca semn de adancid recunostintd adusd inaintagilor nostri pentru contributia lor
inestimabild la tezaurul gtiintei gi culturii romanegti.

Si un scurt adaos: Centenarul aparitiei revistei ,Recreatii stiintifice a fost organizat in 1983
de matematicieni iegeni in Seminarul Matematic ,,Alexandru Myller*, iar sirbdtorirea celor 125 de
ani de la aparitie a fost initiatd tot in cadrul acestui Seminar pregititd fiind de Asociatia ,,Recreatii
matematice”, Facultatea de matematica si Institutul de Matematicd ,,Octav Mayer“ de la Filiala
din Tagi a Academiei Roméane. Asociatia ,,Recreatii matematice® isi face un titlu de onoare prin
reeditarea integrald, exclusiv prin grija proprie, a colectiei revistei ,Recreatii stiintifice®. Acest fapt
il datordm prof. univ. Temistocle Birsan de la Universitatea Tehnicd Gheorghe Asachi din lasi,
cercetdtorului dr. Dan Tiba de la Institutul de Matematicd al Academiei Roméane din Bucuresti si
doamnei Marinela Ghigea — director al firmei Kepler Systemes d’Information. i asiguram de toata
pretuirea si gratitudinea noastra.

Rolul si ponderea geometriei in revista ,,Recreatii stiintifice*
prof. dr. Vasile Oproiu

In revista ,Recreatii Stiintifice®, scrisi si editati de un grup de oameni de gtiinta si culturd
inimosi (N. Culianu, C. Climescu, I. Melik, G. I. Luceacu, V. Paladi, G.I. Rosiu, I. D. Rallet, G.
Zarifopol, 1. V. Praja i .M. Dospinescu), s-au adunat si publicat diferite materiale din domeniile
matematicii, fizcii, chimiei, geografiei, cosmografiei, topografiei, mineralogiei, istoriei matematicii
etc. Revista se adresa elevilor din clasele de gimnaziu si liceu, dar si altor categorii de persoane
interesate de cunoagtere: profesori, studenti, functionari, militari etc.

Geometria, ca ramura a matematicilor are o pondere destul de insemnata in paginile revistei.
Trebuie s& mentiondm, de la inceput, cd G.I. Rogiu publicd intre anii 1883-1885 prima carte a
Elementelor lui Euclid (traducere dupd o editie italiand). Am regisit cu o anumitd emotie si
nostalgie multe formuliri pe care le intalnisem cand eram student si apoi le citisem in cartile lui
Efimov (editia in limba roméni gi cea in francezid) si in cartea lui I. Vaisman. Astfel (in volumul
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1T al ,Recreatiilor*), printre definitiile lui Fuclid am regisit formuldri precum: Punctul este aceea
ce nu are parti, adecd nu are nici o mdarime, Linia este lungime fard largime, Suprafata pland este
aceeq care este agezatd egal in respectul tuturor liniilor sale drepte. Postulatele si axiomele au fost
publicate anterior, in primul volum, intr-o ordine diferitd de cea cu care suntem obignuiti. Astfel,
faimosul postulat V al lui Fuclid apare ca axioma XII. Autorul prezinti si definitiile si axiomele, aga
cum au fost prelucrate de Legendre in Geometria sa, editia V, Paris, 1804. Legendre nu defineste
punctul si, in legaturd cu definitia, formuleazd urméitoarea asertiune: Definitia unui lucru este
exprimarea raporturilor sale citre lucruri cunoscute. Dupi care, se incumet si definescd dreapta:
Linia dreaptd este drumul cel mai scurt de la un punct la altul. Mai sunt prezentate comentarii
critice ale diversilor matematicieni relativ la aceste definitii, inclusiv noi definitii: Cea mai simpld
din toate liniile este linia dreapld a cdria notiune este familiard la toti si despre care ne dd o
idee un fir intins. Apoi sunt prezentate propozitiile de la I la XXII. Cum spuneam, prezentarea
wHElementelor continud in volumul 111 cu propozitiile ramase gi cu exercitiile la cartea I.

in revistd sunt prezentate numeroase aspecte ale geometriei elementare, utile elevilor, profe-
sorilor gi altor persoane interesate: maxime si minime geometrice, media si extrema ratie, calculul
lungimilor unor linii importante din triunghi, calcule pentru patrulaterul inscriptibil (in primul
volum), proprietati ale poligoanelor gi dreapta lui Simson (in vol. II), calcularea volumelor pi-
ramidei trunchiate si al conului trunchiat, proprietati sintetice ale elipsei (in vol. III), teoria
transversalelor, diviziunea armonici, fasciculul armonic, poli §i polare, geometria de pozitie a lui
Staudt (in vol. IV); aceasta din urm3 se continua si in volumul V. Chestiunile de geometrie analitica
sunt considerate separat si se referd la: sectiuni plane in conul drept, constructii de curbe, cu ex-
emplificiri din clasele curbelor celebre, tratarea acestora in coordonate polare, plane principale la
suprafetele de gradul al doilea.

O sectiune important# in revisti este cea a problemelor propuse (de reguld, in jur de 10
probleme la fiecare numir), la care se adugd, pe parcurs, cea cu rezolvirile si listele de rezolvitori.
Trebuie si mentiondm c&, in Regatul Romaniei de atunci, existau cateva zeci de gimnazii si licee
(oricum, sub 30) si cd numdrul celor care rezolvau probleme era destul de mic. Moda rezolvirilor
de probleme la reviste de matematicd nu prinsese incd. Mentiondm ca existau gi colabordri venite
de la elevi din Transilvania, Banat gi alte regiuni ale viitoarei Roméanii Mari.

Ca o apreciere cu caracter general, continutul revistei ,Recreatii gtiintifice* era destul de
ridicat din punct de vedere al nivelului chestiunilor de geometrie tratate. Subiectele erau interesante
si atractive pentru numerosi cititori. Cred ci, in redactia revistei, erau persoane care doreau si
facd revista cat mai atractivi.

Rasfoind cele sase volume am dat si peste un articol fascinant de la sectia cosmografie, scris
de G.I. Lucescu, in care se explica in ce manierd au fost concepute calendarele iulian gi gregorian
gi cd motivul pentru care s-a ficut trecerea de la unul la altul a fost legat de ideea c&, in acord
cu hotdrarea Conciliului de la Niceea din anul 325, punctul de plecare pentru fixarea zilei de Pagti
trebuia si fie echinoctiul de primivard si acesta trebuia si fie mereu la 21 martie. Dupi aceea,
se agteapta prima noapte cu lund plind si Pagtele se fixa in duminica imediat urmaitoare (astfel,
in 2008, noaptea cu luni plind cade exact in 21 martie gi Pagtele catolic este fixat in 23 martie:
fixarea Pagtelui ortodox este mult mai complicati si tine de nigte date din calendarul iudaic). De
la data Conciliului de la Niceea pani in 1582 calendarul iulian rimisese in urmi cu 10 zile fata
de calendarul real (anul din calendarul iulian era putin mai lung decat anul real). Acest lucru
influenta foarte mult diverse activitati practice, de exemplu, unele lucrédri agricole ce se ficeau in
stransd legdturd cu sarbadtorile religioase. in 1582, papa Grigore al XIII-lea a dat o buld prin care se
decidea avansarea calendarului iulian, existent, cu 10 zile si cd anii multipli de sute (mai putin cei
multipli de 400) nu sunt bisecti. Acest calendar mai are o mica eroare care constd in riménerea in
urmi cu o zi in circa 3300 ani, eroare consideraty rezonabild gi care va fi corectats in viitor. in tard
la noi, calendarul grigorian a fost adoptat in 1923 (s-a trecut la stilul nou!), dat¥ cand intarzierea
calendarului iulian fatd de cel real, sau cel grigorian, ajunsese la 13 zile.

Revenind la revista ,Recreatii stiintifice®, apreciez cd un cititor interesat poate si giseascd
in cuprinsul ei lucruri incitante, atat in domeniul geometriei, cat si in alte domenii ale matematicilor
gi ale altor gtiinte.

Despre problemele de mecanici

Prof. dr. Dorin Iegsean, m. c. al Academiei

Pe langd alte chestiuni interesante, in revista ,Recreatii stiintifice* au apdrut gi un numir
de probleme de mecanicd rationald, semnate de Miltiade Tzony. Pe vremea cand a publicat aceste
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probleme, M. Tzony era profesor de mecanici teoretici la Universitatea din Iagi (a functionat in
aceastd calitate in perioada 23.X.1869 - 15.111.1898).

Miltiade Tzony este autorul unui curs de mecanicd, prezentat in manuscris, in doud volume.
Primul volum a fost scris in 1869, iar al doilea volum in 1881. Pe prima pagind a acestui curs
autorul scrie: ,,Cursul de Mecanicd rationale si aplicata; Profesat la Universitatea de Jasy; Dupd
cei mai buni autori francezi: Delaunay, Sturm, Duhamel, Bellanger, Bresse, Bour, Collignon,
Mesal. Chasles: de Miltiade Tzony, Licentiat in stiinte matematice de la Sorbona din Paris,
Ingineriu ol Scoalei de poduri din Paris, Vechiu elevu al scoalei politchnice din acestu orasu,
Profesor al Universitatii de Jasy st a Lyceului Nou din Jasy“. Lectiile de mecanicd rationald de la
Universitatea din Tagi se ficeau dupi acest curs.

in perioada 1885-1888, M. Tzony publici Un curs de probleme in revista ,Recreatii sti-
intifice. El marturiseste cd acest lucru il face ,,in scopul de a usura studentilor Universitdtilor
noastre completa pricepere a cursului de mecanicd rationald gi nimerita intrebuintare a principi-
ilor acestei insemnate gtiinte* (vol. III, pp. 77-78). Si vedem care este originea problemelor si a
rezolvdrilor date. M. Tzony ne spune cd ,problemele sunt lucrate dupd diversi autori inire care
figureazd in primul loc abatele Jullien, a cdrui carte in aceastd materie a devenit clasicd“. Am
constatat cd toate cele 98 de probleme publicate de Tzony in ,Recreatii gtiintifice sunt luate din
cartea célugdrului P.M. Jullien ,Problémes de mécanique rationnelle“, apdrutd la Paris in anul
1855. Cartea lui P.M. Jullien contine atadt probleme originale cat si probleme ale altor autori.
in ,Recreatii stiintifice* M. Tzony prezintd 36 probleme ale cdrui autor este P.M. Jullien, 24 de
probleme datorate lui W. Walton si 28 probleme ale altor autori (printre care Euler, Bernoulli,
Leibniz, Laplace, Gauss, Mébius). Mentiondm cd problemele datorate lui W. Walton se gisesc in
cartea acestuia A Collection of Problems in Illustration of the Principles of Theoretial Mechanics,
apdruta la Cambridge in anul 1842.

La inceputul prezentarii problemelor, M. Tzony afirmi ci ,de cdte ori ne va fi posibil vom
indica la finea fiecarei probleme autorul ciruia se datoreste”. Problemele publicate de Tzony sunt
si rezolvate si ,cu toate indicatiunile necesare pentru a putea fi cuprinse cu usurinid de tandrul
public cetitoriu cdaruia este in special destinat. M. Tzony sustine, pe drept cuvant, ci ,opera
abatelui Jullien este scrisd intr-un mod atdt de laconic incdt cetirea ei de incepdtori este foarte
laborioasd si in unele puncte aproape cu totul neinteleasd". Dintre problemele publicate de Tzony
in ,Recreatii gtiintifice® un numé&r de 51 sunt rezolvate in cartea lui P. M. Jullien. Celelalte sunt
probleme pe care Jullien le-a propus spre rezolvare. O parte dintre problemele nerezolvate de
Jullien sunt insi insotite de figuri gi rdspunsuri in cartea lui W. Walton. Am comparat aceste
rezolviri gi figuri cu cele date de M. Tzony in ,Recreatii stiintifice*. Se poate spune cu certitudine
cd Tzony nu s-a inspirat din cartea lui W. Walton.

Fiecare capitol din culegerea de probleme este prefatat cu ,,0 scurtd amintire a rezultatelor
finale ale teoriei, intovdardsite de cdteva notiuni istorice pe care, in lipsa altor documente, le vom
imprumuta pentru cea mai mare parte din opera gtiintificd de care facem mentiune“. Este ugor de
vazut cd aceste comentarii sunt traduse din cartea lui P. M. Jullien.

Mentiondm cd rezolvirile prezentate de M. Tzony sunt clare, iar figurile sunt ingrijite si
binevenite. Un lucru remarcabil este faptul c¢i si in cazul problemelor rezolvate de Jullien, M.
Tzony face figuri suplimentare si adaugd explicatii. In problemele publicate de Tzony in ,Recreatii
stiintifice* sunt 88 de figuri, dintre care 66 nu se afli in cartea lui Jullien.

Referitor la repartitia pe ani a problemelor se constati c¢i in anul 1885 sunt publicate 18
probleme, in anul 1886 apar 33 probleme, in anul 1887 sunt publicate 23 probleme, iar in anul 1888
apar 18 probleme. In anul 1888 revista ,Recreatii stiintifice* isi inceteazi aparitia. Acest lucru a
curmat publicarea fireascd a altor probleme.

Mentiondm cd problemele apirute se referd doar la partea de Staticd a cursului predat de
Tzony la Universitate. Dintre acestea, 18 se referi la echilibrul punctului material,39 la echilibrul
corpului rigid, 6 trateazd echilibrul unui sistem de bare articulate, 27 sunt dedicate echilibrului
firelor, iar 8 se referd la principiul ,lucrului mecanic virtual®.

Cursul lui M. Tzony (in manuscris) si problemele publicate de el in ,Recreatii stiintifice
au stat la baza invatdmantului Mecanicii din tara noastra.

in afar de activitatea de profesor, Miltiade Tzony s-a remarcat prin munca sa depusi in
vederea propdgirii Romaniei. A fost senator, secretar de stat la Ministerul Constructiilor Publice,
director al C.F.R. Printre altele, oragul lagi 1i datoreazad pavarea strazilor.

Despre M. Tzony se pot spune multe lucruri. Un fost elev de-al sdu, Petru Culianu, care a
urmat cursurile de mecanicd de la Universitatea din lagi in anii 1890, il descrie pe Miltiade Tzony
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astfel: ,,Cu mintea agera, cu figura frumoasd (a fost luat ca model de pictorul Grigorescu pentru
unele figuri din biserica de la mandstirea Agapia) ce corespund intru totul nobletei caracterului
sdu, el a fost cu totul devotat datoriei gi inaltei misiuni a profesorului®.

Problematica de algebri si analizd matematicd in revista ,,Recreatii
stiintifice*Prof. dr. Teodor Precupeanu

Pentru matematica roméneascs, aparitia revistei ,Recreatii stiintifice din initiativa unei
elite de profesori ai universitdtii si ai liceelor din Iagi, reprezintd un moment important, de inceput,
pentru crearea unei atmosfere propice dezvoltirii stiintelor matematice, de atragere a tinerilor,
stimulandu-i si amplificandu-le pasiunile, cdlduzindu-i spre problemele moderne ale acelei perioade.

Este de remarcat faptul ci initiatorii revistei erau la curent cu multe din preocupirile
existente in matematica europeand, avand o buni informare, facilitatd de accesul la o serie de
reviste importante, indeosebi din Franta, Italia si Germania. Sunt semnalate nu numai aparitia unor
rezultate importante, ci gi diverse evenimente ale comunititii stiintifice, cum ar fi, spre exemplu,
aparitia revistei Acta Matematica fondatd de Mittag-Leffler prin casa regald suedo-norvegiana,
solemnitatea retragerii din invdtdmant la varsta de 70 de ani a marelui matematician Fugene-
Charles Catalan, aparitia unor tratate importante de matematica, discutiile generate de proiectul
Turnului Eiffel, ce urma si se construiasci in Paris.

Adresandu-se in primul rand elevilor din invatdmantul secundar, revista a stimulat, de
asemenea, preocupdrile profesorilor pentru modernizarea invitdmantului matematic, gdzduind in
paginile sale dezbateri interesante cu caracter metodic asupra programelor analitice gi a metodelor
prin care si fie atragi elevii pentru studiul matematicii, sa se asigure o cat mai buna accesibilitate,
punand pe primul plan intuitia si dezvoltarea abilitatilor de rezolvitori de probleme.

S& remarcadm faptul cd in acea perioadd, sfarsitul secolului al XIX-lea, unele discipline
componente ale matematicii nu erau inci bine conturate, in acord cu felul in care ele erau concepute
la marile universitdti europene, influentate de cértile importante de matematicd din acei ani. Abia
apdruse cursul de analizd matematic al lui Sturm (1880) si cel de calcul diferential si integral al lui
Catalan (1878), autor gi al unei cirti despre serii, unicd la acel moment, cirti ce urmau tratatelor
celebre scrise de Leibniz, Bernoulli sau Serret.

Algebra gi analiza matematici este prezentd in paginile revistei atat prin articole cu caracter
teoretic informativ asupra unor chestiuni importante, cat si printr-o gami variatd de exercitii si
probleme ce vizau si pe studentii anilor pregdtitori pentru gcolile politehnice din tard sau din
straindtate. Semnaldm astfel mai mult articole scrise de C. Climescu dedicate numerelor complexe
(numite cantititi imaginare), numere care inci erau evitate de multi matematicieni. Intalnim,
de asemenea, demonstratia teoremei fundamentale a algebrei precum gi unele consideratii asupra
dreptelor imaginare sau asupra unor functii complexe, date insd sub forma implicitd prin relatii
polinomiale. Mai mult, in unele probleme apar integrale ale unor functii complexe, stiindu-se a se
depisi aspectele dificile de multivocitate si determinandu-se cu claritate valorile lor principale.

in cadrul algebrei sunt cuprinse si seriile numerice. dezvolti.ile tayloriene, concepute ca
sume (numerice sau polinomiale) infinite. Convergenta acestora inteleasd intuitiv se reduce de fapt
la extinderea operatiilor numerice algebrice gi pentru oo (nu reiese dacd se folosea gi —o0), fiind
cunoscute limitele fundamentale. Se foloseau insd pentru convergentd criterii fine, aproape toate
cele cunoscute astdzi. Autori ai articolelor respective sunt C. Climescu, I.D. Rallet i I. V. Praja.
Erau folosite in mod uzual dezvoltirile in serii de puteri ale functiilor elementare. Tot ca ficand
parte din algebrd sunt prezentate cunoscutele formule Lagrange si Newton de interpolare intr-un
articol foarte interesant scris de Alex. Sadoveanu.

in primul volum, din 1883, problema dezvoltirii functiilor in serie este datd ca facand
parte din Analiza algebricd iar Calculul integral era considerat separat de Analiza matematici. De
fapt, analiza matematicd era conceputd la acel moment numai ca teorie a derivabilitétii avand ca
principale rezultate teorema de medie a lui Lagrange si conditiile suficiente de extrem la functii de
una sau mai multe variabile. Problemele de calcul de arii sau volume erau considerate ca facand
parte din geometrie sau intervenind in probleme de mecanica.

Notiunea de derivatd era acceptatd prin interpretirile ei: geometricd — de tangentd — sau cele
din mecanicd. Mai mult, trebuie avut in vedere ¢ insisi notiunea de functie, fundamentald pentru
intreaga matematics, era conceputd in acele timpuri in acceptia euleriand, ceea ce corespunde astdzi
functiilor elementare.

Mentiondm cd ecuatiile diferentiale sunt frecvent intalnite in partea de mecanici si de ge-
ometrie a curbelor plane (probleme concrete de aflare a unor curbe dacéd se dau anumite proprietati
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metrice legate de tangente) si nu sunt prezentate ca apartinind disciplinei de ast#zi Ecuatii difer-
entiale, ceea ce este normal, intrucit aceastd disciplind avea sd se contureze in matematicd mult
mai tarziu. Este insi prezentatd in cadrul Analizei matematice problema schimbdirii de variabild
cu suportul oferit de ecuatiile diferentiale si schimbarile de coordonate (indeosebi polare si sferice)
deosebit de importante in mecanicd, geometrie si astronomie.

Problemele de algebrid si analizd matematicd prezente in cele sase volume ale revistei sunt
deosebit de frumoase si ilustrative, de mare diversitate, oferind o imagine exactd a continutului
disciplinelor de matematicd din acea perioadi. Aproape toate pot fi regiisite de fapt in culegerile
de probleme de astizi.

In incheiere, subliniem inc# odatd rolul remarcabil avut de revista ,Recreaii Stiintifice in
dezvoltarea si impulsionarea invitdmantului matematic roménesc in concordantd cu cel european,
ce era urmdarit indeaproape.

Nu aveau si treacd multi ani dupd incetarea bruscd a aparitiei acestei reviste si la uni-
versitatea iegeand un fost rezolvitor al ,Recreatiilor gtiintifice* elabora primele lucrdri originale
de matematicd. Este vorba de marele matematician roman Dimitrie Pompeiu, ale cdrui rezultate
privitoare la teorema cregterilor finite, obtinute in perioada cand functiona ca profesor al Univer-
sitdgii din Tagi, sunt citate si astdzi impresionand prin profunzimea gi eleganta lor. Cercetérile
sale de analizd matematicd sunt de fapt primele cercetdri stiintifice originale de matematicd la
Universitatea din lasi.

Invocand anterior numele lui Catalan, matematician cu vaste preocupiri matematice (anal-
izd, algebrd, geometrie, teoria numerelor), se cuvine a aminti numele unuia dintre primii autori
romani ai unor cercetdri stiintifice originale de matematici,N. St. Botez, care stabileste o frumoasi
identitate legatd de seria armonicd, cunoscutd azi ca identitatea Catalan-Botez, rolul lui Catalan
fiind acela de a o mentiona in unul din articolele sale cu precizarea lui Botez ca autor.

Revista ,Recreatii Stiintifice constituie pasul premergitor aparitieil ,,Analelor gtiintifice
ale Universitatii Al. I. Cuza®, in 1900, revistd dedicatd cercetérilor originale ale profesorilor Uni-
versitdtii iegsene, dar care a publicat incd din primele numere si articole ale unor recunoscuti matem-
aticieni stridini ca Lucien Godeauzr, Mauro Picone, Kentaro Yano, T. J. Willmore s.a.

DIN VIATA SOCIETATII

Scoala de vara de la Busteni

Anul acesta a XII-a editie a cursurilor de vard pentru perfectionarea profesorilor din in-
vatidmantul preuniversitar s-a desfigurat , ca deobicei la Busteni, in perioada 28 iulie-7 august.
Cursurile , reluate de S. S> M. R. in 1997, au o traditie mult mai veche, ele desfigurandu-se,
pentru prima datd, in anul 1957 in localitatea Sicele gi suferind o micd intrerupere in anii ’90.

Conform traditiei instdpanite in ultimii ani, gazda cursurilor a fost Centrul de Pregitire
pentru Personalul din Industrie care ne-a asigurat — prin persoana domnului director general Irinel
Ghita si a subordonatilor sii — conditii deosebite atat in privinta desfasurarii propriu-zise a cur-
surilor, cit gi In privinta cazirii participantilor. Le adresdm, pe aceastd cale, multumirile noastre.

Programul zilnic a cuprins trei module (conferinte) — inclusiv samb#t3 — pentru a acoperi
un numdr de 40 de ore, in intervalul 29 iulie - 6 august, in care s-au desfigurat cursurile propriu-
zise. La incheierea lor, pe 6 august, participantii au sustinut un colocviu, in cadrul ¢ aruia au
fost prezentate cele mai interesante referate selectate de comisia de examinare. Subiectele refer-
atelor au fost la alegerea cursantilor, vizand, in general, teme gtiitifice sau metodice, dar si unele
probleme de istoria matematicii, precum si problematica generald a invatdmantului preuniversitar.
Diversificarea tematicii abordate de cursanti constituie o caracteristici a ultimilor ani, ea reflectand
largirea ariei de preocupari a profesorilor, tendin cta acestora de a se ancora mai ferm in realitate,
preluand traditiile tnaintagilor. Vom remarca, in mod deosebit, seriozitatea si competenta cu care
cursantii au tratat tematica aleasi — desigur, in mare masurd clasici — foarte multi dintre ei vizand
deschideri citre alte domenii ale invitdmantului sau ale vietii de zi cu zi sau conexiuni metodice
interesante gi cu un vidit caracter original. Comisia de selectie a lucririlor a fost alcdtuitd din
acad. Toan Tomescu, prof. univ. dr. Dorel Duca gi semnatarul acestor randuri.

Fatd de anul trecut s-a inregistrat o crestere notabild a numérului de participanti (54 fat3
de 37), in ciuda faptului ci aceste cursuri nu au fost inc# acreditate pentru ca profesorii sa poatd
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beneficia de prevederile legale. Sperim ca, in urma demersurilor pe care le intreprindem anul
acesta, sd obtinem o oficializare a lor, macar partiala.

Spre deosebire de alti ani, repartitia zonald a participantilor a fost destul de uniformi ,
mentinandu-se totugi, pe primul loc judetele din Moldova gi, dintre acestea, judetul Tagi unde se
remarci, din nou, activitatea neobositi a profesorului Vasile Nechita — secretarul filialei locale. Ca
un fapt pozitiv, vom mentiona prezenta unui numdir mai mare de bucuregteni (10), fatd de numarul
extrem de mic din anii precedenti.

Viul interes stArnit de conferinte printre participanti a fost marcat de discutiile dintre
acestia gi conferentiari, in cadrul i in afara cursurilorprecum si de sondajul efectuat la finele
cursurilor. De altfel aceste cursuri au constituit totdeauna u teren fertil pentru schimbarea opiniilor
intre cursanti si intre acegtia si conferentiari pe teme privind invitimantul matematic roméanesc gi
viitorul acestuia.

Tematica cursurilor a fost atent selectatd, tinand seama gi de subiectele sugereate de cur-
santi in sondajele efectuate in anii anteriori. In misura posibilititilor, am cfutat si pHstrim un
echilibru intre subiectele cu caracter de informare stiintificd si cele vizand metodica gi metodologia
predarii la clasd, primele avand, evident. un caracter preponderent. Selectarea conferentiarilr a fost
facut a cu deosebitd grijd, filnd solicitati cu precidere acei universitari, care in decursul timpului,
s-au aplecat cu interes gi seriozitate asupra invatdmantului preuniversitar, fiind preocupati de per-
petua imbunititire si diversificare a acestuia; nu in ultimul rand, am tinut seama gi de simpatiile
cursantilor exprimate prin sondajele de opinie din anii precedenti. Acestia — conferentiarii - au
stiut sd stabileascd un mod de comunicare simplu si eficient cu profesorii cursanti, fard a abuza de
informatia stiintificisi, ceea ce ni se pare esential — neadoptand o pozitie ex cathedra.

Tatd tematica conferintelor sustinute:

e prof. univ. dr Jean Tomescu, membru corespondent al Academiei Roméne (Universitatea
din Bucuresti) — ,Numere binomiale gi multinomiale “ (o conferinti); ,,Principii de numirare (o
conferintd); ,Principiul dublei numariri“ (o conferinti);

e prof. univ. dr Constantin Popovici (Universitatea din Bucuregti) — ,Infinitatea numerelor
prime“ (o conferinti); ,,Calculabiltate® (o conferinti);

e prof. univ. dr Doru Stefinescu (Universitatea din Bucuresti) — ,Localizarea radécinilor
polinoamelor* (o conferinti);

e prof. univ. dr Radu Gologan (Universitatea Politehnicd din Bucuresti) — ,Rezolvarea
problemelor date la O. I. M. 2008 (o conferinti);

e prof. univ. dr Adrian Albu (Universitatea de Vest din Timigoara) — ,,Probleme de geome-
trie in spatiu tratate cu ajutorul cordonatelor (doud conferinte); ,Despre teorema lui Pitagora® (o
conferinti);

e prof. univ. dr Dumitru Busneag (Universitatea din Craiova) — ,Multimi de numere®
(doud conferinte)
e prof. univ. dr Constantin Niculescu (Universitatea din Craiova) — ,Functii convexe,

Inegalitatea lui Popoviciu“ (o conferintd); ,Teorema lui Rolle” (o conferinti);

e prof. univ. dr Dorel Duca (Universitatea Babeg-Bolyai din Cluj) — ,,Sistem de votare” (o
conferintd); ,,Probleme de competitie si conflict* (o conferinti); ,,Rezolvarea problemelor de conflict
si competitie“ (o conferinti)

e conf. univ. dr Dragos Popescu (Universitatea din Bucuregti) — ,Teoremele lui MAntel si
Turan cu aplicatii in geometria combinatoriald“ (o conferin{); ,Probleme de geometrie combina-
toriald® (o conferinti)

e conf. univ. dr. Andrei Vernescu (Universitatea Valahia din Targoviste) —,Utilizarea
corectd a criteriilor de convergenti“ (o conferinti); ,,Siruri de integrale” (o conferintd).

Ca si in anii precedenti, vom mentiona prezenta la cursuri a multora dintre ,veterani®, acei
profesori care constitue un adevirat nucleu al cursantilor si al ciror lider necontestat este profesorul
Vasile Nechita, participant la toate cele 12 editii. In acest sens vom mentiona ci anul acesta am
acordat o nou# diplom3 de fidelitate(pentru participarea la sapte editii consecutive a cursurilor)
doamnei profesor Mariana Oleniuc de la scoala cu clasele I-VIII din Blagesti — Pagcani (jud. Iagi)
O felicitdm pe aceasti cale, atat pe domnia sa cat si pe toti ceilalti ,,veterani® ai cursurilor.

La finalul acestor randuri mai trebuie sd adresdm multumirile noastre sincere domnului
profesor Nicolae Angelescu — inspector general adjunct la 1. §. J. Prahova si pregedinte al filialei
Prahova a S. S. M.R, — si domnului profesor Mirela Dobrea — directoare a grupului Scolar Ion
Kolinderu din Busteni — pentru sprijinul neprecupetit acordat in buna organizare si desfigurare a
acestor cursuri. Acestora si nultor altora, anonimi, le exprimam gratitudinea noastra.
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13.

14.
15.
16.
17.
18.
. Duma Tuliana
20.
21.
22.
23.
24,
25.
. Marinescu Damian
27.
28.
29.
30.
31.
32.
. Negrea Ana Maria
34.
35.
36.
37.
38.
. Oleniuc Mariana
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.

R R R S N

Dan Radu

Lista absolventilor cursurilor de perfectionare pentru

profesorii de matematicd, organizate de S.S.M.R.
Busteni, 29 iulie-7 august 2008

. Ababei Constantin

. Agapi Maria

. Badea Aurelia Liliana
. Bejan Cornelia Livia

Buju Aura Marinela

. Burtea Anne-Marie

. Busuioc Didina

. Catand Maria

. Chirea Elena

. Cioban Liliana

. Ciucd Rodica

. Cojocea Manuela Simona

Cojocea Tatiana

Costichescu Méarioara
Craciun Liliana
Créciun Dorinel Mihai
Cretu Ciprian

Dogar Anca Veronica

Duma Vasile

Dumitrescu Stefan Nicolae
Frent Angela

Gavrilut Mihai

Ghitd Gabriela Iulica
Ghitd Mariana Luminita

Mihses Maria
Murar Aurelia
Miiller Gina
Nistdgelu Maria
Nechita Vasile
Necule Elena

Nica Paula
Ninulescu Elena
Ni cticd Catalin
Nut Gabriela
Oleniuc Claudia

Palici Aurelia

Popa Filofteia
Popescu Maria

Ratea Ana-Maria
Roman Neculai
Rotundu Raluca Ioana
Rusu Adriana
Seceleanu Daniela
Sarghie Daniela
Stancu Ion
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Sc. cu clasele I-VIIT Mihai Eminescu — Roman
Sc. cu clasele I-VIII nr.2 George Célinescu — Onegti
Lic. Teoretic Dimitrie Bolintineanu — Bucuresti
Universitatea Tehnicd Gheorghe Asachi — Iasi
Lic. Teoretic Petru Maior — Gherla

Gr. §c. — Orag Ovidiu

Lic de Muzicd Tudor Ciortea — Bragov

Col. Nat. Gheorghe Lazdr — Bucuresti

Lic. Teoretic Nicolae Bilcescu — Medgidia

Col. National Unirea —Targu Mures

Gr. Sc. Ind. Anghel Saligny — Briila

Fac. de Ciberneticd, Statisticd si Informaticd Economica
Bucuregti

Sc. cu clasele I-VIII nr. 108 Alexandru Obregia—
Bucuregti

Lic. cu Program Sportiv — Roman

Col. National Unirea —Targu Mures

Col. National Mihail Sadoveanu — Pagcani

Col. Tehnic Gheorghe Asachi — lasi

Sc. cu cl. I-VIII Sancraiu de Mureg — Targu Mureg
Col. National Vasile Alecsandri — Galati

Sc. Gimnaziald nr. 26 Ion Creangd — Galati
Col. National Stefan Velovan — Craiova

Col. Tehnic Feroviar — Bragov

Col. Nat. Roman Vodd — Roman

Lic. Pedagogic Spiru Haret — Buzau

Colegiul B. P. Hagdeu — Buzdu

Sc. cu clasele I-VIIT Tudor Vladimirescu — Targovisgte
Col. Tehnic Danubiana — Roman

Lic. cu Prog. Sportiv Banatul — Timigoara
Lic. Ec. C. C. Kiritescu — Bucuresti

Col. National Stefan cel Mare — Targu Neamt,
Col. Costache Negruzzi — lasi

Gr. Sc. Forestier — Campina

Gr. c. Traian Vuia — Téargu Mures

Gr. Sc. Ind. Gheorghe Asachi — Bucuresti

Gr. Sc. I. N. Roman — Constanta

Col. Tehnic Dimitrie Leonida — Bucuresgti

Col. National Unirea — Targu Mureg

Gr. §c. Virgil Madgearu — lagi

Sc. cu clasele I-VIII Bligesti — Bagcani

Col. National Octav Onicescu — Bucuregti

Sc. cu clasele I-VIII nr. 12 — Targovigte

Scoala Centrald — Bucuregti

Gimnaziul de Sta Octavian Goga — Sighigoara
Sc. cu cl. I-VIII Vasile Alecsandri—Mircesti,
Sc. cu cl. I-VIII Ionel Teodoreanu — Iasi

Gr. 9c. de Arte gi Meserii — Oltenita
Gimnaziul Europa — Targu Mures

Col. Nat. Al. I. Cuza — Focsani

Lic. Teoretic Dimitrie Bolintineanu— Bucuregti



50. Stdniloiu Nicolae Gr. Sc. Industrial — Bocsa

51. Stefan Margareta Gr. Sc. Forestiar — Campina

52. Tilicd Daniela Gr. Sc. Gheorghe Asachi — Bucuresti

53. Vigsan Ion Lic. Teoretic Tudor Arghezi — Penitenciarul de Maxima
Sigurantd — Craiova

54. Zidu George Daniel Lic. Teoretic Dimitrie Cantemir — Onegti

37. Zaharia Dan Col. Nat. Dimitrie Cantemir — Bucuresgti

Dan Radu

Profesorul Mihai Gavrilut la 70 de ani

S-a ndscut la 10 mai 1938 in frumosul orag Piatra Neamt, din judetul Neamt. Datoritd
evenimentelor declangate de cel de-al doilea razboi mondial, familia a fost nevoitd sd se refugieze la
Ramnicu-Valcea, pentru o perioadd. Apoi s-au intors pe meleagurile moldave, alegand ca regedinta
oragul Roman (1944). Urmeazi scoala primar3 ,,Sf. Gheorghe®* din localitate, iar din clasa a V-a
si pand in clasa a X-a, cursurile liceului de biieti (actualul Colegiu National ,Roman Vodi*. in
1962 termina Facultatea de Matematica de la Universitatea ,,Al. I. Cuza“ din lagi, fiind repartizat
la liceul, unde fusese elev. In perioada 1970-1975 urmeazi cursurile Facultitii de Educatie Fizici
si Sport din Bucuresti, la sectia fard frecventd. In 1974 se cisitoreste si are dous fete, care nu l-au
urmat in profesie: una a terminat medicina si cea mics finante-binci. in perioada 1979-1989 este
director la Liceul Agricol din localitate, iar in 1989 revine la C. N. ;Roman Vod&“. Din martie
1990 si pand in 1998 lucreazi ca inspector scolar la I. S. J. Neamt. In anul 2000, se pensioneazi,
in ,scripte®, dar nu si in realitate aga dupd cum vom vedea in cele ce urmeazi.

Rasfoind cartea ,Pagini din istoria Liceului ,,Roman Vod# (1872 -1972) din Roman¥, 1972,
gédsim consemnate urmaétoarele:

e Printre premiantii sau mentionatii Gazetei Matematice-Seria B, pentru activitate de-
osebitd ca rezolvitori de probleme, pentru problem propuse sau note publicate, aproape in ficare
an, gdsim elevi ai liceului, ca de exemplu Gavrilut Mihai, clasa a X-a-1954.

e Prin activitatea deosebitd in cadrul Cercului de matematicd, concretizatd si prin par-
ticiparea la etapa finalid a Olimpiadei, s-au evidentiat in mod deosebit elevii [lioi Constantin si
Gavrilut Mihai.

Domnul profesor Mihai Gavriluf, are bucuria si onoarea, ca dupi terminarea Facultitii de
Matematica,in centrul universitar lagi, sd se intoarcd si predea matematica la Liceul Roman Voda
— pe care il terminase in Seria anului 1955 — in perioada 1962-1979 si 1989-2000, fapt care, in acele
timpuri, a fost un tel pentru multe generatii de elevi, care, prin terminarea studiilor au devenit
profesori gi care au dorit ca si ei sd pund o piatrd de temelie la viitorul tinerei generatii.

Domnul profesor Mihai Gavrilut, s-a indrigostit de matematici, datoritd faptului ci a avut
ca profesor, pe celebrul profesor Alexandru Cojcaru, al cirui exemplu l-a urmat si ca dascil in
toatd cariera lui.

in intreaga sa activitate, domnul profesor Mihai Gavrilut a condus numeroase colective de
elevi, ca diriginte , deslugindu-le tainele matematici, cdile de o tinere a rezultatelor foarte bune
la toate tipurile de examene, dar gi antrendndu-i la tot felul de ativitdti extragcolare, legate de
obeiectul de matematica (concursuri, rezolviri de probleme din Gazeta Matematici si alte reviste,
participarea la sesiuni de comuncéri etc.

Ca director la Liceul agricol di Roman (1979-1989) si ca inspector de specialitate la I. S.
J. Neamt (1990-2000) a fost un real sprijin cadrelor didactice tinere in drumul lor spre obtinerea
definitivatului in invatdmant si apoi pentru obtinerea gradelor didactice didctice II i I. A gtiut sa
{ind legdtura intre generatii i a convins cu experienta gi cu rezultate deosebite si tind cursuri cu
profesorii tineri sau sd-i primeascd sd asiste la ore pentru o mai buné pregatire in vederea obtinerii
gradelor didactice sau a perfectiondrilor ce se desfigurau periodic, la nivel national. De foarte
multe ori, a antrenat profesorii in diferite activititi extragcolare (concursuri, simpozioane, sesiuni
de comuniciri etc).

In anul 2000 se pensioneazi gi, cum s-ar fi agteptat toati lumea, ar fi trebuit si-1 vedem
mai rar pe domnul profesor la scoald si mai mult in familie. Dar n-a fost deloc si fie asa! Familia,
care i-a apreciat intotdeauna activitatea si l-a inteles in toate imprejurarile, i-a fost gi de astd datid
aldturi si i-a respectat hotédrarea de a-si continua activitatea.
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Si cum cei impatimiti,.nu pregetd nici timp, nici efort pentru ca visele lor si devini realitate,
iatd realizarile profesorului Mihai Gavrilut, dupa pensionare:

e Colaboreaza cu cateva edituri din tard si duce profesorilor gi elevilor ultimile noutati din
matematici;

e Este cel mai vechi, dar si cel mai activ, intermediar intre redactia revistei ,,Gazeta Matem-
aticd“si scoald, ficand ca elevii si profesorii de la cele mai izolate gcoli ale judetului (si chiar din
judetele limitrofe), sa beneficieze de abonamentele la aceastd revistd, transportul ficandu-l, de
fiecare dati, pe propria lui cheltuiali;

e Este prezent, cu elevi sau fard elevi, la aproape toate concursurile interjudetene ce se
organizeazi in prezent in {ard; de multe ori convinge doi sau trei profesori si-1 insoteasca gi face ca
drumul pand la localitatea unde se organizeazd concursul si fie o excursie de neuitat, pentru ci nu
permite si se sard vreun obiectiv turistic sau istoric, fird a-1 vizita.

e in fiecare vacanti de primivard participi la faza nationald a Olimpiadei de Matematic;

e Publicd articole sau propune probleme in diferite reviste de specialitate (Gazeta Matem-
aticd — Bucuregti, Axioma — Supliment Matematic — Ploiesti etc.), indeamn4 si chiar insist# si faci
acelagi lucru si colegii lui cu experientd au mai tineri;

e in anul 2004 scrie, in colaborare cu Vasile Berinde si Andrei Horvat-Mare, cartea ,Ma-
thematics Competitions®, scoasd la Editura CUB PRESS 22 din Baia Mare, lucrare ce a fost
prezentatd in luna iulie a aceluiag an la Copenhaga, la al X-le Congres de Educatie Matematici (ce
se desfdgoard din doi in doi ani), unde sunt prezentate sistemele de invatdmant din cateva tari ce
sunt anuntate de la editia anterioara;

e. Este omul care a tinut in viatd Filiala Roman a S. S. M. R., a cirui presedinte devine dupa
anul 2000. In aceast# calitate, stabileste colaboriri cu celelalte filiale din tard, cu C.C.D. Neamt,
cu Primaria Muncipiului Roman, cu liceul cu Program sportiv Roman, cu C. N. Roman-Voda din
Roman, cu Gr. Scolar Vasile Sav si alte gcoli sau licee sau din tara.

in colaborare cu membri Filialei Roman a S. S> M. R. si cu al{i simpatizanti au loc
urméitoaerle activititi:

e Cocursul ,Viitorii Matematicieni, pentru clasele II-VI (mai-iunie), initiat de domnul
profesor Mihai Gavrilut, care a ajuns la editia a VI-a, editie ce s-a desfigurat in 7 iunie 2008, la
Liceul cu program sportiv din Roman.

e Domnul profesor Mihait Gavrilut a organizat Concursul interjudetean Gheorghe Vran-
ceanu, pentru clasele VII-XII, la Roman, in decembrie 1995 si Concursul interjudetean Memorial
Alexandru Cojocaru pentru clasele II-XII (2004 si 2006).

e organizarea sesiunilor de referate gi comuniciri metodico-gtiintifice, pentru profesori, in-
vatatori si educatori din judetul Neamt, ajungandu-se la editia a VII-a, editie desfaguratd in 3
aprilie 2008 la Liceul cu Program sportiv din Roman, unde s-au conferit gi numeroase diplome de
excelentd, din partea S. S. M. R., dar si din partea Filialei Roman, unor personalitéti care de-a
lungul anilor au sprijinit activititile legate de matematica, ale filialei, la diverse concursuri, sim-
pozioane sau sesiuni de comunicari, personalitdti, care, prin meseria lor nu aveau nici o legdturad
cu matematica. La aceste sesiuni, au participat de fiecare dat profesori, invitatori sau educatori
din toate judetele Moldovei, dar si din alte judete: Timig, Prahova etc.

e Organizarea simpozioanelor cu temele ,110 ani de la infiintarea Gazetei Matematice*
(martie 2006), ,Matematica si religia“ (octombrie 2006), ,Matematica si sportul“ (iunie 2007),
»2Matematica gi poezia“ (octombrie 2007), ,Eminescu gi Matematica® (15 ianuarie 2008), ,, Artele si
matematica® (octombrie 2008).

e Domnul profesor Mihai Gavrilut sustine in fiecare an comuniciri la diverse sesiuni meto-
dico-gtiintifice ce se organizeazd la Sinaia, Ploiesti, Roman, Bucuregti.

o Impreund cu membri Filialei Roman a S. S. M. R., participd in fiecare an cu lucrri sau
comunicdri interesante la Conferintele anuale ale S. S. M. R. organizate in diferite lcalitdti din tari.

e Este unul din cei mai vechi participanti la Cursurile de vard organizate de S.S.M.R., la
incepput la Predeal gi apoi la Busteni. Bineinteles cd nu vine niciodati singur si cd in fiecare ana
cautd sd méareascd numarul colegilr care il insotesc.

Aceastd bogatd activitate il recomandi pe domnul profesor Mihai Gavrilut pentru a fi
desemnat un bun exemplu demn de urmat de citre tinerii nogtri. Ne bucurdm cd am avut onoarea de
a-l cunoagte ca om, profesor si coleg si {i multumim ci gi la aceasti varstd a rimas fidel matematicii.
Suntem méandri cd romagcanul nostru a pus o piatrd de baza la temelia invatdmantului matematic
preuniversitar din Romaéania si indiferent de epoca istorici, a luptat cu metodele lui ca elevii si fie
bine pregatiti si condusi in drumul spre viata.
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Cred ci a ficut multe sacrificii in viatd pentru a-si vedea realizate visele, dar satisfactia
implinirii lor a facut ca ele sa fie uitate!

Acum, la implinirea frumoasei varste de 70 de ani, i urdm cit mai multi ani si incid pe
atatea realizdri.

Marioara Costachescu

REVISTA REVISTELOR

Revista de Matematica din Timisoara

Domnul profesor Ion Damina Bdrchi ne-a expediat numerele 3 gi 4 din 2008 ale revistei
timisorene.

Ca deobicei, revistele contin un numéir de probleme propuse si rezolvate — foarte interesante
gi variate — semnate de unii dintre cei mai prestigiosi autori de probleme din tara.

in revistd sunt publicate si o serie de scurte note matematice, din care vom aminti:

e in nr. 3/2008: ,,O inegalitate echivalentd cu inegalitatea mediilor* (D. Mdarghidanu, D.
St. Marinescu, V. Cornea), ,Generalizarea unei probleme date la O. M. J. - 2007% (N. Stanciu).

e in nr. 4/2008: ,Generalizarea inegalititii Stevin-Bottema® (M. Cuconas), ,,O inegalitate
verificatd de functii convexe® (O. T. Pop).

Dan Radu

Revista de matematica a elevilor si profesorilor

din judetul Caras-Severin

De la Resgita am rimit nr. 23 gi 24 (an [X-2008) ale revistei editate de filiala Carag Severin
a S.S. M. R.

Vom mentiona titlurile cadtorva articole gi note inserate in aceste numere:

e in nr. 24: prima parte a articolului ,Fractali“ semnat de G. Mahalu), precum si notele
»2Multimi legate® (N. Staniloiu) si ,Inegalitatea lui Sylvester“ (L. Dragomir);

e in nr. 25: ,Puncte importante in triunghi“ (Marina Constantinescu si Mircea Constan-
tinescu), ,Generalizarea unei probleme de concurs® (N. Stdniloiu), ,Partea intreag a si partea
fractionard a unui numir real* (L. Dragomir).

Desigur, revistele contin i un mare numdar de probleme propuse spre rezolvare elevilr de
gimnaziu si liceu.

Dan Radu

Axioma — supliment matematic

Prin bun#vointa domnului profesor Gheorghe Criciun, redactorul coordonator al publi-
catiei, am primit numerele 26 si 27 din 2008 ale publicatiei ploiegtene editate sb egida ,Fundatiei
oamenilor de stiintd din Prahova®.

Vom aminti titlurile a trei interesante note matematice publicate in aceste doud numere:
»Asupra unui sofism geometric* (M. Oprea — in nr. 26/2008), , Asupra conjecturii lui Collatz* (St.
Stroe — in nr. 26/2008), ,Asupra algoritmului lui Euclid* (M. Oprea — in nr. 27/2008).

Demn de mentionat este faptul ci revista are tendinta de a se riaspandi din ce in ce mai
mult pe lan national, fapt atestat de spatiul larg ocupat de listele de rezolvitori din diversele zone
ale tarii.

Dan Radu

Sfera — revisti de matematici

Din Bdilesti am primit numarul 12 (2/2007-2008) al revistei locale dedicate invatdmantului
matematic preuniversitar. Revista pe care am mai prezentat-o in cadrul acestei rubrici, igi continuad
cu consecventd aparitia de sase ani (doud numere in fiecare an gcolar, structurate in functie de
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materia ce urmeazi si fie parcursi in semestrul respectiv), tinzandu-se s#-si giseascd locul printre
publicatiile de profil ce apar in tara noastra.

Dintre notele matematice inserate in acest numir amintim: , Asupra unor probleme din
Gazeta Matematic®‘ (D. M. Bdatinetu-Giurgiu), ,Ecuatii cu o infinitate de solutii reale® (I. Ivd-
nescu), ,Probleme de geometrie pland rezolvate cu ajutorul geometriei in spativ® (M. D. Gurgui),
»Inegalitdtile lui Cebagev dintr-o noud perspectivi” (S. Pugpand).

Dan Radu

RECENZII

A. R. RAJWADE, A. K. BHANDARI, Surprises and Counterexemples
in Real Function Theory, Hindustan Book Agency, 2007

Analiza matematica oferd, poate mai mult decat oricare altd ramurd a matematicii, game
extrem de diversificate de situatii, cu numeroase nuante posibile. Tot atat de diversificate sunt si
diferitele contraexemple, la diverse capitole, ceea ce a ficut ca si se resimtd necesitatea de a le
sistematiza in anumite cirti destinate special acestora. Cea mai cunoscutd carte de acest fel este,
probabil, cea a autorilor Gelbaum gi Olmsted ,Counterexamples in Analysis“ (Holden-Day, Inc.
San Francisco, London, Amsterdam, 1964), tradusi si in limba roméan3 in 1973.

Cartea pe care o prezentidm acum trateazd, poate, mai putine probleme, dar acestea sunt
dintre cele mai interesante, mai grele gi toate sunt aprofundate in detaliu. Contine urmitoarele 7
capitole:

1. Introduction to the real line R and some of the subsets
2. Functions: Pathological, peculiar and extraordinary

3. Famous everywhere continuous, nowhere, differentiable functions: Van der Waerden’s and
others.

4. Functions: Continuous, periodic, locally recurent and others
5. The derivative and higher derivatives

6. Sequences, Harmonic Series, Alternating Series and related results

7. The imfinite exponential 2" and related results.

Lucrarea se intinde pe 290 de pagini, contine multe figuri, doud apendixuri, o bibliografie
cu 118 titluri gi un index.

Foarte detaliat redactatd, cu o prezentare graficd excelentd, cartea oferd un material foarte
interesant, de mare completitudine §i profunzime gi prilejuieste o lecturd pansionantd. O reco-
manddm cu multd caldura.

Andrei Vernescu

STEFAN OLTEANU, IOANA CRACIUN,
Profesorul Miron Oprea — ieri si azi,
Editura PREMIER, Ploiegti, 2007

Volumul omagial ,,Profesorul Miron Oprea — ieri si azi* a fost publicat sub egidaa Fundatiei
oamenilor de Stiintd din Prahova. El vine sd ilustreze viata gi activitatea unei persomnalitdti mar-
cante prahovene, a unui om care gi-a dedicat intreaga viatd propragirii invu atdméantului matematic
si activismului social.

Tatd una dintre profesiile de credintd ale profesorului Miron Oprea:

»- - Am crezut si cred in adevirurile vegnice, eterne gi neperisabile gi, de aceea, primul meu
mesaj citre tineret (in special, cel din gcoli) este: invitati matematics, aceasta vi va face si ganditi
corect gi clar in orice situatie, ..., vd va face mai degtepti decat altii gi vd apropie de Dumnezeu
.... Imi iubesc neamul meu romanesc si de aceea Imi cert semenii si elevii ori de cate ori fac abateri
grave de la calea adevarului ... .~

Volumul debuteazi cu o scurtd biografie a profesorului, semnati de Ioana Craciun si Andrei
Olteanu. Piesa centrald o constituie, insd, un amplu interviu — realizat in anul 2005 de Andrei
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Crdciun — in care, in cuvinte simple, dar bine alese — profesorul isi radiografiazi viata si isi expune
crezurile. In fine, in ultima parte sunt consemnate o serie de cuvinte omagiale adresate lui, cu
ocazia implinirii a 75 de ani, de cdtre o serie de personalitéti locale, precum gi alte doud scurte
interviuri menite s& creioneze mai bine personalitatea Omului si Profesorului.
Volumul contine o bogatd iconografie, ceea ce face din lecturarea lui un demers plicut si
instructiv.
Dan Radu

ION NEDELCU, ANCA TUTESCU, LUCIAN TUTESCU,
Probleme de matematica pentru concursuri,
Editura REPROGRAPH, Craiova, 2007

Volumul de fatd contine circa 350 de proleme, aproape toate fiind originale, ele purtand
semndtura autorilor intr-o serie de reviste din tard si din stréindtate.

Problemele, fira a fi deosebit de dificile, intrunesc exigentele unor probleme de concurs,
scop pentru care au si fost create, solutiile acestora — prezentate pentru toate problemele — sunt de
multe ori ingenioase si incitante pentru elevii de gimnaziu sau liceu.

Cartea se adreeazd, in primul rand, elevilor ce pregdtesc diverse concursuri gcolare, dar si
profesorilor angrenati in pregitirea lor.

Dan Radu

POSTA REDACTIEI

Dan Giurgiu — Scoala nr. 37 din Craiova. Am primit materialul cu titlul ,Curs optional
de matematici la clasa a VIII-a — Relatii metrice®. Il vom supune atentiei Colegiului Redactional.

Alina Santamarian — Departamentuul de matematici al Universititii Tehnice din Cluj.
Articolul dumneavoastra cu titlul ,,Approximations for a generalization of Euler’s constant* se afla
in studiul Comitetului de Redactie.

Dumitru Batinetu-Giurgiu — Bucuresti. Nota matematicd cu titlul ,,Din nou asupra
problemei 50 din Gazeta MAtematicd seria A“ se afli in atentia Colegiului Redactional care va
decide aupra oportunitatii publicarii lui.

Dorian Licoiu — Scoala cu clasele I-VIIT din Dabuleni. Articolul pe care ni l-ati expediat
cu titlul ,,Criteriul de divizibilitate cu numere Fermat“ va fi supus analizei Colegiului Redactional.

Marian Tetiva — Colegiul National ,,Gheorghe Rogca-Codreanu® din Barlad. Nota mate-
maticd intitulatd ,,Asupra unei congruente utile in demonstratia teoremei Erd6s-Grinsberg-Zio* se
afld in atentia Colegiului redactional. De asemenea, am primit si o problemd propusa de dumnea-
voastra.

Laurentiu Modan — Bucuregti. Am primit cele doud probleme propuse. Le vom supune
atentiei Colegiului Redactional.

Ovidiu Pop — C. P. 514, O. P. 5, 440310 Satu Mare. Am primit problema propusi de
dumneavoastra. O vom supune atentiei Colegiului Redactional.

Nicugor Minculete — Universitatea Dimitrie Cantemir din Bragov. Am primit articolul
dumneavoastra cu titlul ,, The extension of Koci’s inequality to the convex quadrilateral®, Colegiul
Redactional urmand si-1 analizeze, fapt ce este valabil si pentru cele sase probleme propuse.

Mihail Bencze — Str. Hirmanului, nr. 6, 505600 Sdcele. Am primit problema propusa de
dumneavoastrd O vom analiza in cadrul Comitetului de Redactie.

Alexandru Szdéke — Facultatea de Matematic si informatici a Universititii din Bucuregti.
Articolul dumneavoastrd intitulat ,,Aspecte ale implementirii retelelor de pocesare evolutionistd“
se afld in prezent la referat, urméand ca apoi si hotiram in ce misurs este publicabil sau nu.

Dan Radu

ERATA

1. In G.M.-A nr. 4/2007, la pag. 341, primele cinci randuri vor fi omise, deoarece
se repeta.

2. La pag. 103 din G.M.-A nr. 2/2008, in scrierea relatiilor (31), (32), (33), (35)
avem respectiv:

ha + ho + he + hg > 167 (in loc de ,=);
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Ma +mp +Me +mg < % (in loc de ,=);
m2 +mi+m2+m3< %R2 (in loc de ,=*);

1
b2 + b3+ b3 < 1 16R? (in loc de ,=%).
2. La pag. 105, tot din G.M.-A nr. 2/2008, avem ( dua stabilirea inegalitatii (46):
,, Similar punctului c) ...... rezulta:
di +d3+di < bi+b3+05 <4R?, (47)
S S RERERRIIEE RN AR,
di +d3 +d3 2 3 (di + d> + ds)? (54v3- 1P R?)* = ...
(1in loc de

In G.M.-A nr. 3/2008, la pag. 282, randul 19 de sus se va citi ,23¢ in loc de 28.

in G.M.-A nr. 3/2008, pe coperta IV, randul 4 de sus se va citi ,L ¢ GL,(R)“ in
loc de GL,(R).

In G.M.-A nr. 3/2008, la pag. 283, in titlul primei recenzii de carte se va citi

»- - - Paatero“ in loc de ,,Paajero®.
Redactia

Anunt, important

In urma unei sedinte a Comitetului de redactie provizoriu s-a hotirat ca, incepand
cu numirul 1 din anul 2009, formatul revistei si fie modificat. Astfel, rubricile per-
manente ale revistei vor fi urméatoarele:

—

Articole gtiintifice gi de informare stiintifici
Note matematicearticole metodice
Examene si concursuri

Didactica matematicii

in sprijinul cursurilor obtionale

Puncte de vedere

Probleme propuse

Solutiile problemelor propuse

© »® N ;e wWN

Istoria matematicii

_.
e

Manifestari stiintifice

—_
—

Din viata societatii
12. Recenzii

Rubricile Revista revistelor gi Pogta redactiei vor disparea. Confirmarea primirii
materialelor expediate de autori se va face pe sit-ul societitii.

Rugdm, pe aceastd cale, autorii sd facid, pentru materialele expediate, o recomandare
de incadrare intr-o anumitd rubrica.

Redactia

TABLA DE MATERII
Vol. XXVI (CV) 2008
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I. Articole stiintifice si de informare stiintifica, articole metodice

1

8.
9.

A. L. Agore
G. Militaru

. W.G.Boskoff

Bogdan Suceava
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